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Yorwort. 


Die  technische  Wärmelehre,  welche  ich  hiermit  der 
Öffentlichkeit  übergebe,  war  ursprünglich  als  dritter  Band  des 
Lehrbuches  der  technischen  Physik  geplant,  dessen  erster,  die 
Mechanik  starrer  Systeme,  vor  zwei  Jahren  erschien.  Ich  habe 
mich  indessen  entschlossen,  ihn  als  zweiten  Band  der  Hydro- 
mechanik und  Festigkeitslehre  vorauszuschicken,  um  in  diesen 
Lehrgebieten  thermische  Vorgänge,  welche  in  neuerer  Zeit  immer 
mehr  Aufmerksamkeit  erweckten  und  auch  technische  Bedeutung 
gewonnen  haben,  mit  grölserer  Freiheit  untersuchen  zu  können. 

In  der  überaus  freundUchen  Aufnahme,  welche  der  erste 
Band  dieses  Werkes  bei  den  Fachgenossen  fand,  lag  gewiXs  ein 
Ansporn  zu  freudigem  Schaffen,  der  diesem  zweiten  Bande,  der 
Wärmelehre,  wohl  auch  förderlich  gewesen  ist.  Dem  gegenüber 
erwies  sich  nicht  allein  der  zum  guten  Teile  auf  empirischen 
Grundlagen  aufzubauende  Stoff  als  wesentlich  spröder  gegenüber 
der  rein  theoretisch  zu  entwickelnden  Mechanik;  es  trat  auch 
während  der  Abfassung  und  sogar  noch  während  des  Druckes 
immer  neues  Material  infolge  einer  sehr  lebhaft  gewordenen 
Versuchstätigkeit  und  eines  wachsenden  Interesses  an  theoretischen 
Fragen  hinzu.  Es  war  daher  dem  Verfasser  unmöglich,  den 
Band  eher  abzuschliefsen,  trotzdem  er  den  Gegenstand  desselben 
schon  zweimal  in  Vorlesungen  an  der  Universität  Göttingen,  das 
letzte  Mal  im  Sommersemester  1903,  ganz  nach  dem  Plane  des 
Buches  selbst  behandelt  hatte. 

Das  Ziel  der  Darstellung  des  Gesamtgebietes  der  Wärmelehre 
bildet,  wie  schon  in  meiner  Mechanik,  die  unmittelbare  Ver- 
wendbarkeit der  gewonnenen  Ergebnisse  für  weitere  wissenschaft- 
liche und  technische  Arbeiten,  wefshalb  in  den  einzelnen  Kapiteln 
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stets  bis  an  die  Grenze  der  heutigen  Forschung  vorgedrungen 
wurde.  Als  Ausgangspunkt  dienten  immer  die  oft  sehr  einfachen 
Erfahrungsresultate,  welche  naturgemäls  in  der  Physik  überhaupt 
eine  wesentlich  grölsere  Rolle  spielen  als  in  der  Mechanik. 
Theoretische  Entwicklungen  wurden  vorwiegend  zur  Gewinnung 
von  Sätzen  und  Zahlenwerten  benutzt,  welche  versuchsmälsig 
entweder  gar  nicht  oder  doch  nur  auf  Umwegen  erhalten  werden 
können.  In  ihren  weiteren  Folgerungen  wurden  derartige  Rech- 
nungsergebnisse wieder  durch  Versuchswerte  an  physikalischen 
Apparaten  oder  Maschinen  geprüft,  wozu  dem  Verfasser  u.  a. 
ein  reiches  Material  aus  seiner  technischen  und  Laboratoriums- 
praxis zu  Gebote  stand.  Mehrfach  fielen  solche  Vergleiche 
negativ  aus  und  bedingten  alsdann  rückwäal»  Modifikationen  der 
Theorie.  Gerade  nach  der  Richtung  der  praktischen  Prüfung 
ist  früher  vieles  versäumt  und  dadurch  eine  weitgehende  Ab- 
neigung gegen  theoretische  Schlufsfolgerungen  hervorgerufen 
worden,  welche  auch  heute,  wo  solche  kautaa  noch  ohne  genügende 
experimentelle  Grundlage  unternommen  werden,  in  den  Kreisen 
der  Ingenieure  nicht  ganz  überwunden  ist.  Es  würde  den  Ver- 
fasser besonders  freuen,  Wenn  das  vorliegende  Buch  zum  Aus- 
gleich dieser  Gegensätze  etwas  beitragen  sollte.  Wesentlich  mit 
Rücksicht  auf  technische  Anwendungen  wurden  vollständig  durch- 
gerechnete Zahlenbeispiele  insbesondere  da  eingeschaltet,  wo  es 
sich  um  die  Erläuterung  gesicherter  theoretischer  Ergebnisse 
handelt. 

Um  das  ganze  Gebiet  der  Wärmelehre  in  einem  handlichen 
Bande  nach  diesen  Grundsätzen  darzustellen,  war  naturgemäls  eine 
scharfe  Sichtung  des  gesamten  Stoffes  und  eine  solche  Einteilung 
desselben  geboten,  welche  Wiederholungen  tunlichst  ausschliefst 
und  dem  Leser  das  Aufsteigen  von  den  einfachsten  Erfahrungs- 
tatsachen bis  zur  Analyse  so  verwickelter  Erscheinungen,  wie  sie 
in  der  Technik  auftreten,  gestattet,  ohne  andere  mathematische 
Kenntnisse,  wie  für  das  Studium  der  Mechanik  vorauszusetzen. 
Im  ersten  Kapitel  wurde  daher  der  Temperaturbegriff  zum 
Ausgangspunkt  genommen  und  erst  auf  rein  empirischer  Grund- 
lage erschöpfend  behandelt,  um  sodann  an  Hand  kinetischer 
Vorstellungen  eine  mechanische  Deutung  zu  erfahren.  Daran 
schliefst  sich  die  Einführung  des  Begriffes  der  Wärme  und 
ihrer  Äquivalenz  mit  mechanischer  Arbeit  unter  sofor- 
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tiger  Anwendung  auf  statische  Zustandsänderungen  voll- 
kommener Gase ,  auf  denen  einerseits  die  ihrer  jetzigen  geringen 
Bedeutung  entsprechend  sehr  kurz  gehaltene  Theorie  der 
Luftmaschinen  und  anderseits  das  Gleichgewicht  der 
Atmosphäre  beruht.  Mit  dem  Energieprinzip  allein  lassen 
sich  auch  noch  die  Bewegungserscheinungen  vollkom- 
mener Gase  erledigen,  wie  es  in  Kapitel  II  geschehen  ist 
Unter  diesen  wurde  die  Fortpflanzung  des  Schalles  in  den 
Vordergrund  gestellt,  da  die  Schallgeschwindigkeit  für  die  später 
untersuchten  raschen  Strömungen  eine  ausschlaggebende 
Rolle  spielt.  Hierbei  wurden  u.  a.  ganz  neue  Untersuchungen 
herangezogen,  z.  B.  die  Theorie  der  stationären  Strömung 
des  Verfassers,  welche  auf  Grund  der  Versuche  Stodolas  ent- 
wickelt durch  die  Herren  Prandtl  und  Proell  eine  bemerkens- 
werte Erweiterung  erfahren  hat.  Beide  Herren  hatten  die 
Freundlichkeit,  mir  ihre  Ergebnisse  noch  vor  der  Drucklegung 
mitzuteilen  und  mir  dadurch  deren  Aufnahme  in  das  Buch  zu 
ermöglichen.  Auch  ältere  Resultate  des  Verfassers  über  lang- 
same Gasströmungen  konnten  in  diesem  Kapitel  mit  Nutzen 
verwendet  werden. 

Nachdem  so  in  diesen  beiden  Abschnitten  dem  Leser  hin- 
reichend Gelegenheit  geboten  war,  sich  mit  den  Elementarbegriffen 
der  Wärmelehre  und  ihren  gegenseitigen  Beziehungen  vertraut 
zu  machen,  konnte  an  der  Spitze  des  dritten  Kapitels  der  En- 
tropiebegriff —  wiederum  auf  empirischer  Grundlage-  —  ein- 
geführt werden.  Mit  demselben  lälst  sich  die  Theorie  der 
gesättigten  Dämpfe,  für  welche  die  Arbeiten  des  Altmeisters 
Zeuner  immer  vorbildlich  bleiben  werden,  sehr  einfach  und 
erschöpfend  behandeln,  wobei  die  Eigenschaften  des  technisch 
wichtigen  Wasserdampfes  in  den  Vordergrund  treten  und  die 
Theorie  der  sog.  Nafs dampf maschinen  die  praktische  An- 
wendung bildet.  Zu  allgemeinen  Schlufsfolgerungen  aus  dem 
Entropieprinzip  bietet  dann  das  vierte  Kapitel  reichen  Anlafs ; 
in  diesem  wird  zunächst  die  Thomson-Joulesche  Abkühlung 
unvollkommener  Gase  untersucht  und  auf  ihr  die  Theorie 
der  Lindeschen  Luftverflüssigung  aufgebaut.  Die  Be- 
ziehungen zwischen  den  einzelnen  thermischen  Gröfsen  werden 
sodann  auf  die  Zustandsgieichungen  von  Van  der  Waals 
und  Clausius  nach  einer  kritischen  Würdigung  der  kinetischen 
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Ableitungen  derselben  angewandt,  wobei  die  Kohlensäure  als 
technisch  wichtiges  Beispiel  dient.  Die  Behandlung  dieses 
Körpers  sowie  des  neben  der  schwefligen  Säure  mit  heran- 
gezogenen Ammoniaks  wurde  von  Herrn  Dieterici  durch 
freundliche  Mitteilung  neuer  wertvoller  Versuchsresultate  wesent- 
hch  erleichtert.  Die  darauf  folgende  Theorie  der  Kaltdampf- 
maschinen entstammt  zum  gröfsten  Teile  eigenen  Unter- 
suchungen des  Verfassers,  dem  auch  noch  während  des  Druckes 
die  in  §  30  wiedergegebene  experimentelle  Bestimmung  der 
Veränderlichkeit  der  spezifischen  Wärme  des  überhitzten 
Wasserdampfes  gelang. 

Weitaus. weniger  ausgebildet  erscheint  gegenüber  den  früher 
besprochenen  Abschnitten  die  Thermochemie,  deren  Gesetze 
für  das  Verständnis  der  Vorgänge  in  den  Verbrennungs- 
motoren eine  immer  wachsende  Bedeutung  gewinnen.  Die  in 
den  Schriften  der  Physiko-Chemiker  meist  übliche  Darstellung 
dieses  augenbUcklich  noch  in  vollster  Entwicklung  befindlichen 
Grenzgebietes  schien  dem  Verfasser  für  technische  Leser  zu  wenig 
durchsichtig  zu  sein,  wefshalb  er  nach  dieser  Richtung  eigene 
Wege  zu  gehen  beschlofs,  welche  den  rein  thermodynamischen 
Gedankenfolgen  der  vorhergehenden  Kapitel  sich  möglichst 
anpassen.  Auch  hier  wurden  selbstverständlich  die  neuesten 
Errungenschaften  berücksichtigt,  so  dafs  unter  Zuhilfenahme  des 
Entropieprinzips  die  Theorie  der  Verbrennungsmotoren  wenigstens 
in  den  .Umrissen  entworfen  werden  konnte. 

Das  sechste  Kapitel  handelt  von  der  Bewegung  der 
Wärme;  die  in  demselben  zuerst  besprochene  Lehre  von  der 
Wärmeleitung  in  festen  Körpern  erscheint  allerdings 
in  ihren  Anwendungen  auf  technische  Vorgänge  noch  recht 
unvollkommen  ausgebildet,  trotzdem  ein  reiches  Versuchsmaterial 
vorliegt  und  ständig  noch  im  Wachsen  begriffen  ist.  Vielleicht 
bringt  erst  eine  für  die  Zukunft  zu  erwartende  Verbindung  dieses 
Gebietes  mit  den  jetzt  zum  grofsen Teile  entschleierten  Gesetzen 
von  der  Wärmestrahlung,  deren  Darstellung  den  Schluls 
des  Kapitels  VI  bildet,  hierüber  volle  Klarheit.  Jedenfalls  recht- 
fertigen die  grofsen  Erfolge  der  Strahlungstheorie  vor  allem  in 
bezug  auf  die  exakte  Messung  hoher  Temperaturen  ihre  Aufnahme 
in  ein  technisches  Lehrbuch  insoweit,  als  ihre  Ergebnisse  sicher- 
gestellt sind.    Ähnlich  verhält   es   sich  mit  der  kinetischen 
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Hypothese,  welche  gelegentlich  im  Buche  zur  Ableitung  von 
•erfahrungsmälsig  kontrollierbaren  Gesetzen,  zuletzt  für  die 
Wärmeleitung  in  Gasen,  benutzt  wurde.  Einige  weiter- 
gehende Folgerungen  dieser  Hypothese  wurden  im  historischen 
Schlufskapitel  gegeben,  dessen  Berechtigung  man  hoffentlich 
«benso  anerkennen  wird  wie  in  meinem  Lehrbuch  der  Mechanik. 
Die  Zeichnung  der  Figuren  zu  diesem  Bande  haben  meine 
Assistenten,  die  Herren  Ingenieure  Dr.  W.  Hort  und  H.  Hort, 
übernommen,  beim  Lesen  der  Korrekturen  und  der  Anfertigung 
der  Register  hat  mich  sodann  mein  Bruder,  Ingenieur  Dr.  R. 
Lorenz,  wirksam  unterstützt.  Ihnen  allen  spreche  ich  darum 
auch  an  dieser  Stelle  ebenso  gern  meinen  Dank  aus  wie  der 
Verlagsbuchhandlung  für  ihr  Entgegenkommen  bei  der  äulseren 
Ausstattung  des  Werkes. 

Göttingen,  im  April  1904. 


H.  Lorenz. 
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Zeile  9  von  oben  lies :  Gutermuth. 
Zeile  10  von  oben  lies:  C^ipiYv 
Gleichung  (15)  lautet: 


«-=^(4^r"^»/-»'T- 


Zeile  3  von  unten  lies:  1895  statt  1894. 

Zeile  12  von  oben  lies:  Joly. 

Zusatz :   Die  Versuchswerte  des  Verfassers  für  die  spez.  Wärme 

Cp  des  gesättigten  Wasserdampfes  in  der  Nähe  der  Grenzkurve 

lassen  sich  durch  die  empirische  Formel 

c^  =  0,43 +  3600000^ 

gut  darstellen,  worin  der  absolute  Druck  p  in  kg/qcm  aus- 
zudrücken ist  und  T  die  absolute  Temperatur  bedeutet.  Mit 
dieser  an  Stelle  von  Gl.  (8)  §  30  tretenden  Formel  ändern  sich 
naturgemäfs  auch  die  Ausdrücke  (9),  (10)  usw.,  wie  der  Leser 
leicht  ersehen  kann. 
S.  361.    Die  ersten  Glieder  der  linken  Seite  von  Gl.  (10b)  lauten: 

*•  *•  fit  T' 

^  -  ^  +  c  Ign  ^'  +  c.'  Ign  ^  +  U8W, 
und  der  Klammerausdruck  in  (10  c)  hat  die  Form : 
je  Ign  J|  +  c/  Ign  ^  +  «.'  (T.  -  0.)  -f  ^'  (T.«  -  ©.»)  +  . 

S.  433.    In  Fig.  113   ist  der   Endpunkt   der  gestrichelten   Expansions- 
linie mit  T4'  zu  bezeichnen  an  Stelle  von  T4. 
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Kapitel  L 

Das  Energieprinzip  und  das  statische 

Verhalten  vollkommener  Gase. 


§  1.    Die  Temperatur. 

Die  Temperatur  als  fühlbare  Körpereigenschaft.  Änderung  des  Vo- 
lumens mit  der  Temperatur.  Vergleich  von  Temperaturen.  Thermometer 
und  Fixpunkte  derselben.  Zustandsgieichung  der  Körper ;  Ausdehnungs-, 
Kompressions-  und  Spannungskoeffiiient.  Thermometrische  Substanzen  ; 
Quecksilber,  Alkohol  und  Gase.  Das  Gasgesetz  und  die  absolute 
Temperatur,  die  Gaskonstante. 

Lassen  wir  auf  einen  festen,  flüssigen  oder  gasförmigen  Körper 
Kräfte  von  aulSen  einwirken,  so  rufen  diese  im  allgemeinen 
nicht  nur  eine  Änderung  der  Gestalt  des  Körpers,  sondern  auch 
eine  solche  seines  Volumens  hervor.  Die  zu  diesen  Änderungen 
aufgewendete  Arbeit  bezeichnen  wir  in  der  Mechanik  als  Form- 
änderungsarbeit. Aufserdem  aber  bemerken  wir,  dals  der  Körper 
vor  und  nach  einer  Formänderung  auf  unseren  Tastsinn  in 
verschiedener  Weise  einwirkt,  woraus  wir  schlielsen  dürfen,  dals 
mit  der  rein  mechanischen  Betrachtung  der  Vorgang  nicht  er- 
schöpft ist.  Wir  müssen  dem  Körper  vielmehr  noch  eine  dem 
Tastsinne  fühlbare,  veränderlicheEigenschaft  zuschreiben 
und  wollen  diese  als  Temperatur  bezeichnen. 

Vergleichen  wir  nunmehr  zwei  aus  demselben  Material  be- 
stehendQ  gleich  schwerejKörper,  welche  unter  sonst  gleichen  Um- 
ständen dem  Tastsinne  als  warm  oder  kalt  erscheinen,  also  ver- 
schiedene Temperaturen  besitzen,  so  beobachten  wir,   dafs  ihre 
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Volumina  nicht  übereinstimmen.  Ebenso  bemerken  wir  bei 
alleiniger  Änderung  der  Temperatur  eines  und  desselben  Körpers, 
z.  B.  durch  Berührung  mit  einer  Flamme,  eine  Volumänderung 
desselben,  und  zwar  im  allgemeinen  eine  Vergrölserung  (Aus- 
dehnung, Expansion),  wenn  wir  nach  dem  Tastsinne  den  Körper 
als  wärmer,  eine  Verminderung  (Zusammenziehung , .  Kon- 
traktion), wenn  wir  ihn  kälter  bezeichnen.  Im  ersteren  Falle 
sprechen  wir  von  einer  höheren,  im  zweiten  von  einer  nie- 
deren Körpertemperatur.  Ohne  über  diese  Eigenschaft 
Näheres  aussagen  zu  können,  dürfen  wir  doch  unter  sonst 
gleichen  Verhältnissen  jedem  Körper volumen  eine  Temperatur 
zuordnen,  die  wir  zunächst  mit  r  bezeichnen  wollen.  Da  wir 
nun  weiter  erfahrungsgemäfs  wissen,  dals  auch  durch  einen 
gleichmäfsig  auf  die  gesamte  Umgrenzungsfiäche  (Oberfläche)  des 
Körpers  wirkenden  Druck  p  (gemessen  in  Kilogramm  auf  das 
Quadratmeter,  also  kg/qm)  das  Volumen  desselben  beeinflufst 
wird,  so  erscheint  dieses  als  eine  Funktion  des  Druckes  und  der 
Temperatur.  Unter  der  weiteren  Voraussetzung,  dafs  dieser 
Druck  sich  im  ganzen  Körper  gleichmäfsig  nach  allen  Richtungen 
hin  fortpflanzt,  während  keine  anderen  äufseren  Kräfte  wirksam 
sind,  können  wir  statt  des  ganzen  Systems  auch  einen  beliebig 
kleinen  Teil  desselben  betrachten  und  statt  des  Gesamtvolumens 
dasjenige  der  Gewichtseinheit  (gemessen  in  Kubikmeter  pro 
1  kg,  d.  h.  cbm/kg)  einführen,  welches  wir  als  spezifisches 
Volumen  mit  v  bezeichnen.  Dann  haben  wir  f*  den  Zusammen- 
hang zwischen  dem  gleichmäfsig  wirkenden  Druck  p^  der  Tem- 
peratur T  und  dem  Volumen  v  ganz  allgemein  die  Formel 

f{V.v,T)  =  0 (1). 

welche  man  wohl  auch  die  Zustandsgieichung  des  Körpers 
nennt. 

Die  Form  einer  Zustandsgieichung  hängt  nun,  da  wir  für 
unveränderliche  Temperaturen  die  Beziehung  zwischen  Druck 
und  Volumen  rein  mechanisch  leicht  feststellen  können,  unter 
sonst  gleichen  Verhältnissen,  d.h.  bei  konstantem  Drucke,  wesent- 
lich von  der  Zuordnung  der  Temperatur  zum  Volumen  ab. 
Diese  aber  ist  vollkommen  willkürlich,  so  dafs  wir  jede  beliebige 
Funktion  des  Volumens  bei  konstantem  Drucke  als  Temperatur 
definieren  können.     Wenn  wir  darum  für  irgend   einen  Körper 
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den  Volumenzuwachs  dv  einer  Temperaturzunahme  dr  einfach 
proportional  also 

dv  =  adr (2) 

setzen,  so  dürfen  wir  nicht  übersehen,  dafs  diese  Beziehung  nicht 
nur  ganz  willkürlich,  sondern  auch  auf  andere  Körper  nicht  ohne 
weiteres  übertragbar  ist.  Integrieren  wir  die  Gl.  ("2),  so  folgt, 
unter  Vq  das  der  Temperatur  tq  entsprechende  Volumen  verstanden, 

V  — Vq  =  a(T  — To) (3) 

Um  diese  Formel  weiter  verwenden  zu  können,  müssen  wir  nicht 
nur  die  darin  steckende  Integrationskonstante  festsetzen,  d.  h. 
den  Anfang  unserer  Temperaturskala  willkürlich  wählen, 
sondern  auch  über  den  Proportionalitätsfaktor  a  verfügen. 
Beides  gelingt  nun  sofort  durch  Zuordnung  zweier  physikalisch 
möglichst  genau  bestimmter  Volumina  desselben  Körpers  zu  zwei 
willkürlich  gewählten  Temperaturen,  deren  Einheiten  Grade 
heifsen  sollen.  Zur  physikalischen  Bestimmung  der  beiden 
Grenzvolumina  müssen  wir  aber  die  Temperatur  unseres  Körpers 
mit  derjenigen  anderer  Körper  erst  vergleichen  können.  Wir  greifen 
darum  zunächst  noch  einmal  auf  die  Erfahrung  zurück  und  bringen 
unseren  Körper  mit  einem  behebigen  anderen,  der  dem  Gefühl 
nach  eine  höhere  Temperatur  besitzt  (oder  kürzer  gesagt  höher 
temperiert  ist),  bei  konstantem  Drucke  in  Berührung.  Dabei  be- 
obachten wir,  dals  dessen  Volumen  mit  seiner  Temperatur  abnimmt, 
während  dasjenige  unseres  Vergleichskörpers  mit  seiner  Tempe- 
ratur steigt.  Hat  schlielslich  die  Volumveränderung 
aufgehört,  so  sprechen  wir  beiden  Körpern  gleiche 
Temperaturen  zu  und  erklären  sie  als  im  Tempe- 
raturgleichgewicht befindlich.  Den  ganzen  Vorgang 
aber  bezeichnen  wir  als  Temperaturausgleich.  Hatte  der 
zweite  Körper  von  vornherein  dieselbe  Temperatur  wie  unser 
Vergleichskörper,  so  würden  wir  nach  dieser  Festsetzung  keine 
Volumänderung  nach  ihrer  Berührung  beobachten.  Zwei  be- 
liebige Körper  besitzen  hiernach  dieselbe  Tempe- 
ratur, wenn  ein  dritter  abwechselnd  mit  ihnen  bei 
konstantem  Druck  in  Berührung  gebracht,  keine 
Volumänderung  erfährt.  Weiterhin  ist  die  Temperatur  des- 
jenigen  Körpers  die  höhere,  dessen  Berührung  mit  dem  Ver- 
gleichskörper,  der  vorher  im  Temperaturgleichgewicht  mit  dem 
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andern  Körper  sich  befand,  eine  Volumenzunahme  dee  Ver- 
gleichsköi-pers  bedingt. 

Als  Vergleichskörper  bedienen  wir  uns  nunmehr  einer  be- 
stimmten Menge  von  Quecksilber,  die  wir  in  ein  kleines  Glasgefäfs 
mit  einem  daran  befindlichen  sehr  engen  Rohr  von  konstantem 
Querschnitt  einschliefsen  und  nennen  die  ganze  Vorrichtung  ein 
Thermometer.  Dieses  umgeben  wir  jetzt  mit  schmelzendem 
Eis  unter  dem  Luftdruck  von  760  mm  Quecksilbersäule  und 
warten  ab,  bis  der  in  der  Thermometerröhre  befindliche  Queck- 
silberfaden stehen  bleibt,  dessen  Verlängerung  die  Volumen- 
zunahme der  ganzen  Masse  angibt,  wenn  wir  von  der  sehr  geringen 
Volumenänderung  des  Glases  absehen.  Alsdann  markieren  wir 
den  Fadenendpunkt  und  tauchen  das  Thermometer  in  kochendes 
Wasser  bei  demselben  Drucke.  Der  Faden  wird  sich  dabei  stark 
verlängern  und  schliefslich  wieder  zur  Ruhe  gelangen.  Auch 
diesen  Fadenendpunkt  markieren  wir  und  haben  somit  die  beiden 
oben  durch  Gl.  (3)  geforderten  Grenzvolumina  des  Vergleichs- 
körpers in  einer  jederzeit  wiederholungsfähigen  Weise  durch 
sog.  Fixpunkte  bestimmt.  Die  Temperaturskala  selbst  legen 
wir  durch  eine  willkürliche  Einteilung  des  Abstandes  der  beiden 
Fadenenden  z.  B.  in  100  Teile,  sog.  Grade,  nach  dem  Vorgange 
von  Celsius  fest  und  verlängern  sie  in  gleicher  Weise  über  die 
beiden  Fixpunkte  hinaus,  von  denen  der  tiefere  als  Ausgangspunkt 
der  Skala  auch  als  Nullpunkt  (Eispunkt),  der  höher  gelegene 
dagegen  als  Siedepunkt  des  Thermometers  bezeichnet  wird  und 
100«  angibt. 

Mit  Hilfe  der  so  gewonnenen,  allerdings  durchaus  willkür- 
lichen Temperaturskala  bietet  nunmehr  die  Aufstellung  von  Zu- 
standsgleichungen  für  beliebige  Körper  auf  empirischer  Grundlage 
keine  theoretischen  Schwierigkeiten.  Dafs  damit  durchaus  noch 
nicht  alles  gewonnen  ist,  vielmehr  für  die  Lösung  dieses  Pro- 
blems erhebliche  praktische  bezw.  technische  Schwierigkeiten  zu 
überwinden  sind,  erkennt  man  schon  daraus,  dafs  bis  jetzt  die 
Zustandsgieichung  nur  ganz  weniger  Körper  mit  einer  für  prak- 
tische Zwecke  wünschenswerten  Genauigkeit  festgestellt  wurde, 
worauf  wir  noch  eingehend  zurückzukommen  haben.  An  dieser 
Stelle  wollen  wir  uns  auf  einige  von  der  speziellen  Form  der 
Zustandsgieichung,  also  auch  von  der  Natur  der  Körper  selbst 
unabhängige    und    darum    allgemein   gültige   Schlufsfolgerungen 
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beschränken,  die  uns  später  von  Nutzen  sein  werden.  Dabei 
setzen  wir  irgend  einen  Körper  von  der  Temperatur  Tq  =  0^ 
voraus,  auf  dem  ein  allseitiger  Druck  von  Pq  kg/qm  lastet, 
während  sein  zugehöriges  spezifisches  Volumen  Vq  cbm/kg  beträgt. 
Diesen  Körper  denken  wir  uns  zunächst  auf  eine  Temperatur 
von  tO  erwärmt  und  dann  den  Druck  auf  p  kg/qm  gesteigert, 
wodurch  das  spez.  Volumen  den  Wert  v  annimmt.  Den  Zu- 
sammenhang dieser  drei  Werte  vermittelt  die  Zustandsgieichung  (1). 
Wir  betrachten  nunmehr  die  elementare  Volumenänderung  dv 
bei  einer .  unendlich  kleinen  Temperaturzunahme  d  r  und  der 
Druckzünahme  dp  und  erhalten  dafür,  wenn  wir  ,i;  = /i  (p,  r) 
statt  (1)  schreiben: 

worin  die  Indizes  diejenigen  Veränderlichen  angeben ,  welche 
bei  der  partiellen  Differentiation  als  konstant  betrachtet  werden. 
Es  empfiehlt  sich  nun,  statt  der  partiellen  Differentialquotienten 
andere  Grölsen  einzuführen,  welche  gewöhnhch  durch  Messung 
der  Volumänderung  bei  endlicher  Druck-  und  Temperatur- 
steigerung angenähert  gewonnen  werden.  So  bezeichnet  man  für 
konstanten  Druck  das  Verhältnis  der  Volumenzunahme  bei  1^ 
Temperatursteigerung  zum  Volumen  bei  0^  gewöhnlich  als  den 
Ausdehnungskoeffizienten  des  Körpers.  Setzt  man  den- 
selben für  elementare  Änderungen  gleich  «,   so  hat  man  dafür 

a  =  -Up] (5) 

vo\orlp  ^  ' 

Die  bei  konstanter  Temperatur  vollzogene  Volumänderung  bei 
der  Drucksteigeining  um  1  Atmosphäre  (=  10333  kg/qm)  im 
Verhältnis  zum  Volumen  bei  0  ^  wollen  wir  weiterhin  den  K  o  m  - 
pressibilitäts-  oder  Kompressionskoeffizienten  i) 
nennen  und  mit  i  bezeichnen,  so  dals  wir  analog  (5)  haben 


'^, (e) 


Vo\bi?, 


^)  In  der  physikalischen  Literatur  wird  dieser  Koeffizient  nicht 
immer  gleichmäfsig  definiert.  So  findet  man  in  dem  Tabellenwerke 
von  Landolt  und  Börnstein  (2.  Aufl.  S.  265)  die  Formel 
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Die  durch  (4)  angedentete  Volumändenmg  dv  ist  offenbar 
abhängig  von  den  ganz  willkürlichen  Änderungen  des  Druckes 
und  der  Temperatur.  Soll  der  Vorgang  sich  so  vollziehen,  dafs 
überhaupt  keine  Volumänderung  stattfindet,  so  wird  mit  dv  =  0 
und  folgUch 


-aus  (4) 
oder  auch 


dp  _  /dp\ 
dx  ~  \dr/t, 

(aßf).=-(l-:i (') 


(^l- <«> 


Bezeichnen  wir  noch  das  Verhältnis  der  Drucksteigerung 
für  die  Temperaturerhöhung  um  1«  zum  Drucke  i?o  hei  0»  bei 
konstantem  Volumen  als  Spannungskoeffizienten  mit  a^ 
setzen  also 

-Po 

so  erhalten  wir  aus  (7)  die  Beziehung  zwischen  den  drei  Koeffi- 
zienten a,  £  und  ü  für  i?o  =  1  Atm. 

«  =  —  €(7 (7b) 

Diese  Gleichung  dient  vorwiegend  zur  Ermittlung  des  Spannungs- 
koeffizienten (7,  dessen  Bestimmung  auf  direktem  Wege  an  der 
Schwierigheit  der  Aufrechterhaltung  eines  konstanten  Volumens 
scheitert.  So  hat  man  z.  B.  für  Quecksilber  «  =  1,8-10-4^ 
t  =  —  3,4  •  10--Ö  gefunden,  woraus  sich  mit  (7  b)  der  Spannungs- 
koeffizient zu  (7  =  53  Atm.  bestimmt,  d.  h.  durch  Erwärmung  von 
Quecksilber  von  0»  auf  1«  bei  konstantem  Volumen  steigt  der 
Druck  von  1  Atm.  auf  54  Atm.    Da  nun  feste  Körper  sich  bei  der 

worin  die  Indizes  1  und  2  den  Anfangs-  und  Endzustand  bezeichnen. 
In  dem  Lehrbuche  der  Physik  von  Wüllner  (4.  Aufl.  Bd.  in,  S.  265) 
dagegen  wird 

t  =  ^^^^« 
Pi  —  Pi 

gesotBt;  dieselbe  Definition  findet  sich  auch  in  Plancks  Thermo- 
dynamik S.  7. 
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Erwärmung  im  allgemeinen  weit  weniger  ausdehnen,  als  Flüssig- 
keiten, so  erkennt  man,  dafs  ganz  mit  Flüssigkeiten  gefüllte, 
vollkommen  verschlossene  Gefäfse  stets  der  Gefahr  des  Zer- 
springens  durch  die  Drucksteigerung  im  Innern  bei  der  Temperatur- 
erhöhung ausgesetzt  sind.  Die  Richtigkeit  dieser  Tatsache  wird 
durch  jedes  infolge  zu  hoher  Temperaturen  zersprungene 
Thermometer  bestätigt. 

Die  unserer  Temperaturmessung  zugrunde  liegende  Be- 
nützung des  Quecksilberthermometers  erfordert  streng  genommen, 
dafs  der  Quecksilberinhalt  längs  seiner  ganzen  Oberfläche  mit 
dem  zu  untersuchenden  Körper  in  Berührung  steht.  Diese  Be- 
dingung ist  schon  wegen  der  Beweglichkeit  des  Quecksilbers  nicht 
zu  erfüllen,  welches  somit  in  ein  Glasgefäfs  eingeschlossen  werden 
mufs.  Da  die  Wände  desselben  den  Temperaturausgleich  natur- 
gemäfs  hindern,  so  kann  die  Ablesung  des  Thermometers  erst  nach 
Ablauf  einiger  Zeit  erfolgen.  Weiterhin  aber  ist  es  nur  dann 
möglich,  das  ganze  Thermometer  mit  dem  zu  untersuchenden 
Körper  zu  umgeben,  wenn  nicht  nur  dieser  selbst,  sondern  auch 
seine  Umhüllung  hinreichend  durchsichtig  ist,  um  die  Stellung 
des  Fadenendes  an  der  Skala  zu  erkennen.  Andernfalls  mufs 
man  sich  mit  der  Eintauchung  der  Thermometerkugel  und  eines 
Teiles  des  Quecksilberfadens  begnügen,  während  der  Rest  des 
Fadens  herausragt.  Da  derselbe  nun  der  direkt  mefsbaren 
Temperatur  tj  der  umgebenden  Luft  ausgesetzt  ist,  so  wird  er 
zu  lang  oder  zu  kurz  erscheinen,  je  nachdem  diese  Lufttemperatur 
höher  oder  niederer  als  die  zu  messende  Körpertemperatur  t  ist. 
Es  wird  demnach  eine  Korrektion  Jt  an  der  Ablesung  an- 
zubringen sein,  welche  der  Anzahl  n  der  herausragenden 
Grade  des  Quecksilberfadens,  der  Temperaturdifferenz  t — ti  und 
schliefslich  dem  Ausdehnungskoeffizienten  des  Quecksilbers 
vermindert  um  denjenigen  des  Glases  proportional  ist.  Setzt  man 
für  diesen  kombinierten  Ausdehnungskoeffizienten 

ai  =  1,56.  10-4=  1:  6400, 

so  folgt  Jr  =  n^-^ (9) 

für  diese  sog.  Fadenkorrektion  des  Thermometers. 
Handelt  es  sich  z.  B.  um  w  =  5  herausragende  Grade  und  eine 
Temperaturdifferenz   von   r  —  ti  =  200^,   so   wird  z/t  =  0,1 56  o. 
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ein  bei  einigermassen  exakten  Messungen  wohl  zu  beachtender 
Betrag. 

Die  Anwendbarkeit  der  Quecksilberthermometer  hat  übrigens 
ihre  Grenzen,  und  zwar  bei  den  Temperaturen,  welche  dem  Er- 
starrungs-  und  Siedepunkte  des  Metalls  entsprechen;  daher 
erscheint  es  zweckmäTsig,  sich  auch  nach  anderen  thermo- 
metrischen  Substanzen  umzusehen.  So  benützt  mangern 
für  niedere  Temperaturen  Alkohol  (Weingeist),  den  man  der 
besseren  Sichtbarkeit  halber  gefärbt  hat,  für  hohe  Temperaturen 
dagegen  häufig  die  Längenausdehnung  fester  Körper. 

Bei  der  Willkürüchkeit  der  von  uns  gewählten  Temperatur- 
skala können  wir  natürlich  nicht  erwarten,  dals  die  Volumen- 
änderung anderer  Körper  bei  konstantem  Drucke  der  Tempera- 
turänderung einfach  proportional  wird.  Wir  werden  vielmehr, 
eine  stetige  Abhängigkeit  beider  Grölsen  voneinander  voraus- 
gesetzt, nach  dem  Taylorschen  Lehrsatze 


oder  auch 


f  =  t;o  +  r(|f)^  +  |Jp)^  + 


(      ,    r  lbv\     ,      r»    /()2v\     ,  1 

schreiben  müssen,  worin  die  auf  konstanten  Druck  und  t  =  0* 
bezogenen  Werte 

auf  empirischem  Wege  zu  bestimmen  sind.  Ganz  besonders 
einfach  erweist  sich,  wie  zuerst  Gay  Lussac  gefunden  hat,  das 
Verhalten  der  früher  als  permanent  bezeichneten  Gase,  da 
bei  ihnen  die  Koeffizienten  a^,  a^  usw.  der  höheren  Potenzen 
von  T  verschwinden,  so  dafs  wir 

v  =  Vo(l  +  aT) (12) 

setzen  dürfen.  Da  der  Ausdehnungskoeffizient  «  noch  dazu  für 
alle  diese  Körper  denselben  Wert,  nämlich 

«  =  0,003665  =  2^ (13) 

besitzt,  so  erscheinen  die  Gase  nicht  allein  als  thermometrische 
Substanzen,  sondern  auch  für  die  Aufstellung  einer  absoluten 
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Temperaturskala  besonders  geeignet.  Aus  der  empirischen 
Formel  (12)  folgt  nämlich  f ür  v  =  0 

T  =  —  -  =  —2730, 
a 

d.  h.  das  Volumen  der  Gase  würde,  die  unbegrenzte 
Gültigkeit  von  (12)  vorausgesetzt,  bei  einer  Tempe- 
ratur von  —  2730  des  hundertteiligen  Quecksilber- 
thermometers auf  nichts  zusammengeschrumpft 
sein.  Wenn  nun  auch  dieser  Schlufs  keinen  physikalischen 
Sinn  mehr  besitzt,  sondern  nur  durch  mathematische  Extrapola- 
tion aus  den  Erfahrungstatsachen  gezogen  wurde,  so  unterliegt 
es  doch  bei  der  weitgehenden  Gültigkeit  der  Formel  (12)  keinem 
Zweifel,  dafs  die  Temperatur  —  273  ^  einen  ausgezeichneten  Wert 
darstellt.  Wir  wollen  sie  darum  —  unter  Vorbehalt  weiterer 
Bestätigung  —  als  den  absoluten  Nullpunkt  bezeichnen 
und  für  die  von  dort  aus  gemessenen  absoluten  Tempera- 
turen den  Buchstaben  T  einführen.  Alsdann  haben  wir  die 
Gleichimg 

^  +  ^=r       (14) 

für  die  Umrechnung  unserer  Quecksilberskala  in  die  absolute 
und  statt  der  Gleichung  (12) 

V  =  uvqT (12a) 

Beachten  wir  nun  noch  weiter ,  dafs  nach  Boyle  das 
Volumen  eines  Gases  bei  konstanter  Temperatur 
seinem  absoluten  Drucke  p  indirekt  proportional 
ist,  so  dürfen  wir,  unter  Pq  den  Atmosphärendruck  verstanden, 

auch  Vo  —  an  Stelle  Vq  in  (12  a)  schreiben,  um  diese  Formel  auf 

beliebige  Drucke  auszudehnen.  Wir  haben  somit  als  Zustands- 
gieichung des  Gases 

pv  =  upqVqT, 
oder  auch  mit 

uPqVq  =  B (15), 

der  sogenannten  Gaskonstanten,  kürzer 

pv  =  ET (16) 

Die  experimentelle  Prüfung  dieser  Formel  auf  ihre  Richtigkeit 
kann  auf  doppelte  Art  erfolgen,  nämlich  bei  konstantem  Volumen 
und  bei  konstantem   Drucke.    Schreibt   man   sie   in    der  Form 
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pv  =  PoVo{1'-\-ut)  .  .  .  .  ^.  .  (16a), 
so  erhält  man  für  konstantes  Volumen  und  zwei  Temperaturen 
Ti  und  T2  mit  den  entsprechenden  Drucken  pi  und  P2  die  Be- 
ziehung 


P2 


1  +  aTi 


oder  «  = 


P2  —  P1 


(16  b> 


l  +  «^2  Pl'^2—P2n 

Ebenso  folgt  für  konstanten  Druck  und  zwei  den  Temperaturen 
Ti  und  T2  entsprechende  Volumina  Vi  und  V2 


Vi         1  +  a  Ti                            V2  —  Vi 
—  =  :i — oder  a  = 

V2  1  +  a  T2  Vi  T2 


^2^3 


(16  c) 


Man  spricht  dann  wohl  auch  bei  der  ersten  Methode  von 
einem  Ausdehnungskoeffizienten  bei  konstantem  Volumen,  bei 
dem  zweiten  Verfahren  von  einem  solchen  bei  konstantem  Druck 
und  schreibt  dieselben  a»  bezw.  op.  Beide  Werte  müssten  natür- 
Uch,  die  Richtigkeit  von  (16)  bzw.  (16  a)  vorausgesetzt,  miteinander 
übereinstimmen.  In  der  Tat  fand  Regnaul t,  dem  man  die 
umfassendsten  Versuche  (1847 — 1870)  auf  diesem  Gebiete  verdankt, 
für  die  in  der  nachstehenden  Tabelle  zusammengestellten  Gase 
nur  so  kleine  Unterschiede,  dafs  wir  von  denselben  in  der  Folge 
ganz  absehen  dürfen.  Kennen  wir  aufser  dem  Wert  von  a  noch 
das  spezifische  Gewicht,  d.  h.  das  Gewicht  der  Vblumeinheit  (in 
Kilogramm  pro  Kubikmeter),  nämlich 


(17) 


1  1 

y  =  — ,   woraus  v  =  —     .     .     .     . 

für  einen  bestimmten  in  kg/qm  gegebenen  Druck  und  eine  vor- 
gelegte Temperatur,  z.  B.  po  und  tq  (Atmosphärendruck,  d.  i. 
10333  kg/qm,  und  0^),  so  ergibt  sich  daraus  sofort  auch  die 
Gaskonstante  jB  nach  Gl.  (15). 

Tabelle  I  (Gase). 


Gasart 

Chem. 
Formel 

Spez.  Gew. 

y 

Relatives 

Gewicht  für 

H  =  1 

Aus- 
dehnungs- 
koeffizient a 

Gas- 
konstante 
E 

Wasserstoff  .     .     . 

K 

0,0896 

1,0 

0,003661 

422,570 

Sauerstoff     .     .     . 

0 

1,4298 

15,96 

0,003674 

26,472 

Stickstoff  .... 

N 

1,2562 

14,03 

0,003668 

30,131 

Atm.  Luft     .     .     . 

— 

1,2932 

14,44 

0,003665 

29,269 

Kohlenoxyd .     .     . 

CO 

1,2509 

13,97 

0,003667 

30,257 

§  1.    Die  mechanische  Deutung  des  Temperaturbegriffs.         H 

Multipliziert  man  dieselbe  noch  mit  dem  ebenfalls  in  die 
Tabelle  aufgenommenen,  auf  das  gleiche  Volumen  Wasserstoffga& 
bezogenen  sog.  Relativgewicht  y*  des  Gases,  so  erhält  man  die  allen 
Gasen  gemeinsame  Konstante 

y'5  =  422,6    bzw.    yR  ==  37,85, 
von  der  wir  späterhin  noch  mit  Nutzen  Gebrauch  machen  werden. 

Die  von  uns  vernachlässigten,  oben  erwähnten  kleinen  Unter- 
schiede zwischen  den  auf  den  verschiedenen  Wegen  gefundenen 
Werten  (Up  und  a^  des  Ausdehnungskoeffizienten  deuten  übrigen» 
darauf  hin,  dafs  unsere  Gasgleichung  (16)  nur  eine  Näherungs- 
formel ist,  und  dafs  es  streng  genommen  keine  Körper  gibt, 
welche  ihr  durchgehends  genügen. 

§  2.    Die  mechanische  Deutung  des  Temperaturbegriffs. 

Molekularbowegungen.    Das  Virial  eines  Massensystems,  Anwendung 
auf  Gase,  das  Gasgesetz.    Die  Sätze  von  Avogadro  und  Dalton.    Mole- 
kular- und  Atomgewicht.     Lösungen  und  osmotischer  Druck. 

Um  zu  einer  mechanischen  Deutung  der  Temperatur  zu 
gelangen,  müssen  wir  dieselbe  aus  Bewegungs Vorgängen  her- 
leiten können.  Zu  diesem  Zwecke  nehmen  wir  nach  dem  Vor- 
gange von  D.  Bernoulli  an,  dafs  im  allgemeinen  ein  Körper 
nicht  nur  als  Ganzes  sich  in  fortschreitender  oder  rotierender 
Bewegung  befindet,  sondern  auch,  dafs  seine  kleinsten  selb- 
ständigen Bestandteile,  die  sog.  Moleküle  Bewegungen  selb- 
ziehen,  welche  uns  indessen  bei  der  aufserordentlichen  Klein- 
heit der  Verschiebungen  unsichtbar  bleiben.  Berühren  wir  den 
Körper,  so  äufsern  sich  diese  kleinen  Bewegungen  in  Stöfsen 
gegen  unsere  Haut,  woraus  dann  unsere  Temperatürempfindung 
resultiert. 

Die  Moleküle  können  sich  nun  mit  sehr  verschiedenen  Ge- 
schwindigkeiten bewegen;  trotzdem  entfernen  sie  sich,  da  an 
der  gesamten  Massenverteilung  des  Körpers  innerhalb  des  von 
ihm  eingenommenen  Volumens  keine  Änderung  eintritt,  nur 
sehr  wenig  von  bestimmten  Lagen,  so  dafs  die  ganze  Erschei- 
nung einer  Summe  von  kleinen  Schwingungen  analog  verläuft. 
Über  den  Zusammenhang  der  Moleküle  untereinander  bzw. 
über  die  zwischen  ihnen  wirkenden  Kräfte  brauchen  wir  zu- 
nächst  keine   Annahme   zu  machen.     Bedeuten  dann  X,  Y,  Z 
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die  Komponenten  der  auf  ein  Molekül  von  der  Masse  m  wir- 
kenden Resultante  der  äufseren  Kräfte,  so  erfährt  dasselbe,  unter 
X,  y,  z  seine  momentanen  Koordinaten  verstanden,  eine  Be- 
schleunigung, die  sich  nach  den  Grundgleichungen  der  Mecha- 
nik aus 

m^=Z,      m^^=Y,      mj^^  =  Z.     .     .      (1) 

berechnet.  Multiplizieren  wir  diese  Formeln  der  Reihe  nach 
mit  Xy  y,  Zy  und  beachten,  dals  mit  dx  =  Wx  dt,  worin  Wx  die 
x-Komponente  der  Geschwindigkeit  w  bedeutet, 


d^x  dwx        d{xwx) 

^  W  ""  ^~dr^       dt 


-^^'  =  |(^t)-"^^' 


d^x  _    1^  d^{x^) 
^  dt^   -    2  '    dt^     ~  '^^'^ ^^^ 


wird,  so  können  wir  auch  statt  (1)  schreiben 

m    d2(a;2) 


mwx'^  =  —  Xx  + 


dt^ 


oder 


mwx^dt  =  ^Xxdt-\-  Y  d  (— ^) 


Durch  Integration  von  einem  Zeitbeginn  <  =  0  bis  <  und   nach- 
trägliche Division  mit  2t  folgt  aber  daraus 

,-t^  -^'^^  =  -  2^ j  ^-^^  +  4rt[  dt  -  (  dtl  j 

Für  einen  Seh wingungs Vorgang  verschwindet  der  Klammer- 
ausdruck der  rechten  Seite,  wenn  t  mit  der  Periode  übereinstimmt ; 
bei  unregelmäfsigen,  sehr  rasch  verlaufenden  Bewegungen  da- 
gegen braucht  man  nur,  da  die  Differenz  innerhalb  der  Klammer 
zwischen  bestimmten  Grenzen  bleibt,  die  Zeit  i  genügend  grofs 
zu  wählen,  um  das  ganze  Glied  vernachlässigen  zu  können.  Als- 
dann aber  stellen  die  beiden  übrig  bleibenden  Terme  Mittelwerte 
für  das  ganze  Integrationsintervall  dar.  Verfahren  wir  ebenso 
mit  den  andern  beiden  Gleichungen  (1)  unter  Einführung  der 
Geschwindigkeitskomponenten  Wy,  Wz,  so  folgt  schlief slich  durch 
Addition  mit  Wx^  +  *^//^  +  '^^^  =  ^'^ 
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t 


(  u)'^dt  =  —  M  {xX  +  yY+zZ)dt 


m 

ü  0 


oder  wenn  wir  die  Mittelwerte  mit  eckigen  Klammem  bezeichnen 
und  über  n  Massenpunkte  summieren 

nm\w^]  1 

-^i  =  -2^[xX+yr+^2]    .     .     .       (3) 

Die  rechte  Seite  dieser  Gleichung  bezeichnet  man  nun  nach 
Clausius  (1870)  als  dasVirial  des  betrachteten  Punkt- 
systems, welches  demnach  gleich  der  mittleren 
kinetischen  Energie  desselben  ist.  Für  die  Berech- 
nung des  Virials  ist  weiterhin  zu  beachten,  dafs  die  auf  das 
Molekül  wirkenden  Kräfte  im  allgemeinen  in  zwei  Teile  zer- 
iallen,  nämlich  in  äulsere  und  innere  Kräfte.  Zu  den  äufseren 
Kräften  gehört  vor  allem  der  auf  die  Oberfläche  des  zusammen- 
hängend gedachten  Systems  wirkende  Flächendruck  p,  zu  den 
inneren  die  zwischen  den  Molekülen  wirkenden  Kräfte.  Sehen 
wir  für  ein  Gas  von  den  letzteren  zunächst  gänzlich  ab,  d.  h. 
betrachten  wir  die  Bewegung  der  Moleküle  als  unabhängig  von- 
einander, so  bleibt  nur  der  äulsere  Druck  übrig,  welcher  den 
Stöfsen  der  Moleküle  gegen  die  Wand  das  Gleichgewicht  hält. 
Auf  ein  Element  df  der  Oberfläche,  dessen  Normale  mit  der 
-X-Achse  den  Winkel  x  bildet,  wirkt  demnach  nach  innen  der 
Druck  pdf,  mithin  in  der  (negativen)  x-Richtung  die  Kom- 
ponente —  pdf  cos  y,  =  — pdydZy  so  dafs  wir  erhalten 


—  JSxX  =  \  \  pxdydx. 


Nun  hat  aber  ^  für  das  ganze  System  in  jedem  Augenblick  den- 
selben Wert  und  kann  daher  vor  das  Integralzeichen  gesetzt 
werden.     Anderseits  ist  aber  auch 

\\  X  dy  dz  =   \  \\  dxdy  dz  =  dV, 

unter  7  das  Gesamtvolumen  verstanden,  welches  G^9  umfassen 
möge.  Damit  haben  wir,  indem  wir  diese  Schlufsfolgerung  auch 
auf  die  andern  Achsenrichtungen  ausdehnen 

1  1  1  pV 
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womit  Gl.  (3)  übergeht  in 

nm[w^]         3      ,, 
-2—=  2^^' 

oder  auch,  da  mit  der  Erdbeschleunigung  g  das  Gesamtgewicht 
nmg  =  G^ff  sein  sollte 

bzw.  nach  Einführung  des  spezifischen  Volumens  V^  V:G 

P''=3i .     (oa) 

Vergleichen  wir  nun  diese  von  Krönig  zuerst,  wenn  auch 
auf  anderem  Wege  gewonnene  Formel  mit  derjenigen  des  Boyle- 
Oay-Lussacschen  Gesetzes  Gl.  (16)  des  vorigen  Paragraphen, 
so  folgt  1) 

^^=V (6) 

und  wir  erkennen,  dafs  die  absolute  Temperatur  eines 
dem  Boyle-Gay-Lussacschen  Gesetze  genügenden 
<jases  dem  mittleren  Geschwindigkeitsquadrat  der 
Gasmoleküle  proportional  ist. 


*)  Aus  der  Formel  (6)  kann  man  die  mittleren  Geschwindigkeiten 
-der  Gasmoleküle  z.  B.  für  0<^,  d.  h.  T=21S^,  leicht  berechnen,  wenn 
man  die  Gaskonstanten  aus  Tab.  I  einsetzt.    Mit  g  =  9,81  m  erhält  man 

[w]  =  Y^gT-  -B  =  89,7  Y^ 
oder  für  Wasserstoff  [w]  =  1844  m/Sek. 

>  Sauerstoff  [w]  =    461       > 

>  Stickstoff  [w]  =    492       > 

Diese  Geschwindigkeiten  sind  übrigens  nicht  mit  dem  arithmetischen 
Mittel  Wm  der  sämtlichen  Molekulargeschwindigkeiten  zu  verwechseln, 
welches  bei  n  Molekülen  sich  aus 

nwm  =  ^w 
ergeben  würde,  während  unser  Wert  durch 


n[w*]  =  2w^  bezw.  [w]  =  1/ 

•definiert  ist. 


§  2.     Die  mechanische  Deutung  des  Temperaturbegriffs.  15 

Da  nun  die  Moleküle  bei  der  hier  angenommenen  Bewegung 
miteinander  zusammenstolsen,  so  würden  Energie  Verluste  bzw. 
dauernde  Änderungen  der  Energieverteilung  eintreten,  wenn  die 
Moleküle  nicht  als  vollkommen  elastische  Körperchen 
angesehen  werden  dürfen. 

Wir  wollen  nunmehr  voraussetzen,  dals  unser  Gas  aus  zwei 
verschiedenartigen  Molekülgattungen  besteht,  also  eine  Mischung 
aus  zwei  Gasen  darstellt.  Alsdann  erhalten  wir  durch  einfache 
Wiederholung  der  obigen  Schlufsweise  für  »i  Moleküle  von  der 
Masse  Wi  und  »12  Moleküle  ^2  an  Stelle  der  Gl.  (5) 

pV^^n.'^  +  n,'^     ....    (5b), 

worin  Wi  und  W2  die  den  beiden  Molekülarten  entsprechenden 
Geschwindigkeiten  bedeuten.  Soll  nun  auch  dieses  System 
in  Übereinstimmung  mit  der  Erfahrung  seinen  Zustand  nicht 
ändern,  so  darf  von  den  Molekülen  der  einen  Art  keine  Energie 
dauernd  auf  diejenigen  der  anderen  Art  übergehen.  Dieser 
Übergang  kann  aber,  da  die  Moleküle  sich  in  willkürlicher  Weise 
durcheinander  bewegen  und  häufig  aneinander  stofsen,  nur 
vermieden  werden,  wenn  die  mittlere  kinetische  Energie  eines 
Moleküls  der  ersten  Art  gleich  derjenigen  des  damit  zusammen- 
treffenden Moleküls  der  zweiten  Art  ist.  Wir  müssen  demnach 
die  kinetische  Energie  des  einzelnen  Moleküls  und 
nicht  etwa  blofs  das  Quadrat  seiner  Geschwindig- 
keit als  Mals  für  die  Temperatur  betrachten,  welche  in 
unserem  Falle  beiden  Gasarten  gemeinsam  ist,  und  haben  für 
eine  Anzahl   von  Gasarten   im  Temperaturgleichgewicht 

3     ~     3     —  •  •  •  —     3       •    •    •     u; 

Nunmehr  erkennen  wir  auch,  dafs  beim  absoluten  Null- 
punkt die  mittlere  Molekularenergie  verschwinden 
muls,  d.  h.  dafs  die  Moleküle  selbst  sich  sämtlich  im  Ruhe- 
zustande befinden  müssen,  da  die  Gröfse  [w^]  nur  positive  Werte 
annehmen  kann.  Dann  aber  fällt  die  Möglichkeit  von  Stöfsen 
der  Moleküle,  welche  dem  Druck  der  Umgebung  das  Gleich- 
gewicht halten,  hinweg,  so  dafs  beim  absoluten  Null- 
punkt nicht,  wie  es  nach  der  Definition  der  abso- 
luten   Temperatur    aus    dem     Ausdehnungskoeffi- 


(^ 
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zienten  der  Gase  hervorzugehen  schien,  deren 
Volumen  in  nichts  zusammenzuschrumpfen  braucht, 
sondern  nur  der  Druck  verschwindet. 

Denken  wir  uns  weiter  unter  dem  Drucke  p  in  dem  Vo- 
lumen V  verschiedene  Gasarten  nacheinander  bei  gleicher 
Temperatur  eingeschlossen,  so  haben  wir  unter  ni,  n2  .  •  ,  nk  die 
Anzahl  der  Moleküle  derselben  verstanden  nach  (5) 

pV=ni      -^ —  =  W2     -g        =  ,  .  .  =  rik       ^ 

oder  mit  (7) 

Wi  =  n2  .  .  .  =  njb (8) 

d.h.  in  demselben  Volumen  sindbei  gleichem  Druck 
und  gleicher  Temperatur  immer  gleich  viel  Mole- 
küle beliebiger  Gasarten  enthalten.  Dieser  Satz  wurde 
zuerst  von  Avogadro  als  Hypothese  unabhängig  von  der  Vor- 
stellung der  ungeordneten  Bewegung  der  Gasmoleküle,  aus  der 
sich  die  sog.  kinetische  Gastheorie  entwickelt  hat,  auf- 
gestellt, und  bildet  eine  der  wichtigsten  Grundlagen  der  all- 
gemeinen Chemie. 

Enthält  der  Volumen  Fgleichzeitig  mehrere  Gasarten  im 
Temperaturgleichgewicht,  so  durchdringen  sich  dieselben  erfah- 
rungsgemäfs  so  vollständig,  dafs  jedes  Einzelgas  das  ganze  Vo- 
lumen ausfüllt.  Wir  haben  demnach,  unter  p  den  Gesamtdruck 
verstanden,  analog  (5  a) 

pV  =  ni      ^ h  »2       3 1  '  '  '  -\-nk        2 —   .       (9) 

Anderseits  besitzt  aber  auch  jedes  Einzelgas  einen  durch  die 
Temperatur  und  das  Volumen  gegebenen  Druck,  den  sog. 
Partialdruck,  der  sich  aus  den  Gleichungen 

mi[wi^]  mk[wk^] 

PiV  =  ni — '^-\  .  .  .      PkV=nk—^-- 

berechnet.  Setzt  man  diese  Werte  in  Gl.  (9)  ein,  so  folgt  die 
von  Dalton  empirisch  gefundene  Beziehung 

P=Pl+P2  + +Pk (10) 

d.  h.  der  Gesamtdruck  eines  Gasgemisches  ist  gleich 
der  Summe  der  Partialdrücke  der  einzelnen  Be- 
standteile. 
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Die  Gl.  (5)  gestattet  indessen  noch  eine  weitere  Umformung 
von  grofser  praktischer  Bedeutung  für  die  Chemie.  Setzen  wir 
nämlich  unter  Einführung  des  spezifischen  Gewichtes  y 

G        nma 

7  Y 

so  erhalten  wir  aus  (5) 

mg  _^  m[w^] 

oder  für  mehrere  Gasarten  bei  demselben  Drucke  und  derselben 
Temperatur  wegen  (7) 

!?l£==?»2£_  _m*i=  Konst.       ..      (11) 

Da  nun  mg  das  Gewicht  eines  Moleküls  angibt,  so  erkennen 
wir,  dafs  der  Quotient  dieses  Molekulargewichts  und  des 
spezifischen  Gewichts  aller  Gase  für  gleichen  Druck 
und  gleiche  Temperatur  denselben  Wert  besitzt. 
Das  spezifische  Gewicht  eines  Gases  bei  0®  und  atmosphärischen 
Druck  kann  demnach  als  Mafsstab  für  das  nicht  direkt  mefs- 
bare  Molekulargewicht  selbst  dienen,  welches  man  dann  nur 
noch  mit  einer  zweckentsprechend  gewählten  Einheit  zu  multi- 
plizieren hätte.  Als  solche  benutzt  man  das  kleinste  relative 
Gewicht,  mit  dem  der  ohnehin  als  leichtestes  Gas  bekannte 
Wasserstoff,  dessen  chemisches  Zeichen  H  ist,  mit  anderen  sog. 
Elementen  Verbindungen  eingeht.  Dies  ist  nicht  notwendiger- 
weise mit  dem  Molekulargewicht  des  Wasserstoffes  identisch, 
da  ein  Molekül  derselben  bei  der  Verbindung  erst  noch  zerfallen 
kann.  Bringt  man  z.  B.  ein  Volumen  Chlor  (Gl)  mit  den  gleichen 
Volumen  Wasserstoff  {H)  bei  0^  und  Atmosphärendruck  in  Ver- 
bindung, so  entstehen  zwei  Volumina  Chlorwasserstoff, 
während  man  bei  blofser  Vereinigung  der  Moleküle  Gl  und  H 
zu  einem  neuen  Molekül  HGl  nach  der  Avogadroschen  Regel 
Gl.  (8)  erwarten  sollte,  dafs  sich  nur  ein  Volumen  Chlorwasser- 
stoff resultiert.  Wir  müssen  daher  annehmen,  dafs  die  Moleküle 
der  beiden  Elemente  schon  je  zwei  Bestandteile,  die  sog.  Atome 
enthalten  haben,  so  dafs  die  Reaktion  nach  dem  leicht  ver- 
ständlichen Schema 

H2-\-Cl2  =  2HGl 

Lorenz,  Techn.  Wärmelehre.  2 
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verläuft.  Dieses  Atomgewicht  des  Wasserstoffes  ist  es  nun^ 
welches  wir  als  Bezugseinheit  allen  chemischen  Gewichtsangaben^ 
insbesondere  den  Molekulargewichten  beliebiger  Verbindungen 
zugrunde  legen.  Die  Berechtigung  dieses  Verfahren  wird  noch 
klarer,  wenn  wir  einige  andere  Verbindungen  kurz  betrachten. 
So  vereinigen  sich  zwei  Volumina  Wasserstoff  mit  einem  Volumea 
Sauerstoff  (0)  zu  zwei  Volumina  Wasserdampf ,  ein  Vorgang,, 
den  man  durch  die  Gleichung 

2^2-1-02  =  2^20 

darstellen  kann,  und  aus  dem  man  erkennt,  dafs  auch  da& 
Sauerstoffmolekül  aus  zwei  Atomen  besteht.  Weiterhin  ergeben 
drei  Volumina  Wasserstoff  und  ein  Volumen  Stickstoff  (N)  zwei 
Volumina  Ammoniakgas  nach  dem  Schema 

3^2  +  ^2  =  22^^8- 

Zerlegt  man  schlielsHch  zwei  Volumina  Methan  (auch  Sumpfgas 
genannt),  so  erhält  man  vier  Volumina  Wasserstoff,  während  der 
andere  Bestandteil,  der  Kohlenstoff  (C),  sich  in  fester  Form 
abscheidet,  so  dafs  wir  über  sein  Molekulargewicht  zunächst 
nichts  aussagen  können.     Die  chemische,  Bildungsformel 

02  +  452  =  20^4 

trägt  demnach,  bzw.  des  Kohlenstoffs,  vorläufig  einen  hypotheti- 
schen Charakter.  Gestützt  wird  sie  allerdings  durch  die  Tat- 
sache, dafs  die  eben  abgeschiedene  Kohlenstoffmenge  mit  zwei 
Volumina  Sauerstoff  verbrannt  ebensoviel  Volumina  eines  neuen 
Gases,  nämlich  Kohlendioxyd  (Kohlensäure)  ergibt,  nach 
der  Gleichung 

02  +  202  =  2  002. 

Methan  und  Kohlensäure  können  wir  uns  demnach  durch 
Ersatz  von  einem  Atom  Sauerstoff  durch  zwei  Atome  Wasser- 
stoff und  umgekehrt  ineinander  übergeführt  denken,  und  diese 
beiden  Mengen  als  einander  äquivalent  bezeichnen.  Jeden- 
falls  erkennt  man  aus  allen  diesen  chemischen  Formeln,  dafs  die 
Molekulargewichte  chemischer  Verbindungen  sich 
stets  aus  ganzzahligen  Vielfachen  der  Atomgewichte 
ihrer  Bestandteile,  der  sog.  Elemente,  zusammen- 
setzen, eine  Erfahrung,  welche  mit  den  Folgerungen  der 
kinetischen  Gastheorie  in  vollstem  Einklänge  steht. 
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Dieselbe   gewährt    uns   also    nicht  allein  eine  mechanische 
Deutung   des    Temperaturbegriffes,    sondern    erklärt    auch    eine 
grolse  Reihe  von  Erscheinungen,  welche  wir  sonst  als  unter  sich 
unzusammenhängende  Erfahrungstatsachen  hinnehmen  mülsten. 
In    neuerer    Zeit    ist    diese    kinetische    Auffassung    auch    auf 
Lösungen  ausgedehnt  worden    und  hat  auch  hier  zur  Klar- 
stellung der  Tatsachen  Erhebliches  geleistet.     Bringt  man  eine 
kleine  Menge  eines  in  Wasser  löslichen  Stoffes  in  dasselbe,   so 
verbreitet  diese  sich  ziemHch  rasch  durch  die  ganze  Masse,    bis 
in   jedem  Volumelemente   dieselbe   Menge   sich   befindet.     Wir 
haben  es  hier  mit  demselben  Bestreben  zu  tun,  vermöge  dessen 
die  Gase  jedes  beliebige  ihnen  gebotene  Volumen  ausfüllen  und 
welches  nur  durch  eine  den  Molekülen  eigene  Geschwindigkeit 
erklärt  werden  kann.     Auch  der  Druck,  welchen  die  Gase  gegen 
eine  feste,  ihre  Ausbreitung  hindernde  Wand  ausüben,  hat  sein 
Analogon    bei    den    Lösungen.     Füllt   man   nämlich  nach  dem 
Vorgange  von  Pfeffer  (1877)   eine  solche  in  ein  Gefäls  L  mit 
derartig  präpariertem  Boden  B  (Fig.  1),  dafs 
wohl  das  Lösungsmittel,   z.  B.  Wasser,  hin- 
durchtreten   kann,    nicht    aber    der  gelöste 
Stoff,  und  setzt  dann  das  mit  einem  Mano- 
meter M  versehene  Gefäfs  in  reines  Wasser  TT, 
so  wird  Adiß  Manometer  einen  um  so  höheren 
Druck  anzeigen,  je  konzentrierter  die  Lösung 
ist.  Dieser  Druck,   den  man  gewöhnlich  als 
osmotischenDruck  bezeichnet,  rührt  natür- 
lich wieder  von  den  Stölsen  der  im  Gefälse 
eingeschlossenen  Moleküle  des  gelösten  Stoffes 
her,  während  die  Stöfse  der  Wassermoleküle  sich  zu  beiden  Seiten 
der  Wand  aufheben.     Weitere  Messungen  der  dünnen  Lösungen 
haben  dann  gezeigt,  dafs  mit  einer  Temperatursteigerung  auch  eine 
osmotische  Druckzunahme  erfolgt,  und  zwar  in  genau  demselben 
Verhältnis  wie  bei  Gasen  bei  konstanten  Volumen.    Daraus  ist  zu 
schliefsen,    dafs  sich   der  gelöste  Stoff  in  einer  grofsen  Menge 
des  Lösungsmittels  genau  so  verhält  wie  ein  Gas  und  auch  dem 
Boyle-Gay-Lussacschen    Gesetz  genügt.    Es   ist  dies  besonders 
wichtig  für  das  Studium  solcher  Körper,  welche  bei  gewöhnlicher 
Temperatur  und  Atmosphärendruck  sich  nicht  in  Gasform  darstellen 
lassen,    dafür    aber   in  irgend   welcher  Flüssigkeit  löslich  sind. 


-k^ 
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Das  Molekulargewicht  derselben  bestimmt  sich  als- 
dann ebenso  wie  dasjenige  von  Gasen  als  das  Ver- 
hältnis des  Volnmengewichtes  zu  dem  Gewichte 
des  halben  Wasserstollvolumens,  welches  wir  als  Atom- 
gewicht des  Wasserstoffes  nach  den  obigen  Auslührungen  be- 
zeichnen durften  und  gleich  Eins  gesetzt  haben.  Es  ist  dies 
nichts  anderes  als  der  doppelte  Wert  des  am  Schlüsse  des 
vorigen  Paragraphen  eingeführten  Relativgewichtes  / ,  so  dals  wir 
unter  fi  das  gesuchte  Molekulargewicht  und  Bo  =  422,6  die  Gas- 
konstante des  Wasserstoffs  verstanden,  für  ein  beUebiges  Gas 
bzw.  einen  in  Lösung  gehenden  Stoff  auch  schreiben  dürfen. 

womit  die  Gasgleichung  selbst  in  die  zur  Berechnung  des  Mole- 
kulargewichts bequeme  Form 

pv  =  —^T (12) 

übergeht.  Handelt  es  sich  um  Gasmischungen,  so  erhält 
man  aus  dieser  Formel  naturgemäfs  nur  ein  scheinbares 
Molekulargewicht,  ebenso  aus  (5a)  bzw.  (6)  eine  schein- 
bare mittlere  Molekulargeschwindigkeit.  Sind  z.  B.  im  Volumen  V 
die  Gewichtsmengen  Gi  G^  •  -  Gk  verschiedener  Gasarten  mit 
den  Gaskonstanten  i^i  JK^  •  •  Ru  bzw.  den  Molekulargewichten  fii  (.i^^ 
•  •  fik  vermischt,  so  erhält  man  zunächst  die  Partialdrucke  der- 
selben aus 

j?i  F  =  öl  1^1  T,    p^Y^G^B^Ty  '  '  '  pkV  =  Gk  Bk  T, 

woraus  sich  durch  Summierung  mit  Rücksicht  auf  das  Daltonsche 
Gesetz  Gl.  (10)  ergibt 

py={G^B^^G2B2  +  ''^GkBk)T  .    .     .     (13) 

Aulserdem  aber  ist  das  Gesamtgewicht 

ö  =  Gj  +  Ö2H h^*      •    .     .     .     •     (14) 

Bedeutet  nun  B  die  resultierende  Gaskonstante  des  Gemisches^ 
so  ist 

p y  = GBT 


oder 


G^B^  +  G^B^  +  '+Gk  Bk 

^  =       Gi  +  G,  +  ..  +  Gr  -     •  •  •  ^^^^> 
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Da  von  den  in  diesen  Gleichungen  eintretenden  Gröfsen  nur 
i?,  7,  T  und  G  der  unmittelbaren  Beobachtung  am  fertigen 
Gemisch  zugänglich  sind,  so  erkennt  man,  dafs  aus  den  Eigen- 
schaften derselben  sich  die  Zusammensetzung  bei  bekannten 
Gaskonstanten  nur  berechnen  läfst,  wenn  nicht  mehr  als  zwei 
Bestandteile  vorliegen.  Umgekehrt  bietet  es  natürlich  keine 
Schwierigkeiten,  bei  bekannter  Zusammensetzung  und  Kenntnis 
der  einzelnen  R  die  Gaskonstante  des  Gemisches  aus  (13a)  fest- 
zustellen. 

Als  Beispiel  wollen  wir  die  atmosphärische  Luft  be- 
trachten, deren  Bestandteile  Sauerstoff  und  Stickstoff  sind.  Auf 
die  in  neuerer  Zeit  in  sehr  geringen  Mengen  noch  nachgewiesenen 
Anteile  von  Argon,  Helium  und  anderer  sog.  Edelgase  wollen 
wir  hierbei  keine  weitere  Rücksicht  nehmen.  Entnehmen  wir 
dann  die  Gaskonstanten  der  Luft,  des  Sauerstoffes  und  des 
Stickstoffes  unserer  Tabelle  I,  setzen  also  in  Gl.  (13a) 
-Bi  =  26,472,  B2  =  30,131,  R  =  29,269, 
so  geht  diese  unter  Voraussetzung  einer  Gesamtmenge  von 
<r  =  1  kg  des  Gemisches  über  in 

26,472  •  Gl  +  30,131  G^  =  29,269, 
wozu  noch  (14),  d.  h. 

Gl  +  G2  =  1 
tritt.    Daraus  folgt  aber 

Öl  =  0,231  kg,  G2  =  0,769  kg, 
d.  h.  das  Gemisch  besteht  aus  23,1  o/^  Sauerstoff  und  76,9  0/0 
Stickstoff.  Die  Zusammensetzung  der  Atmosphärenluft  schwankt 
nun,  sowohl  von  Ort  zu  Ort  auf  der  Erdoberfläche,  wie  auch 
in  vertikaler  Richtung  erfahrungsgemäfs  so  wenig,  dals  wir  mit 
diesen  Ergebnissen  überall  rechnen  dürfen,  eine  für  technische 
Zwecke  sehr  wichtige  Tatsache. 

§  3.     Die  Wärme. 

Der  Begriff  der  Wärme,  spezifische  Wärme.  Wärmeeinheiten.  Wärme- 
messung oder  Kalorimetrie.  Kalorimeter  und  Wasserwert  derselben. 
Die  Bewegung  der  Wärme:  Leitung,  Strahlung  und  Konvektion 
(Mischung).  Richmannsche  Mischungsregel .  Entstehung  von  Wärme : 
Verbindungswärme,  latente  und  fühlbare  Wärme. 

Mit   dem   schon   in    §  1   festgestellten  Temperaturausgleich 
zwischen  zwei  miteinander  in  Berührung  gebrachten  Körpern  von 
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anfänglich  verschiedener  Temperatur  ist  die  Wechselwirkung 
derselben  aufeinander  indessen  noch  nicht  erschöpft.  Um  dies 
zu  erkennen,  bringen  wir  ein  Metallstück  von  Q  kg  Gewicht, 
welches  auf  0^  vorher  abgekühlt  war,  in  eine  gleich  schwere 
Wassermenge  von  r^  und  warten  den  Temperaturausgleich  ab. 
Die  alsdann  beobachtete  Ausgleichstemperatur  r'o  wird  nun 
durchaus  nicht,  wie  man  vielleicht  erwarten  könnte,  in  der  Mitte 
zwischen  0®  und-rO,  sondern  erheblich  näher  an  der  ursprüng- 
lichen Wassertemperatur  liegen,  so  dafs  diese  um  viel  weniger 
gefallen,  als  die  Metalltemperatur  gestiegen  ist.  Nehmen  wir 
nun  an,  dafs  bei  einer  derartigen  Wechselwirkung  irgendeine 
Gröfse  sich  derart  ändert,  dafs  der  eine  Körper  ebensoviel  davon 
verliert,  als  der  andere  aufnimmt,  so  kann  diese  Gröfse  nach 
der  vorstehenden  Erfahrungstatsache  nicht  mit  der  Temperatur 
identisch  sein.  Wir  sind  daher  gezwungen,  für  dieselbe  einen 
neuen  Begriff,  die  sog.  Wärme,  einzuführen. 

Wie  diese  von  einem  zum  andern  Körper  bewegliche  Wärme, 
über  deren  Wesen  wir  vor  der  Hand  keine  Voraussetzungen 
machen  wollen,  mit  den  Temperaturänderungen  beider  Körper 
ungefähr  zusammenhängt,  ergibt  die  Wiederholung  des  obigen 
Versuches  mit  verschiedenen  anfänglichen  Temperaturen  des 
Wassers  und  des  eingetauchten  Metalls.  Bezeichnen  wir  die 
Temperatursteigerung  des  Metallstückes  mit  J  r,  die  Temperatur- 
abnahme des  Wassers  mit  Jtq^  so  zeigt  sich,  dafs  diese  beiden 
Werte  unabhängig  von  den  gewählten  Anfangstemperaturen  ein- 
ander proportional  bleiben,  so  dafs  wir  mit  zwei  Konstanten  c 
und  Co  auch  schreiben  dürfen 

Benutzen  wir  weiterhin  verschiedene  Gewichtsmengen  G  des 
Metalls  und  Gq  des  Wassers,  so  finden  wir  empirisch,  dafs  der 
Temperaturausgleich  sich  nach  .der  Regel 

•  GcJt  =  GqCoJtq (1) 

vollzieht.  Von  den  in  dieser  Gleichung  vorkommenden  Gröfsen 
sind  Gy  J  r,  Gq,  J  Tq  direkt  mefsbar,  während  das  Verhältnis  der 
Konstanten  c  :  Cq  sich  daraus  bestimmt  bzw.  eine  derselben 
willkürlich  angenommen  werden  kann.  Benutzen  wir  schliefslich 
ein  anderes  Metall,  und  zwar  von  G^  kg  Gewicht,  so  beobachten 
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ynx  andere  Temperaturänderungen  Jti  und  Jtq\  welche  indessen 
mit  einer  neuen  Konstanten  q  wiederum  in  die  Beziehung 

GiCiJti  =  GqCqJtq 

gebracht  werden  können.  Die  durch  diefee  Produkte  dargestellte 
Oröfse  ist  es  nun,  welche  wir  als  Wärme  bezeichnen,  während 
das  im  allgemeinen  für  jeden  Körper  verschiedene  Verhältnis 
"C :  Co,  worin  Cq  eine  dem  Wasser  zugeordnete  willkürlich  gleich  1 
gesetzte  Konstante  darstellt,  die  spezifische  Wärme  des 
Körpers  heifst.  Bedeutet  demnach  c  z.  B.  die  spezifische  Wärme 
•des  Quecksilbers  vom  Gewichte  Q  in  einem  Thermometer,  so  hat 
-dasselbe  bei  seiner  Erwärmung  von  vi  auf  T2  Grad,  welche  direkt 
durch  die  Volumzunahme  gemessen  werden  kann,  die  Wärme- 
menge 

Q=  Gc  {r^^T{) (2) 

-aufgenommen.  Als  Einheit  der  Wärmemenge  bezeich- 
net man  nach  dieser  Definition  die  zur  Erwärmung 
der  Gewichtseinheit  Wasser,  für  welches  wir  ja  schon 
•c  =  1  setzten,  um  1  Grad  nötige  Wärme  und  nennt  dieselbe 
wohl  auch  eine  Kalorie.  Da  man  nun  in  der  Physik  als 
Gewichtseinheit  das  Gramm,  in  der  Technik  dagegen  das  Kilo- 
;gramm  benutzt,  so  spricht  man  wohl  auch  von  kleinen  oder 
Gr ammkalorien,im  Gegensatze  zu  grolsen  oder  Kilogramm- 
kalorien.  Für  die  letzteren  hat  sich  allerdings  in  letzter 
Zeit  die  Benennung  Wärmeeinheit  {WE)  eingebürgert,  von 
der  wir  in  der  Folge  ausschliefslich  Gebrauch  machen  wollen. 
Später  werden  wir  noch  erkennen,  dals  es  nicht  ganz  gleichgültig 
ist,  von  welcher  Ausgangstemperatur  die  Erwärmung  des  als 
Vergleichskörper  benutzten  Wassers  um  1®  vor  sich  geht,  oder 
mit  andern  Worten,  dafs  die  spezifische  Wärme  des  Wassers  von 
seiner  Temperatur  selbst,  wenn  auch  nur  in  geringem  Ma&, 
abhängig  ist.  Deshalb  hat  man  sich  vor  allem  aus  praktischen 
Erwägungen  dahin  geeinigt,  als  ndrmale  Wärnaeeinheit 
diejenige  Wärmemenge  zu  benutzen,  welche  zur  Temperatur- 
erhöhung reinen  Wassers  von  +  14,50  auf  -j-  15,50  bei 
atmosphärischem  Drucke  nötig  ist. 

Ändert  sich  die  Temperatur  eines  Körpers,  die  wir  natur- 
gemäfs  immer  allen  Teilen  desselben  gemeinsam  annehmen 
müssen,  nur  unendlich  wenig,  so  entspricht  dem  auch  nur  eine 


24       Kap.  I.  Das  Energieprinzip  a.  d.  stat.  Verhalten  vollkomm.  Gase. 


unendlich  kleine  Wännemenge,  so  dals  wir,  da  das  Körpergewicht 
hierbei  konstant  bleibt,  auch  statt  (2) 

.  V^-'  ■ <3) 

schreiben  und  den  auf  die  Gewichtseinheit  des  Körpers 
bezogenen  Differentialquotienten  der  Wärme  nach 
der  Temperatur  als  spezifische  Wärme  bezeichnen 
dürfen. 

Mit  den  vorstehenden  einfachen  Formeln  sind  zugleich  die 
Grundlagen  der  Lehre  von  der  Wärmemessung,  der  sog. 
Kalorimetrie  gegeben,  welche  stets,  sei  es  direkt  oder  indirekt, 
auf  die  Temperaturänderung  einer  bestimmten  Wassermenge 
durch  Zufuhr  oder  Entziehung  der  zu  messenden  Wärmemenge 
hinausläuft.  Kennt  man  dann  die  Temperaturänderung  und  das 
Gewicht  desjenigen  Körpers,  welchem  die  so  gemessene  Wärme 
entzogen  oder  zugeführt  wird,  so  ergibt  sich  aus  Gl.  (2)  sofort 
die  spezifische  Wärme  des  Körpers,  deren  Bestimmung  in  der 
Tat  eine  der  Hauptaufgaben  der  Kalorimetrie  bildet.  Erhält 
man  nun  für  die  spezifische  Wärme  bei  verschiedenen  Temperatur- 
intervallen andere  Werte,  so  ist  sie  mit  der  Temperatur  selbst 
veränderlich  und  die  verschiedenen  Messungsresultate  stellen 
lediglich  Mittelwerte  der  spezifischen  Wärme,  sog.  mittlere 
spezifische  Wärmen  Cm  dar,  deren  jeder  ein  bestimmtes 
Temperaturintervall  t2  —  t^  zugeordnet  ist.  Ist  das  Temperatur- 
interyall  nur  klein,   so  kann  man  in  erster  Annäherung  den  so 


Fig.  2. 


festgestellten    Wert   Cm   der   Mitteltemperatur     ^"T—  zuordnen. 

Vereinigt  man  dann,  was  sich  bei  derartigen  Versuchen  immer 
empfiehlt,  in  Fig.  2  die  so  gefundenen  Cm  als  Ordinaten  mit  den 
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zugehörigen  r^  als  Abszissen,  so  bilden  die  Endpunkte  der  Cm 
eine  Kurve,  deren  mittlere  Höhen  in  den  Messungsintervallen 
wieder  mit  Cm  übereinstimmen  müssten.  Hierin  liegt  zugleich 
eine  Kontrolle  dieses  Näherungsverfahrens. 

Eine  andere  Methode  der  Bestimmung  der  spezifischen 
Wärme  bei  verschiedenen  Temperaturen  beruht  in  der  Ermittlung 
der  Wärmemengen  öi  >  Q2  •  •  ö* »  welche  zur  Temperaturerhöhung 
des  üntersuchungskörpers  von  einer  Anfangstemperatur  x^  bis 
auf  Ti ,  r2 . . .  Tjfc  zuzuführen  sind.  Auch  hier  ergeben  die  zu- 
sammengehörigen Werte  ein  Diagramm,  Fig.  3,  aus  dem  man 
durch  die  Tangenten winkel  a  mit  der  r- Achse  direkt  die  spezi- 
fische Wärme  nach  (3)  erhält. 

Die  Bestimmung  der  Wärmemenge  Q  kann  nun  ebenfalls 
auf  verschiedene  Weise  erfolgen,  je  nachdem  der  Körper,  an 
dem  die  Messung  erfolgen  soll,  in  begrenzter  Menge  vorliegt 
oder  aber  sich  in  stationärer  Bewegung  befindet.  Im  ersteren 
Fall  besteht  das  zur  Messung  dienende  Kalorimeter  in  seiner 
Grundform  aus  einem  mit  Wasser  gefüllten  Metallgefäfs,  in 
welches  man  den  Körper,  wenn  er  fest  und  in  Wasser  unlös- 
lich ist,  unmittelbar  eintaucht.  An  der  Temperaturänderung 
des  Wassers  nimmt  naturgemäfs  auch  das  Kalorimetergefäfs, 
wenn  auch  vielleicht  nicht  in  vollem  Umfange  teil;  aufserdem 
darf  nicht  übersehen  werden,  dafs  bei  höheren  oder  niederen 
Wassertemperaturen  gegenüber  der  umgebenden  Luft  auch  an 
diese  Wärme  abgegeben  bzw.  von  derselben  durch  das  Kalori- 
meter aufgenommen  wird,  da  die  Herstellung  einer  vollkommen 
wärmeundurchlässigen  (adiathermanen)  Wandung, 
welche  man  für  theoretische  Überlegungen  gelegentlich  voraus- 
setzt, sich  praktisch  undurchführbar  erwiesen  hat.  Den  Einflufs 
der  Umgebung  kann  man  nun  dadurch  auf  ein  sehr  geringes 
Mafs  zurückführen,  dafs  man  die  mittlere  Wassertemperatur  im 
Kalorimeter  so  nahe  wie  möglich  der  Lufttemperatur  in  der 
Umgebung  angleicht  bzw.  es  so  einrichtet,  dafs  die  Temperatur- 
änderung des  Wassers  zur  Hälfte  über,  zur  andern  Hälfte  unter 
der  Lufttemperatur  liegt.  Schwieriger  scheint  die  EUminierung 
des  Einflusses  des  Kalorimetergefälses  zu  sein.  Man  hilft 
sich  indessen  hier  mit  der  Einbringung  eines  Körpers  von 
genau  bekannter  spezifischer  Wärme ,  z.  B.  einer  gewissen 
Wassermenge,  und  erhält  nach  dem   Temperaturaxisgleich  eine 


26       Kap.  I.  Das  Energieprinzip  u.  d.  stat.  Verhalten  vollkomm.  Gase. 


Temperaturänderung  Jtq  im  Kalorimeter,  welches  schon  mit 
der  normalen  Wassermenge  von  der  dem  Hauptversuch  ent- 
sprechenden Temperatur  gefüllt  ist.  Bedeutet  nun  Qq  ^^^  durch 
Einbringen  des  erwähnten  Körpers  zugeführte  Wärme,  so 
setzt  man 

Qo^WJt^ (4) 

und  nennt  die  neue  Konstante  W  den  Wasserwert  des 
Kalorimeters,  der  dann  auch  bei  weiterer  Verwendung  des 
Apparates  mit  der  Temperaturänderung  multipliziert  die  zu 
messenden  Wärmemengen  ergibt.  Auch  bei  diesem  Zusatz- 
versuch ist  auf  die  Übereinstimmung  der  mittleren  Wasser- 
temperatur im  Kalorimeter  mit  der  Mitteltemperatur  der  Um* 
gebung  zu  achten,  um  den  Einflufs  derselben  zu  eliminieren. 
Der  hier  eingeführte  Wasserwert  ist  natürlich  nichts  anderes  als 
das  Produkt  aus  dem  Gewicht  G  des  gefüllten  Kalorimeters  mit 
der  spezifischen  Wärme  c  dessselben  als  Ganzes  genommen. 

Wesentlich  einfacher  gestaltet  sich  die  Messung  der  Wärme- 
abgabe oder  Aufnahme  stationär  bewegter  Flüssigkeiten, 
wie  sie  in  der  Technik  häufig  vorkommt.  Es  handelt  sich  dabei 
meist  um  Wasser-  oder  Salzlösungen,  deren  Temperaturen  nur 
von  Ort  zu  Ort  variieren,  an  jeder  Stelle  dagegen  nur  sehr 
geringen  zeitlichen  Schwankungen  unterworfen  sind.  Da  auch 
die  Gefäfstemperaturen  infolgedessen  nahezu  konstant  bleiben, 
so  braucht  deren  Wasserwert  nur  ganz  ausnahmsweise  in  Be- 
tracht gezogen  zu  werden,  während  der  Einflufs  der  Umgebung 

gewöhnlich  durch  einen  Zu- 
satzversuch nach  ausgeschal- 
teter Wärmezu-  oder  -abfuhr 
bei  der  dem  Hauptversuch 
entsprechenden  Mitteltempe- 
ratur der  zirkulierenden  Flüs- 
sigkeit bestimmt  wird.  In 
Fig.  4  ist  ein  Kalorimeter 
dieser  Art  schematisch  dar- 
gestellt ;  es  besteht  im  wesent- 
lichen aus  zwei  ineinander 
gesteckten  Rohren.  Das  Innere  wird  von  der  Flüssigkeit 
durchströmt,  deren  Wärmeabgabe  man  zwischen  den  Tempera- 
turen Ti  und  Ta  messen  will,  während   die  Temperatur  des   im 


Flg.  4. 
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äufseren  Rohre  zirkulierenden  Wassers  von  ^i  in  ^2  übergeht. 
Bewegen  sieh  beide  Flüssigkeiten  in  gleichem  Sinne,  so  spricht 
man  von  einem  Parallelstrom  und  nennt  die  Vorrichtung 
«inen  Parallelstromapparat,  bei  entgegengesetztem  Sinne 
dagegen  von  einem  Gegenstrom  und  einem  Gegenstrom- 
ap parat,  während  die  Wandung  des  inneren  Rohres,  welche 
den  Wärmeübergang  vermittelt,  als  Heizfläche  bezeichnet  wird. 

Fassen  wir  nun  die  bisher  gewonnenen  Erfahrungen  über 
die  Wärme  zusammen,  so  erkennen  wir,  dafs  der  schon  im 
ersten  Paragraphen  besprochene  Temperaturausgleich  mit  einer 
Verteilung  der  Wärme  auf  mehrere  miteinander  in  Berührung 
fitehende  Körper  identisch  ist,  oder  dafs  die  Wärme  das  Be- 
streben zeigt,  von  einem  höher  temperierten  Körper  so  lange 
nach  einem  solchen  von  niederer  Temperatur  sich  zu  bewegen, 
als  zwischen  beiden  noch  eine  Temperaturdifferenz  besteht.  Den 
ganzen  Vorgang,  der  sich  auch  zwischen  verschieden  tempe- 
rierten Teilen  ein-  und  desselben  Körpers  abspielt,  bezeichnen 
wir  als  Wärmeleitung,  den  ihr  zugrunde  hegenden  Tem- 
peraturunterschied als  das  Temperaturgefälle. 

Trennen  wir  nun  einen  wärmeren  Körper  durch  ein  Vakuum 
von  einem  anderen  niederer  temperierten,  so  beobachten  wir 
doch  an  dem  ersteren  eine  Temperaturabnahme,  am  zweiten 
dagegen  eine  Temperatursteigerung  solange,  bis  der  Ausgleich 
eingetreten  ist,  so  dafs  zweifellos  auch  durch  das  Vakuum  ein 
Wärmeübergang  stattgefunden  hat.  Wir  nennen  diese  scheinbar 
unvermittelte  Abwanderung  der  Wärme  von  einem  höher  tempe- 
rierten Körper  zu  einem  von  niederer  Temperatur  Wärme- 
strahlung. 

Mischen  wir  z.  B.  zwei  Flüssigkeiten  von  anfänglich  ver- 
schiedener Temperatur  miteinander,  so  tritt  zu  der  Wärme- 
leitung an  den  Berührungsstellen  noch  eine  Bewegung  der 
wärmeführenden  bezw.  aufnehmenden  Flüssigkeitsteile  hinzu, 
welche  den  Temperaturausgleich  erfahrungsgemäfs  beschleunigt. 
Dieser  an  die  Bewegung  von  Körpern  gebundene  Transport  von 
Wärme  spielt  in  der  Natur  und  Technik  ebenfalls  eine  grofse 
Rolle  und  wird  als  Konvektion  bezeichnet. 

Für  das  Endergebnis  des  Temperaturausgleiches  sind  diese 
Bewegungsformen  der  Wärme  ganz  gleichgültig.  Man  gelangt 
zu  demselben  am  bequemsten  durch  die  Überlegung,    dafs  alle 
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miteinander  in  Austausch  tretenden  Körper,  auf  eine  und  die- 
selbe Temperatur  gebracht,  keinen  Anlafs  zu  Temperaturände- 
rungen bzw.  Wärmeübergängen  zeigen.  Nennen  wir  diese  Tempe- 
ratur To,  so  ist,  um  einen  Körper  vom  Gewichte  Gi  und  der 
spezifischen  Wärme  Ci  auf  ti  zu  erwärmen,  eine  Wärmemenge 
Qi  =  Gl  Ci  (ji  —  tq)  nötig.  Ebenso  erhält  man  für  die  Er- 
wärmung eines  Körpers  G2  mit  der  spezifischen  Wärme  Cj  auf 
Ta  ^  die  Wärme  Q2  =  G2  C2  (j2  —  tq)  und  schliefslich  für  den 
Ä-ten  Körper  Qk  =  Gk  Ck  (r*  —  tq).  Das  Ergebnis  des  Tencipe- 
raturausgleiches  erhält  man  aber  auch,  wenn  man  alle  Körper 
gleichzeitig  von  tq^  auf  die  Ausgleichstemperatur  r  bringt,  wozu 
die  Wärme 

Ö  =  (^1  Ci  +  ^2  ^2  H h  (^kCk)  (r-To) 

zuzuführen  ist.  Da  nun  während  des  Ausgleiches  der  Körper 
untereinander  keine  Wärme  von  aulsen  eingedrungen  bzw.  nach 
dort  abgegeben  worden  ist,  so  muls 

«  =  «1  +  «2  +  •  •  •  +  «* 

sein,  woraus  unter  Wegfall  der  Glieder  mit  der  angenommenen 
Anfangstemperatur  Tq  die  sogenannte  Mischungsgleichung 

(G1C1  +  Ö2C2  H h  GkCl)  T  =  (GiCi  Ti-\-G2C2T2-\ h  GkCkTk)      (5) 

folgt,  welche  auch  kürzer  in  der  Form 

r2Gc^:^GcT (5a) 

geschrieben  werden  kann  und  nach  ihrem  Entdecker  Richmann 
(1750)  die  Richmann  sehe  Regel  heifst.  Sie  fällt  besonders 
auf  durch  ihre  Analogie  mit  dem  Schwerpunktsatze  der  Mechanik, 
in  den  sie  übergeht,  wenn  man  die  Wasserwerte  Gc  durch  die 
Massen  und  die  Temperaturen  r  durch  die  Abstände  von  irgend 
einer  Ebene  vertauscht.  Den  statischen  Momenten  entsprechen 
hiernach  die  Wärmemengen,  welche  die  einzelnen  Körper  mehr 
enthalten  als  bei  der  Temperatur  von  0°.  Dieselben  sind  in- 
dessen nicht  etwa  mit  dem  gesamten  Wärmeinhalt  der 
einzelnen  Körper  zu  verwechseln,  den  wir  schon  wegen  der 
Unmöglichkeit  der  Ausdehnung  unserer  Beobachtungen  bis  zum 
absoluten  Nullpunkt  und  der  darin  liegenden  Unsicherheit  über 
das  Verhalten  der  spezifischen  Wärme  in  dessen  Nähe  gar  nicht 
feststellen  können. 

Dafs  für  den  Wärmeinhalt  eines  Körpers  seine  augenblickliche 
Temperatur  im   allgemeinen  wenigstens  nicht  allein  mafsgebend 
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ist,  ergibt  sich  sofort,  wenn  wir  die  scheinbare  Entstehung 
der  Wärme  ins  Auge  fassen,  deren  Übertragung  bzw.  Be- 
wegung von  einer  Stelle  zur  andern  wir  bisher  nur  betrachtet 
haben.  Zu  diesem  Zwecke  denken  wir  uns  in  einem  starkwandi- 
gen  wärmedichten  Gefäfse  z.  B.  ein  Gemisch  aus  zwei  Volumen- 
teilen Wasserstoff  und  einem  Volumen  Sauerstoff  (sog.  Knallgas) 
von  gleichem  Druck  und  derselben  Temperatur,  etwa  Atmo- 
sphärendruck und  100  ö,  eingeschlossen,  und  bringen  dasselbe  zur 
Entzündung,  wobei,  wie  wir  schon  im  vorigen  Paragraphen  gesehen 
haben,  Wasserdampf  entsteht.  Da  derselbe  nun  nach  der  Ver- 
brennung eine  sehr  hohe  Temperatur  besitzt,  ohne  daTs  von  aufeen 
Wärme  zugeleitet  wurde,  so  muXste  die  durch  die  Temperatur- 
zunahme angezeigte  Wärme  schon  vorher  in  den  Bestandteilen  der 
Verbindung  enthalten  sein,  so  dafs  sie  durch  den  chemischen 
Vorgang  blols  befreit  zu  werden  brauchte.  Kühlen  wir  darauf  den 
entstandenen  Wasserdampf  durch  Entziehung  dieser  sog.  Ver- 
brennungs-  oder  Verbindungswärme  wieder  auf  die 
Anfangstemperatur  ab,  so  haben  wir  seinen  Wärmeinhalt  offen- 
bar vermindert  und  erkennen  mithin,  dals  der  Wärme- 
inhalt des  Wasserdampfes  erheblich  kleiner  ist  als 
derjenige  seiner  beiden  Bestandteile  bei  gleichem 
Druck  und  gleicher  Temperatur,  ein  Satz,  der  für  alle 
chemischen  Verbindungen,  welche  unter  Wärmeentwicklung  vor 
sich  gehen,  gelten  mufs. 

Wir  gehen  nun  noch  einen  Schritt  weiter  und  leiten  den 
soeben  gebildeten  und  wieder  auf  100  ^  abgekühlten  Wasser- 
dampf, dessen  Menge  gerade  1  kg  betragen  möge,  in  ein 
mit  Wasser  von  0*^  gefülltes  Gefäfs.  Dabei  beobachten  wir, 
dals  sich  die  darin  befindliche  Wassermenge  um  1  kg  vermehrt, 
d.  h.  dafs  der  Wasserdampf  sich  verflüssigt  und  mit  dem  vor- 
handenen Wasser  vermischt  hat.  Ausserdem  aber  zeigt  sich, 
dafs  die  ursprüngliche  Wassertemperatur  beträchtlich  gestiegen 
ist,  d.  h.  dafs  durch  die  Verflüssigung  (Kondensation) 
des  Dampfes  wiederum  Wärme  entstanden  bzw.  frei  geworden 
ist,  die  wir  als  Verflüssigungs-  oder  Kondensationswärme 
bezeichnen  dürfen.  Wir  können  es  nun  durch  geeignete  Wahl 
der  vorhandenen  Wassermenge  (ca.  6  kg)  so  einrichten,  dals 
die  zuletzt  vorhandene  Gesamtmasse  dieselbe  Temperatur  von 
100  0  besitzt,  welche  vor  der  Verflüssigung  der  Wasserdampf  und 
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vor  dessen  Bildung  der  Wasserstoff  und  Sauerstoff  hatten. 
Daraus  folgt  aber,  dafs  das  flüssige  Wasser  wiederum 
einen  geringeren  Wärmeinhalt  besitzt  alsderDampf 
bei  gleichem  Druck  und  derselben  Temperatur,  ein 
Satz,  der  ebenfalls  für  alle  Flüssigkeiten  gelten  mufs. 

Zwischen  den  beiden  hier  geschilderten  Vorgängen  besteht 
indessen  ein  fundamentaler  Unterschied.  Im  ersten  Falle  der 
chemischen  Verbindung  entstand  nämlich  aus  zwei  unabhängig 
voneinander  bestehenden  Körpern  ein  neuer  mit  ganz  anderen 
physikalischen  Eigenschaften,  die  vor  allem  in  der  Zustands- 
gieichung, d.  i.  dem  Zusammenhang  zwischen  Druck,  Volumen 
und  Temperatur  zum  Ausdrucke  gelangen.  Im  zweiten  Falle 
dagegen  haben  wir  nur  eine  Zustandsänderung  ein  und  desselben 
Körpers,  des  Wassers,  vor  uns,  welches  aus  der  Dampfform  in 
die  flüssige  überging.  Solche  Änderungen  bezeichnen  wir  als 
solche  des  Aggregatzustandes,  im  Gegensatze  zu  Ände- 
rungenin  der  chemischen  Konstitution.  Die  Moleküle  eines  und 
desselben  Körpers  in  verschiedenen  Aggregatzuständen  haben 
nämlich  durchgehends  dieselbe  relative  Zusammensetzung  und 
sind  nur  in  verschiedener  Weise  durch  Kräfte  aneinander  ge- 
kettet. Dafs  solche  Kräfte  in  der  Tat  vorhanden  sind,  läfst  sich 
aus  den  Erscheinungen  der  Oberflächenspannung  von  Flüssig- 
keiten (den  Kapillarerscheinungen)  mit  voller  Strenge  ableiten. 
Im  gas-  oder  dampfförmigen  Zustande  ist  der  gegenseitige 
Einflufs  der  Moleküle  so  gering,  dafs  wir  im  letzten  Paragraphen 
davon  angenähert  ganz  absehen  konnten,  im  flüssigen  sind  da- 
gegen die  zwischen  ihnen  wirkenden  Kräfte  infolge  der  grofsen 
Nähe  der  Moleküle  aneinander  schon  so  grofs,  dafs  eine  Trennung^ 
eines  derselben  von  der  Gesamtmasse  in  der  Regel  nicht  mehr  ein- 
tritt, wenn  auch  noch  eine  weitgehende  BewegHchkeit  aneinander 
vorhanden  ist,  so  dafs  den  Flüssigkeiten  'auch  ohne  allseitige 
Begrenzung  ein  bestimmtes  Volumen  zukommt.  In  festen  Körpern 
schHefslich  müssen  wir  uns  die  Moleküle  an  ganz  bestimmten 
Lagen  derart  geknüpft  denken,  dafs  sie  um  dieselben  nur  eng 
begrenzte  Schwingungen,  welche  das  Temperaturgefühl  bei  der 
Berührung  hervorrufen,  vollziehen  können.  Beim  Übergang 
aus  dem  flüssigen  in  den  festen  Zustand  beobachten  wir  dem- 
nach wiederum  ein  Freiwerden  von  Wärme,  die  sog.  Er- 
starrungswärme, welche  allerdings  immer  erheblich  geringer 
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ausfällt  als  die  Verdampfungswärme  unter  sonst  gleichen  Um- 
ständen. Wir  erklären  uns  das  Auftreten  derartiger,  vorher  ver- 
borgener oder  latenter  Wärmen  (so  genannt  im  Gegensatz 
zu  der  durch  Temperaturänderung  fühlbar enWärme)  durch 
die  von  den  Molekularkräften  bei  der  Zusammenballung  ge- 
leisteten Arbeit,  welche  nach  den  Gesetzen  der  Mechanik  nicht 
verschwinden  kann  und  ziehen  daraus  den  weiteren  Schlufs,. 
dafs  zwischen  der  Arbeit  und  der  Wärme  überhaupt  Wechsel- 
beziehungen bestehen,  deren  Feststellung  eine  der  Grundlagen 
der  Wärmetheorie  überhaupt  bildet. 

§  4.    Das  mechanische  Wärmeäquivalent. 

Umwandlung  von  Arbeit  in  Wärme:  Messungen  von  Joule  und  Hirn. 
Das  Wärmeäquivalent.     Atom-  und  Molekularwärmen  fester  Körper. 
Äufsere  Arbeit.    Spezifische  Wärme  bei  konstantem  Druck  und  kon- 
stantem Volumen. 

Die  am  Schlüsse  des  letzten  Paragraphen  ausgesprochene 
Vermutung  einer  festen  Wechselbeziehung  zwischen  Wärme  und 
mechanischer  Arbeit,  auf  die  wir  durch  die  kinetische  Molekular- 
theorie ergänzt  durch  die  Kräftewirkungen  zwischen  den  Mole- 
külen selbst  geführt  wurden,  gewinnt  eine  noch  grölsere  Wahr- 
scheinHchkeit  durch  die  Tatsache,  dafs  wir  in  der  Tat  durch 
blofsen  Arbeitsaufwand  an  Körpern,  z.  B.  durch  Reibung  der- 
selben aneinander,  ihre  Temperatur  erheblich  zu  steigern  im- 
stande .sind,  oder  mit  anderen  Worten,  durch  Vernichtung 
von  mechanischer  Arbeit  Wärme  erzeugen  können. 
Dieser  Satz  wurde  zuerst  von  Rumf  örd  (1798),  der  die  Wärme- 
entwicklung beim  Bohren  von  Kanonenrohren  feststellte,  erkannt 
und  zur  Bekämpfung  der  damals  vorherrschenden  Auffassung  der 
Wärme  als  eines  Fluidums  benutzt. 

Im  vergangenen  Jahrhundert  ist  dieser  Gedankengang 
Rumfords  mehrfach  wieder  aufgegriffen  und  zur  Ermittlung 
der  Beziehung  zwischen  der  vernichteten  Arbeit  und  der  dadurch 
entstandenen  Wärme  verwendet  worden.  Joule,  dem  wir  nach 
dieser  Richtung  die  ersten  genauen  Versuche  verdanken,  drückte 
(1850)  durch  ein  am  Hebelarm  AB  (Fig.  5)  befindliches  Ge- 
wicht P  die  eine  rotierende,  gufseiserne  Scheibe  S  gegen  eine 
andere  S^  im  Gefäfse  Q,  welches  mit  Quecksilber  gefüllt  war,  fest 
angebrachte.     Aus    der    Temperaturerhöhung  dfes    Quecksilber» 
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bestimmte  er  die  frei  gewordene  Wärme,  während  sich  die  ver- 
richtete Arbeit  aus  der  Fallhöhe  des  Gewichtes  G  ergab,  welches 
die  Spindel  der  Scheibe  S  in  Umdrehung  versetzte.  Er  fand 
aus  zwei  Reihen  derartiger  Versuche,  dals  einer  Wärmeeinheit 
.immer  ein  Arbeitsaufwand  von  425,12  bzw.  426,29  mkg  ent- 
sprach. 


1 


a 


i 


¥~W 


TnK 


<^m 


Fig.  5. 


Fig.  6. 


Eine  andere  Versuchsreihe  führte  Joule  mit  einem  in 
Wasser  rotierenden  Flügelrade  durch,  dessen  Flügel  so  an  den 
Vorsprüngen  der  Gefafswand  vorbeiglitten,  dals  nur  enge  Zwischen- 
räume   übrig  blieben    (Fig.  6).     Das   Wasser    wurde  hierbei  in 

heftige     Bewegungen      versetzt, 
r^/^/^^^/^^^^^^^^  welche  durch   den   Stofs  immer 

wieder  vernichtet  wurden  und  so 
so  zu  einer  erheblichen  Wärme- 
entwicklungführten, die,  wie  oben 
aus  der  Temperaturerhöhung  er- 
mittelt wurde,  während  sich  die 
mechanische  Arbeit  wieder  aus 
der  Fallhöhe  des  Treibgewichtes 
G  ergab.  Auf  diese  Weise  hatte 
Joule  (1843)  nahezu  denselben 
Wert  gefunden,  wie  oben  für 
die  einer  Wärmeeinheit  entsprechende  Arbeit,  nämlich  423,55  mkg, 
während    Versuche,    bei    denen    Wasser    durch    Kapillarröhren 


y/ 
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geprefst  wurde ,  422,45  mkg  ergaben.  Einen  neuen  Weg 
schlug  Hirn  (1858)  ein,  der  die  beim  Stofse  vernichtete  Arbeit 
kalorimetrisch  bestimmte.  Er  hing  an  Seüen  (Fig.  7)  einen 
schweren  Steinbalken  -4  und  einen  eisernen  Zylinder  C  so  auf, 
dals  sie  in  der  Ruhelage  ein  zwischen  ihnen  befindliches  Blei- 
stück B  gerade  berührten.  Alsdann  lenkte  er  den  Eisenzylinder 
aus  der  Ruhelage  aus  und  überliefs  ihn  sich  selbst,  so  dals  er 
mit  grofser  Gewalt  auf  das  vom  Steinbalken  unterstützte  Blei- 
stück stolsen-  mufste.  Nach  dem  nicht  vollkommen  unelasti- 
schen Stolse  prallte  nun  einerseits  der  Zylinder  C  zurück  und 
erhob  sich  wieder  auf  eine  bestimmte  Höhe,  anderseits  aber 
wurde  auch  der  Steinbalken  aus  seiner  Ruhelage  ausgelenkt. 
Durch  Messung  der  ersten  Auslenkung  von  C  und  der  beiden 
gröfsten  Ausschläge  beider  Zylinder  nach  dem  Stolse  ergibt  sich 
mit  den  bekannten  Gewichten  derselben  sofort  die  geleistete 
Arbeit,  während,  die  Erwärmung  des  Bleistückes  kalorimetrisch 
gemessen  wurde.  Aus  sechs  derartigen  Versuchen  erhielt  Hirn 
den  Arbeitswert  von  425  mkg  für  eine  Wärmeeinheit. 

Auch  in  den  folgenden  Jahrzehnten  wurden  zahlreiche  Be- 
stimmungen dieser  Zahl  vorgenommen,  und  zwar  zum  Teil  nach 
ganz  anderen  Methoden,  auf  die  wir  in  der  Folge  noch  zurück- 
kommen werden.  An  dieser  Stelle  genügt  es,  dafs  sie  inner- 
halb der  zulässigen  Fehlergrenzen  ausnahmslos  die  älteren  Werte 
bestätigten  und  vor  allem  die  Unabhängigkeit  des  Arbeits- 
wertes der  Wärmeeinheit  von  der  Art  der  Arbeits- 
leistung ergaben.  Wir  dürfen  darum  den  Satz  aussprechen, 
dals  allgemein  durch  Vernichtung  von  ca.  424  mkg 
mechanischer  Arbeit  eine  Wärmeeinheit  entsteht, 
und  bezeichnen  das  konstante  Verhältnis  der  Arbeitseinheit  zur 
Wärmeeinheit, 

^-424 W 

als  das  mechanische  Wärmeäquivalent. 

Nach  den  Schlufsbemerkungen  des  letzten  Paragi-aphen, 
welche  schon  klar  auf  eine  rein  mechanische  Deutung  des 
Wärmebegriffs  hinzielten,  kann  dieses  Resultat  kaum  noch  über- 
raschen, da  es  ja  nichts  anderes  aussagt,  als  die  Umwandlung 
von  potentieller  oder  kinetischer  Energie  ganzer  Körper  in 
potentielle  oder  kinetische  Energie   der   Moleküle,    welche    der 
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bekannten  Energieformel  der  Mechanik  (auch  die  Gleichung 
der  lebendigen  Kraft  genannt)  unterworfen  ist.  Dabei  entspricht 
die  Vermehrung  der  kinetischen  Molekularenergie  der  Temperatur- 
erhöhung, diejenige  der  potentiellen  Energie  der  Moleküle,  d.  h. 
der  zur  Überwindung  von  Molekularkräften  nötigen  Arbeit,  der 
latenten  Wärme,  welche  wir  ebenfalls  am  Schlüsse  des  letzten 
Paragraphen  kennen  gelernt  haben. 

Wir  sehen  zunächst  von  dieser  Erscheinung  ab  und  fassen 
nur  die  fühlbare  Wärme  hier  ins  Auge.  Während  dieselbe  sich 
bei  Gasen  in  einer  Erhöhung  der  mittleren  Molekulargeschwin- 
digkeit äufserte,  ist  dies  bei  festen  Körpern,  deren  Moleküle  wir 
als  relativ  ruhend  anzusehen  haben,  nicht  mehr  möglich.  Es 
bleibt  demnach  nur  übrig,  den  Atomen  innerhalb  der 
Moleküle  eine  gewisse  Bewegungsfreiheit  einzu- 
räumen, so  dafs  die  mittlere  Änderung  der  kine- 
tischen Atomenergie  hier  einMafs  für  dieTempera- 
tur  abgeben  mufs. 

Soll  nun  im  Verlaufe  bestimmter  Zeiträume  die  Temperatur 
der  Einzel bestandteile  der  Moleküle,  d.  h.  der  Atome  sich  nicht 
ändern,  so  mufs  die  mittlere  kinetische  Energie  aller  Atome  für 
dieselbe  Temperatur  den  gleichen  Wert  besitzen,  so  dafs  wir 
für  eine  Temperaturänderung  rg  —  tj  ,  welcher  eine  Änderung 
der  mittleren  Geschwindigkeitsquadrate  um  [^2^]  —  [f^i^]  ent- 
sprechen möge,  mit  der  Masse  m'  eines  Atoms  und  einer  Kon- 
stanten a  schreiben  dürfen 

^2  —  ^1  —  ^  2  ^^^ 

Für  ein  anderes  Atom  mit  der  Masse  m"  hätte  man  ganz 
analog 

usw.  Besteht  nun  ein  fester  Körper  nur  aus  Atomen  eines 
chemischen  Elementes,  so  hat  man,  wenn  n  die  Gesamtzahl  der 
Atome  und  G'  ^:^  v!  w!  g  das  Gewicht  des  Körpers  bedeutet,  mit 
der  spezifischen  Wärme  c'   die  zur  Temperaturänderung  nötige 

Wärmemenge 

Q  =  (^'c'(r2~rO (3) 

Weiterhin  ist  aber  auch  nach  unserer  Annahme  des  Wegfalls 
jeder  latenten  Wärme 
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Än'm 


,  K2]  -  («,^'2] 


2 


(4) 


Durch  Verbindung  der  letzten  beiden  Formeln   ergibt  sich 
sodann  mit  Rücksicht  auf  (2) 

<fm:g  =  Aa (5), 

worin  man  das  Produkt  des  Atomgewichts  des  Körpers  mit  seiner 
spezifischen  Wärme  kurz  als  die  A  t  o  m  w  ä  r  m  e  bezeichnet  Nach 
GL  (5)  hat  aber  die  Atomwärme  aller  festen  chemi- 
schen Elemente  ein  und  denselben  Wert,  ein  Satz, 
den  die  Franzosen  Dulong  und  Petit  schon  1819  auf  empiri- 
schen Wege  gefunden  haben.  In  Tabelle  II  sind  diese  Atom- 
wärmen für  eine  Anzahl  chemischer  Elemente  in  festem  Zustande 
zusammengestellt,  welche  eine  befriedigende  Übereinstimmung 
zeigen.  Die  Abweichungen  dürfen  wohl  auf  die  ziemUch  un- 
sicheren Angaben  über  die  spezifische  Wärme  zurückzuführen 
sein ;  andere  Elemente,  vor  allem  Kohlenstoff  und  Bor  lassen  sich 
dagegen  so  wenig  dem  Dulong- Petitschen  Gesetz  anpassen,  dafs 
demselben  bzw.  den  ihm  zugrunde  liegenden  Voraussetzungen 
Gl.  (2)  und  (4)  keine  absolute  Gültigkeit  zugesprochen  werden 
darf.  Wahrscheinlich  spielen  die  in  unserer  Betrachtung  ver- 
nachlässigten Änderungen  der  potentiellen  Molekularenergie, 
wenigstens  bei  den  nicht  in  die  Tabelle  passenden  Elementen 
eine  erhebliche  RoUe,  ohne  dafs  wir  indessen  hierüber  etwas 
Sicheres  auszusagen  vermöchten. 


Tab 

eile  n.     (Atom wärmen.) 

Körperbezeichnung 

Atomgewicht 

Spez.  Wärme 

Atomwärme 

Wismuth  (Bi) 
Blei           (Pft) 
Platin        {Pt) 
Zinn          {Sn) 
Silber        \Ag) 
Zink          (Zn) 
Kupfer      (Cw) 
Nickel       (A'i) 
Eisen         {Fe) 
Schwefel  {S)  . 

210 

207 

197 

118 

108 

65 

63 

59 

56 

32 

0,0288 
0,0293 
0,0314 
0,0514 
0,0557 
0,0927 
0,0949 
0,1035 
0,1100 
0,1880 

6,048 
6,064 
6,198 
6,064 
6,014 
6,044 
6,016 
6,084 
6,160 
6,016 
3* 
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Geben  wir  indessen  zunächst  noch  die  Gültigkeit  des  Dulong- 
Petitschen  Satzes  zu,  so  lälst  sich  derselbe  leicht  auch  auf  feste 
chemische  Verbindungen  ausdehnen.  Enthält  nämlich  ein  Mole- 
kül derselben  n'  Atome  von  der  Masse  nt'  eines  Elementes, 
n"  Atome  von  der  Masse  m"  eines  anderen  usw.,  sind  ferner  <f, 
c"  usw.  die  spezifischen  Wärmen  dieser  Elemente,  so  hat  man 
für  die  Erwärmung  des  ganzen  Moleküls,  wenn  wieder  die 
latente  Wärme  aufser  Betracht  bleibt 

Q  =  (n'nt'c'  +  n"m"c"  +  ...)  ^(rg  — Ti)  .  .  (6) 
Anderseits  ist  aber  auch,  unter  c  die  spezifische  Wärme  der 
Verbindung  verstanden, 

Q  =  (n'w'  +  n"m" +  ....)  Cör(r2  —  Ti)  .  .  .  (7;^ 
worin 

g  («  m'  +  n"w"  +  .  ,)  =  ö'-ww  ....  (8) 
das  Molekulargewicht  bedeutet.  Aus  der  Verbindung  von  (6) 
und  (7)  folgt  aber  mit  (8) 

c^iim  =  ^nmc (9"^ 

d.  h.  die  Molekularwärme  einer  festen  Verbindung 
ist  die  Summe  der  Atomwärmen  ihrer  Elemente.  In 
dieser  Allgemeinheit  wurde  der  Satz  zuerst  von  Regnault 
(1844)  ausgesprochen,  nachdem  schon  1831  Franz  Neumann 
die  Gleichheit  der  Molekularwärme  ähnlich  zusammengesetzter 
fester  Verbindungen  bemerkt  hatte.  Da  innerhalb  der  Mole- 
küle von  Verbindungen  ebenfalls  Änderungen  der  potentiellen 
Energie  mit  der  Erwärmung  verbunden  sein  können,  so  sind 
auch  bei  ihnen  Abweichungen  von  dem  Regnaultschen  Gesetze 
zu  erwarten,  was  die  Erfahrung  in  der  Tat  bestätigt  hat. 

Bei  den  zuletzt  behandelten  Vorß:ängen  haben  wir  überdies 
stillschweigend  vorausgesetzt,  dafs  die  Wärmezufuhr  nicht  zu 
einer  Arbeitsleistung  Anlafs  bietet,  deren  Äquivalent  dann  offen- 
bar von  der  auf  den  betrachteten  Körper  entfallendeu  Wärme- 
menge in  Abzug  zu  bringen  wäre.  Eine  solche  Arbeitsleistung 
findet  nun  streng  genommen  bei  allen  Erwärmungsvorgängen 
statt,  wenn  wir  sie  nicht  durch  besondere  Mafsregeln  unter- 
drücken. Wir  brauchen  uns  dabei  nur  an  die  unserer  Tem- 
peraturmessung zugrunde  liegende  Volumenvergröfserung  der 
Körper  bei  der  Temperaturerhöhung  zu  erinnern  und  zu  beachten, 
dafs    diese  Volumänderung  im  allgemeinen  unter  Überwindung 
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«Ines  allseitig  auf  der  Körperoberfläche  lastenden  Flächen- 
druckes j?  erfolgt.  Bezeichnen  wir  das  Oberflächenelement  mit 
dF^  die  Verschiebung  dieses  Elementes  in  der  normalen  Richtung 
mit  dn,  so  ist  die  Volumänderung 

dV^dFdn 
und  die  dabei  geleistete  Arbeit 

dL  =  pdF  •dn  =  pdV (10), 

folglich  bei  einer  Gesamtänderung  des  Volumens  von  Vi  auf  V2 

L=^{pdV (11) 


mit  einem  Wärmeäquivalente 

AL  =  A^pdV         (IIa) 

i 

Bleibt  der  äulsere  Druck  p  während  der  Volumänderung 
konstant,  so  kann  die  Integration  von  (IIa)  sofort  ausgeführt 
werden  und  führt  auf 

L=p{V2-V{) (Hb) 

Da  nun  die  Ausdehnungskoeffizienten  sowohl  der  festen 
Körper,  wie  auch  der  meisten  Flüssigkeiten  sehr  klein  sind,  so 
fällt  auch  die  der  Volumänderung  entsprechende  Arbeit  bei 
diesen  Körpern  so  gering  aus,  dafs  ihr  Äquivalent  gegen  die 
zur  Temperaturerhöhung  nötige  Wärmezufuhr  fast  verschwindet 
und  deshalb  praktisch  gänzlich  vernachläfsigt  werden  darf.  Bei 
Gasen  dagegen  wäre  dies  Verfahren  angesichts  ihrer  sehr  be- 
deutenden Volumänderungen  durchaus  unzulässig,  so  dafs  wir 
für  diese  Körper  die  nach  aufsen  abgegebene  Arbeit  bzw.  deren 
Äquivalent  bei  einer  Zustandsänderung  ausdrücklich  in  unsere 
Betrachtung  einschliefsen  müssen.  Dieselbe  fällt  nur  dann  weg, 
wenn  wir  das  Gas  bei  der  Erwärmung  durch  eine  starre  Hülle 
an  jeder  Volumänderung  hindern.  Gilt  für  das  Gas  weiterhin 
das  Boyle-Gay-Lussacsche  Gesetz,  welches  nach  unserer  kineti- 
schen Auffassung  der  Wärme  eine  Einwirkung  der  Moleküle 
aufeinander  ausschliefst,  so  kann  durch  die  Temperaturerhöhung 
nur  die  kinetische  Molekularenergie  vergröfsert  werden,  und  wir 
dürfen,  unter  Cv  die  spezifische  Wärme  bei  konstantem 
Volumen  verstanden,  für  6r  kg  des  Gases 

dQ  =  Gcv  dr     bzw.     Q  =  Ocv  {t2  —  ^i), 
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Bowie  nach  der  auch  hierfür  gültigen  Gleichung  (5)  mit  einer  auf 
die  Molekulannasse  reduzierten  Konstanten  nio  setzen: 

^'^^  ....;.      (12) 


Cv  = 


g    m 


Findet  dagegen  die  Zustandsänderung  bei  konstantem  Drucke 
statt,  so  erhalten  wir  aufser  der  Temperaturerhöhung  noch  die 
äulsere  Arbeit  L,  so  dafs  wir  für  n  Moleküle 

oder  auch 

Q  =  Gcv  (r^-T^)  +  Äp (V^-V^) 

schreiben  müssen.    Nun  ist  aber  nach  dem  idealen  Gasgesetz 

P  (^2—  Vi)  =  ^-B  (T2—  Ti)  =  GR  (t2  — ri), 
folglich  gilt  für   die.  Zustandsänderung  bei  konstantem  Drucke 

Q=  G(cv  +  AE)(rö  — Ti), 
und  wir  dürfen  die  neue  Konstante 

Cv-\-ÄB  =  Cp (13) 

als  die  spezifische  Wärme  bei  konstantem  Drucke 
ansprechen.  Aus  Gl.  (12)  und  (13)  folgt  alsdann,  dafs  die  Pro- 
dukte der  spezifischen  Wärme  bei  konstantem  Volumen  bzw. 
bei  konstantem  Drucke  mit  dem  Molekulargewicht  ^i  für  alle 
Gase  dieselben  Werte  besitzen,  oder  auch,  dafs  die  spezi- 
fischen Wärmen  aller  Gase  pro  Volumeinheit  beiO^ 
und  760  mm  Druck  dieselben  Werte  besitzen.  Es  ist 
dies  natürlich  nichts  anderes  als  die  Ausdehnung  des  Dulong- 
Petitschen  Satzes  auf  ideale  Gase.  In  Tabelle  III  sind  die  ent- 
sprechenden Werte  der  in  Tabelle  I  aufgeführten  Gase  so  zu- 
sammengestellt, dafs  man  dieses  Gesetz  für  zweiatomige  Gase 
mit  der  Erfahrung  sofort  vergleichen  kann. 


Tabelle  III  (Spezifische  Wärme 

von  Gasen. 

) 

Molekular- 

Gasart 

gewicht  fi 

Cv 

Cp 

Cvfi 

Cpfl 

Cp  :  Cr 

Wasserstoff  (H^    . 

2 

2,4123 

3,4090 

4,8246 

6,8180 

1,408 

Sauerstoff  (0,)  .     . 

31,92 

0,1551 

0,2175 

4,9508 

6,9426 

1,402 

Stickstoff  (N;)    .     . 

28,06 

0,1727 

0,2438 

4,8460 

6,8410 

1,412 

Atra.  Luft           .     . 

28,88 

0,1685 

0,2375 

4,8863 

6,8590 

1,409 

Kohlenoxyd  (CO)  . 

27,94 

0,1736 

0,2450 

4,8504 

6,8453 

1,411 

§  4,     Das  mechanische  Wärmeäquivalent.  39 

AuXserdem    haben    wir    in   dieser   Tabelle   noch  das    Ver- 
hältnis  der  beiden   spezifischen  Wärmen  Cp  :  c»  auf- 
genommen, welches  für  alle  diese  Stoffe  nahezu  denselben  Wert 
besitzt.    Dieses    Verhältnis   läfst   sich  nun  auch  auf  rein  theo- 
retischem   Wege     berechnen.     Sind    nämlich     die    spezifischen 
Wärmen  eines  dem  Gasgesetz  gehorchenden  idealen  Gases,  wie 
aus  der  obigen  Betrachtung  hervorgeht,  konstant,  so  dürfen  wir 
die   Änderung  des-  gesamten   Energieinhaltes  ü   der   Änderung 
der  absoluten  Temperatur  proportional  setzen,  also 

ÄJÜ  =  CvJT   .     .     .     ...     .       (14) 

schreiben.  Anderseits  ist  aber  das  Äquivalent  der  kinetischen 
Molekularenergie  J  nach  Gl.  (6)  §  2 

^^      —        g  2  ~"  2  ' 

mithin  haben  wir  für  die  Änderung  von  J 

äJJ=  ~  ÄBJT (15) 

Eliminieren  wir  aus  (14)  und  (15)  die  Temperatursteigerung  und 
beachten  noch  die  Beziehung  (13),  so  folgt 

JJ  _   3_  AB^  _   3^   Cp  —  Cy 

Jü  ~   2      cv    ^   2         cv  '     '     '      ^    ^ 

eine  schon  von  Clausius  aufgedeckte  Beziehung.  Wäre  nun 
JJ  mit  J  U  identisch,  so  hätte  man  hiernach 

zu  setzen,  während  die  Erfahrung  nach  der  letzten  Spalte  der 
Tabelle  III  für  die  in  derselben  angeführten  Gase  Cp  :  Cv  =^  1,41 
ergeben  hat.  Dagegen  haben  Kundt  und  Warburg  nach 
einer  weiter  unten  zu  besprechenden  Experimentalmethode  gezeigt, 
dals  in  der  Tat  z.  B.  für  Quecksilberdampf  das  VerhältniXs 
Cp  :  Cv  den  Wert  (16a)  besitzt,  woraus  man  geschlossen  hat,  dals 
die  Moleküle  dieses  Körpers  kugelförmig  sind  und  nur  aus  je 
einem  Atom  bestehen.  Für  solche  Körper  stimmt  die  Gesamt- 
energie in  der  Tat  mit  der  kinetischen  Molekularenergie  überein, 
während  bei  festen  Körpern  die  letztere  verschwindet,  sodafs  in 
naher  Übereinstimmung  mit  der  Erfahrung  für  dieselben  nach  (16) 

Cp  =  Cv (16b) 
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wird.  Durch  diese  Betrachtungen  wird  somit  unsere  frühere 
Voraussetzung,  dafs  für  feste  Körper  die  kinetische  Atomenergie 
allein  in  Rechnung  zu  ziehen  war,  bestätigt,  und  gleichzeitig 
erkennen  wir,  dafs  das  Verhältnis  Cp  :  Cv  für  alle  Körper  sich 
zwischen  den  Grenzen 

!<-?<  1,667 (16c) 

bewegen  mufs,  was  ebenfalls  mit  der  Erfahrung  übereinstimmt. 
Die  Gl.  (13)  bietet  uns  übrigens  eine  bequeme  Gelegenheit, 
das  mechanische  Wärmeäquivalent  Ä  aus  den  experimentell 
gefundenen  spezifischen  Wärmen  der  Gase  und  ihrer  Konstanten 
zu  berechnen,  eine  Methode,  die  schon  von  R.  Mayer  (1842) 
herrührt,  dem  man  die  erste  klare  Fassung  des  Äquivalenzsatzes 
verdankt.  Mit  den  Werten  für  atmosphärische  Luft  aus  Tab.  I 
und  III,  nämlich 

Cp  —  Cv  =  0,069  und  R  =  29,269 
ergibt  (13) 

Cj)  —  Cv  1 

in  trefflicher  Übereinstimmung  mit  den  am  Eingang  dieses 
Paragraphen  angeführten  Resultaten. 

5.  Der  erste  Hauptsatz  der  Wärmemechanik. 

Sichtbare  und  unsichtbare  Bewegung.     Der  Energieinhalt  der  Körper. 

Der  erste  Hauptsatz,  Kreisprozefs  und  Energieaustausch  bei  demselben. 

Ableitung  von  allgemeinen  Formeln  für  Cp  und  Cr. 

Den  bisherigen  Untersuchungen  lag  die  Voraussetzung  zu- 
grunde, dafs  die  in  bezug  auf  ihre  Zustandsänderungen  betrachteten, 
in  ihrer  ganzen  Masse  gleichmäfsig  temperierten  Körper  als 
solche  in  Ruhe  verharrten ,  so  dafs  durch  eine  Steigerung  ihrer 
mittleren  Molekular-  oder  Atomenergie  der  Gesamtschwerpunkt 
keine  Verschiebung  erfahren  konnte.  Findet  nun  eine  der- 
artige Lagenänderung  des  Schwerpunktes  statt,  hat  also  die 
Gesamtmasse  des  Körpers  eine  fortschreitende  Geschwindigkeit 
mit  den  Komponenten  Ux,  Uy,  Uz,  so  werden,  wenn  Wxy  Wy^  tvz 
die  Geschwindigkeitskomponenten  irgend  eines  der  kleinsten 
selbständig  bewegten  Teilchen  (Molekül  oder  Atom)  in  bezug  auf 


wm 
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ein  im  Körper  festes  Koordinatensystem  mit  dem  Schwerpunkt 
als  Anfang  bedeuten,  die  absoluten  Geschwindigkeitskomponenten 
dieses  Teilchens  w  durch 

Ux  -]-  Wxy      Uy  -\-  Wy,      Uz  +  uh 

gegeben  sein.  Die  totale  kinetische  Energie  des  Körpers  ist 
demnach 

J  =  y  J^m  j  (w:c  +  t^x)2   +  {Uy  +  fi;,,)'^  +  (w,  +  w,y-  [, 
oder  wegen 

Ux^  +  M,/2  _j-  M^2   =  yp. 

Wx^  +  V  -f  wz'^  =  m;2 
auch 

J  =  Ty     -^^       W2  _|_  1^2  _^  2  (Wx  W^x  +  Wy  W^y  +  Wg  W;^) 

I 

statt   dessen   dürfen   wir   auch    unter   Herausnahme   der    allen 

Körperteilchen  gemeinsamen  u  vor  das  Summenzeichen  schreiben 

w2  1 

J  =  ^  ^m  -(-  ^  ^mvß  -\-  Ux  ^mwx  +  %  ^mtVy  +  w^  ^mwg. 

Sind  nun  ^*,  iy,  f  die  Relativkoordinaten  des  Körperteilchens  in 
bezug  auf  den  Schwerpunkt,  so  hat  man  laut  Definition  desselben 
(siehe  Bd.  I,  Techn.  Mechanik,  S.  465) 

2m  g  =  0,     ::^m  7;  =  0,     2m  C  =  0, 
und  da 

d'i  dl,  dC 

T<  =  «'-    T<  =  «'"'    57  =  '"--' 
80   verschwinden   in   der   letzten   Gleichung  für  die   kinetische 
Energie  die  drei  letzten  Summen,  welche  nichts  anderes  als  die 
relativen   Bewegungsgrölsen   darstellen,    und   es  bleibt  als  Aus- 
druck für  die  kinetische  Gesamtenergie 

m2  1 

J  =  ~  2m  +  -^  2m  uß 

Das  erste  GUed  dieser  Formel  gibt  nun  die  kinetische  Energie 
der  fortschreitenden  Bewegung  unseres  Körpers  an,  das  zweite 
dagegen  diejenige  der  Innern,  sog.  verborgenen  Bewegung 
(nach  H.  A.  Lorentz),  welche,  wie  wir  gesehen  haben,  den 
MaTsstab  für  die  Temperatur  bildet.  Dieses  Temperaturglied  an 
sich  ist  wiederum  ein  Bestandteil  des  Energieinhaltes  des 
Körpers,  den  wir,  wie  im  vorigen  Paragraphen,  mit  V  bezeichnen 


r 
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wollen,  und  welcher  auch  die  am  Schlüsse  von  §  3  eingeführte 
latente  Wärme  umfalst.  Denken  wir  uns  nunmehr  allgemein 
einem  Körper  von  dem  Energieinhalte  U  in  der  Gewichtseinheit 
eine  Wärmemenge  d  Q  derart  zugeführt,  dals  sie  sich  auf  das  Ge- 
samtgewicht G  gleichmäTsig  verteilt,  so  wird  einerseits  der  Energie- 
inhalt G  ü  um  den  Betrag  GdU  wachsen,  anderseits  aber  auch  in- 
folge einer  Volumvermehrung  um  d  V  unter  Überwindung  äulserer 
Kräfte  die  Arbeit  d  L  geleistet  werden  und  schliefslich  die  kine- 
tische Energie  der  fortschreitenden  Bewegung  sich  um  —  udu 

steigern,  wenn  g  die  Erdbeschleunigung  und  u  die  momentane 
Schwerpunktsgeschwindigkeit  ist.  Von  Rotationen  um  irgend- 
welche Achsen  wollen  wir  hier  absehen,  obwohl  es  nicht  schwie- 
rig wäre,  in  unseren  Formeln  auch  diese  Erscheinung  zum  Aus- 
druck zu  bringen.  Jedenfalls  ergibt  unsere  Überlegung  unter 
Einführung  des  mechanischen  Wärmeäquivalentes  A  die  Glei- 
chung 

dQ  =  AGdU  +  AdL  +  A~udu 


oder  auch 


äq^AG[äV+'-^+^-f)     ....       (1) 


Der  Inhalt  dieser  Formel,  welcher  besagt,  dafs  die  einem  Körper 
zugeführte  Wärme  einerseits  zur  Erhöhung  seines 
Energieinhaltes,  weiterhin  zur  Leistung  äulserer 
Arbeit  und  schliefslich  zur  Vergröfserung  der  Ge- 
schwindigkeit der  Gesamtmasse  verwendet  wird,  be- 
zeichnet man  wohl  auch  als  den  ersten  Hauptsatz  der 
Wärmemechanik.  Man  erkennt,  dafs  derselbe  nichts  anderes 
als  der  allgemeine  Ausdruck  des  im  vorigen  Paragraphen  ge- 
wonnenen Äquivalentsatzes  zwischen  mechanischer  Arbeit  und 
Wärme  ist. 

Um  aus  der  Gl.  (1)  irgendwelche  praktische  Schlulsfolge- 
rungen  zu  ziehen,  müssen  wir  dieselbe  integrieren,  da  sich  un- 
endlich kleine  Zustandsänderungen  unserer  Beobachtung  ent- 
ziehen. Die  Integration  selbst  bietet  uns  gar  keine  Schwierig- 
keiten, und  ergibt,  wenn  wir  die  gesamte  Wärmezufuhr  mit  Q, 
die  infolge  derselben  geleistete  äufsere  Arbeit  mit  L  bezeichnen, 
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sowie  für  den  Anfangs-  und  Endzustand  der  beobachteten  Er- 
scheinungen die  Indizes  1  und  2  verwenden,  das  Resultat 

Q=.A0\U,-U^ +-+"*"'  ~  "^'j   .    .     .     (2), 

welches  wir  natürlich,  da  es  dasselbe  besagt,  wie  Gl.  (1)  un- 
mittelbar hätten  anschreiben  können. 

Wir  wollen  nunmehr  den  Körper,  nachdem  er  eine  Reihe 
von  Zustandsänderungen  erlitten  hat,  schUelslich  wieder  in  seinen 
Anfangszustand  zurückführen,  und  einen  solchen  Vorgang  als 
Kreislauf  oder  Kreisprozels  nach  dem  Vorgange  von 
Clausius  bezeichnen.  Alsdann  ist,  da  der  Zustand  des  Kör- 
pers, also  auch  sein  Energieinhalt  sich  im  ganzen  nicht  ge- 
ändert hat, 

^1  =  ^2>     Wi  =  «2 
und  damit  vereinfacht  sich  (la)  in 

Q  =  AL (3), 

d.  h.  beim  Durchlaufen  eines  Kreisprozesses  ist  die 
von  dem^Körper  geleistete  Arbeit  gleich  dem  Äqui- 
valent der  zugeführten  Wärme.  Es  liegt  auf  der  Hand, 
dals  dieser  Satz,  bzw.  die  Gl.  (3)  zur  Bestimmung  des  mechani- 
schen Wärmeäquivalents,  d.  h.  der  Zahl  Ä,  aus  Beobachtungen 
der  Wärme  Q  und  der  Arbeit  L  benutzt  werden  kann.  Dies  ist 
in  der  Tat  der  Weg,  den  Hirn  (1856)  mit  Hilfe  einer  Dampf- 
maschine zuerst  eingeschlagen  und  damit  die  Bedeutung  des 
Äquivalenzsatzes  für  die  Technik  praktisch  erwiesen  hat. 

Im  Gegensatz  zu  der  Einfachheit  der  Schlufsfolgerungen 
aus  Kreisläufen,  auf  die  wir  bei  technischen  Problemen  noch 
mehrfach  zurückkommen  werden,  steht  die  Behandlung  von 
Vorgängen  zwischen  verschiedenen  Endzuständen.  Wohl  gilt 
auch  hierfür  sofort  die  Gl.  (la),  dagegen  muls  man,  um  z.  B. 
die  für  die  Zustandsänderung  nötige  Wärmezufuhr  im  voraus 
zu  berechnen,  nicht  nur  den  Betrag  der  äulseren  Arbeit,  son- 
dern auch  die  Zunahme  des  Energieinhaltes  kennen,  ganz  ab- 
gesehen von  der  Geschwindigkeitsänderung  der  Gesamtmasse. 
Lassen  wir  die  letztere  zunächst  ganz  aufser  Betracht,  so  haben 
wir  es  mit  Prozessen  zu  tun,  welche  einen  statischen  Cha- 
rakter   tragen.     Jedenfalls    ist   damit    eine    Vereinfachung    ver- 
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\mrt(\en^   wekhe  zahlrcdche  ZtiBtaDdsandeniogen  mit  grofiser  An- 
n^umirtg  za   verfolgen  gestattet    Die  beiden   GL  -1)  und    2 
gehen  dann  über  in 

<i^?=.4^(?<iCr  +  dZ ;ia^ 

Q  =  AG(U2'-Vi^AL 2a) 

Der  in  diesen  Formeln  auftretende  Eneigieinhalt  17  des  betrach- 
teten Körpers  ist  nmi,  wie  schon  erwähnt,  durch  den  aogen- 
bikklichen  Zustand  desselben  gegeben,  und  zwar  ganz  unab- 
hängig von  dem  Wege,  auf  welchem  dieser  momentane  Zustand 
erreicht  wurde.  Steht  demnach  der  Körper  unter  einem  all- 
s#;itfg  gleichen  Drucke  p,  der  sich  durch  seine  Gesamtmasse  in 
ilerselben  Weise  fortpflanzt,  ein  Fall,  der  sich  übrigens  nur  bei 
tropfbaren  und  elastischen  Flüssigkeiten  streng  realisieren  läfat, 
für  andere  Körper  aber  nur  angenähert  gut,  so  ist  17  eine  Funk- 
tion dieses  Druckes,  des  spezifischen  Volumens  v  und  der  Tem- 
peratur Tf  die  wir  der  Einfachheit  halber  sogleich  mit  ihrem 
früher  definierten  Absolutwerte  einsetzen,  kann  also  in  der 
Form 

U=U(p,v,T) (4^ 

geschrieben  werden.  Da  nun  auüserdem  noch  zwischen  den  drei 
Variabelen  p^v  und  T  die  Zustandsgieichung  des  Körpers  (Gl.  1 
§  1)  benteht,  welche  wir  uns  immer  als  gegeben  denken  müssen, 
«ü  können  wir  eine  der  Veränderlichen  stets  eliminieren  und 
kürzer 

U  -=  U'ip.v)  =  U'\p,T)  =  V"'{y,T)    .     .     .     (4a) 

Hot/on.  Die  Ermittlung  dieser  verschiedenen  Funktionen  [/bildet 
nun  neben  derjenigen  der  Zustandsgieichung  eine  der  wichtig- 
Hten  Aufgaben  der  Wärmemechanik,  da  wir  ohne  deren  Kenntnis 
auf  die  Betrachtung  von  Kreisprozessen  beschränkt  bleiben 
würden,  Wir  werden  dieses  Ziel,  da  zur  theoretischen  Erledi- 
gung nur  die  schon  benutzte  kinetische  Auffassung  der  Materie 
zur  Verfügung  steht,  welche  aber  infolge  der  Mannigfaltigkeit 
der  Zusammensetzung  und  Anordnung  der  Moleküle  bei  den 
verschiodonsten  Körpern  und  Aggregatzuständen  bislang  allein 
fi\r  ideale  Gase  zu  erfahrungsmäfsig  kontrollierbaren  Formeln 
geführt  httt,  vorwiegend  auf  experimentellem  Wege  zu  erreichen 
Huchon  und  hierzu  später  eine  Reihe  von  Gleichungen  ableiten, 
welche  für  alle  Körper  gültig  den  Zusammenhang  zwischen  den 
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Funktionen  ü  und  anderen  direkt  meisbaren  Grölsen  erkennen 
lassen.  Für  feste  Körper  insbesondere  wird  das  Studium  dieser 
Beziehungen  noch  dadurch  verwickelt,  dafs  hierbei  Kräfte,  welche 
nur  oder  doch  vorwiegend  in  einer  Richtung  wirken  und  mit 
derselben  im  Körper  fortgeleitet  werden,  auf  den  Energieinhalt 
von  erheblichem  Einfluls  sind,  während  allerdings  häufig  dagegen 
der  Einfluls  des  auf  die  Oberfläche  gleichmäfsig  wirkenden  Druckes 
vernachlässigt  werden  kann.  Das  theoretische  Studium  dieser 
Körper,  welches  im  wesentlichen  auf  eine  Verbindung  der  noch 
rein  mechanischen  Elastizitätslehre  mit  der  Wärmemechanik 
hinausläuft,  ist  z.  Z.  kaum  angebahnt  und  hat  jedenfalls  noch 
keine  nennenswerten  praktisch  brauchbaren  Folgerungen  gezeitigt,, 
so  dafs  wir  für  diese  Körper  zunächst  vollständig  auf  empirische 
Grundlagen  angewiesen  sind. 

Indessen,  wenn  wir  auch  alle  diese  Probleme  als  gelöst  be- 
trachten, so  bleiben  noch  genug  Hindernisse  für  die  als  Ziel  aller 
unserer  Untersuchungen  uns  vorschwebenden  Vorausberechnung 
des  Verlaufes  von  Zustandsänderungen  bestehen.  Vor  allem  gilt 
dies  von  der  Berechnung  der  äufseren  Arbeit  L,  welche  nur 
möglich  ist,  wenn  wir  den  Zusammenhang  zwischen  dem  Ober- 
flächendruck und  dem  momentanen  Volumen,  bzw.  bei  festen 
Köi-pem  zwischen  der  äufseren  Kraft  und  der  ihr  entsprechenden 
Formänderung  kennen.  Dieser  Zusammenhang  braucht  übrigens 
—  und  darin  liegt  für  praktische  Zwecke  eine  grofse  Erleich- 
terung —  nicht  analytisch  gegeben  zu  sein;  es  genügt  vielmehr 
hierfür  vollkommen  ein  empirisch  gegebenes  Diagramm,  wie  es 
z.  B.  der  Indikator  an  der  Dampfmaschine  oder  das  Schreibzeug 
einer  Festigkeitsmaschine  aufzeichnet,  und  dessen  Flächeninhalt 
zwischen  zwei  Ordinaten  und  der  Abszissenachse  ein  Mafs  für 
die  äufsere  Arbeit  bildet. 

Setzen  wir  einen  allseitig  gleichen  Druck  auf  eine  (elastische) 
Flüssigkeit  voraus,  so  nimmt  das  Arbeitselement,  wie  wir  schoa 
in  §  4  Gl.  (10)  gesehen  haben,  die  Form 

dL=pdV 

an,  wofür  wir  auch  unter  Einführung  des  spezifischen  Volumens 
7 


""=0 


dL  =--  Opdv (5) 
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schreiben  dürfen.  Damit  aber  geht  unsere  statische  Gl.  (la) 
über  in 

dQ  =  ÄG{dU-\'pdv)      .....      (6), 

worin  U  nach  Gl.  (4a)  als  Funktion  von  zweien  der  drei  Varia- 
bein p,  V,  T  gegeben  sein  kann.  Denken  wir  uns  zuerst  den 
Druck  mit  Hilfe  der  Zustandsgieichung  eliminiert,  so  folgt  für 
das  totale  Differential  von  TJ 


-=(m-+p,- 


Führen  wir  dann  diesen  Ausdruck  in  die  Gl.  (6)  ein  und  ordnen 
dieselbe  nach  den  Differentialen,  so  folgt 

Die  Zustandsänderung  möge  weiterhin  bei  konstantem  Vo- 
lumen erfolgen;  alsdann  verschwindet  das  Differential  dv  und 
wir  erhalten  aus  (6a) 


'^«  =  ^«(l?)/^- 


Nun  ist  ganz  allgemein  für  derartige  Zustandsänderungen 

dQ  =  CvGdT, 

worin  Ct.  die  spezifische  Wärme  des  betrachteten  Kör- 
pers bei  konstantem  Volumen  bedeutet,  über  deren  Ver- 
änderlichkeit wir  keinerlei  Voraussetzungen  (wie  im  vorigen 
Paragraphen)  zu  machen  brauchen.  Durch  Vergleich  der  letzten 
beiden  Formeln  folgt  schliefslich 


(7) 


Das  ist  schon  eine  der  oben  in  Aussicht  gestellten  Formeln, 
welche  uns  über  das  Verhalten  des  Energieinhaltes  U  bzw.  über 
den  Zusammenhang  desselben  mit  anderen  physikalischen  Gröfsen, 
welche  einer  Messung  zugänglich  sind,  Aufschlufs  gewähren 
können.  Zu  einer  zweiten  Gleichung  gelangen  wir  alsdann  unter 
Elimination  von  v  aus  der  Gleichung  für  U  mit  Hilfe  von 


-=(m"+(f).^^ 
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und  der  analog  gebildeten  Formel 

Setzen  wir  diese  Ausdrücke  in  (6)  ein,  so  folgt 

und  für  eine  Zustandsänderung  bei  konstantem  Druck  in- 
folge des  Verschwindens  von  dp 

Nun  gilt  aber  für  diese  Zustandsänderung 

dQ  =  CpGdT 

mit  der  spezifischen  Wärme  Cp  des  betrachteten  Kör- 
pers bei  konstantem  Druck,  so  dafs  wir  auch  schreiben 
dürfen 

-\a+'(m-- <«> 

In  dieser  zweiten  Formel  für  den  Zusammenhang  zwischen 
dem  Energieinhalt  des  Körpers  mit  der  spezifischen  Wärme  bei 

konstantem    Druck  erscheint   noch    die  Gröfse  (^)   ,    welche 

dem  Ausdehnungskoeffizienten  «  direkt  proportional  ist.  Die 
Aufstellung  weiterer  Gleichungen  behalten  wir  uns  für  später 
vor  und  gehen  jetzt  unmittelbar  zur  Untersuchung  des  Verhaltens 
spezieller  Körper  über. 

§  6.    Umkehrbare  Zustandsänderungen  Yollkommener  Gase. 

Der   Energieinhalt    des    vollkommenen    Gases.     Versuch    von   Joule. 
Umkehrbare  Zustandsänderungeö :  Isotherme,  Adiabate   und  Polytrope. 
Indizierte  Arbeit   und   mittlerer  Druck   in   Maschinenzylindern.    Kon- 
struktion der  Polytropen. 

Unter   einem   vollkommenen  Gase   verstehen   wir   ein 
solches,  welches  dem  Gasgesetz  von  Boyle-Gay-Lussac 

pv  =  RT (1) 


4H       ^^P'  ^  ^>^  Eoerglepriiuap  n.  d.  stot  Verhalten  ToUkomm.  Gase. 

genügt,  Diefles  Geisetz  haJtjen  wir  in  §  2  aus  der  Vorstellong 
abgeleitet,  dab  das  Gas  ans  einer  sehr  groDsen  Zahl  sehr  kleiner 
Moleküle  besteht,  welche,  ohne  aufeinander  Kraftwirkungen  aus- 
zuü(>en,  sich  mit  allen  möglichen  Geschwindigkeiten  durcheinander 
bewegen.  Die  beiden  spezifischen  Wannen  eines  solchen  Kör- 
pers Cp  und  Cv  setzen  wir  in  Übereinstimmung  mit  der  Erfahrung 
als  konstant  voraus,  ohne  indessen  über  ihren  Zusanmienhang 
irgendwelche  Annahme  zu  machen.  Auf  dieser  Grundlage  wollen 
wir  nun  das  gesamte  thermische  Verhalten  der  vollkommenen 
Gase  zu  entwickeln  versuchen  und  bestimmen  zunächst  den 
Knergieinhalt  ü.  Für  denselben  stehen  uns  die  beiden  GL  (7) 
und  (8;  des  letzten  Paragraphen  zur  Verfügung,  welche  aber 
noch  nicht  ohne  weiteres  Verwendung  finden  können.  Statt  der 
in  denselben  vorkommenden  partiellen  Differentialquotienten  nach 
der  Temperatur  wollen  wir  diejenigen  nach  dem  Volumen  .und 
dem  Drucke  genommenen  durch  die  mathematisch  evidenten 
Formeln 


einführen,    womit   die   Gl.  (7)  und  (8)  des   letzten  Paragraphen 
übergehen  in 

C-if 

j 


(3) 


lbü\   lbp\ 
\bpj„\dT}„ 

Nun  ist  aber  wegen  (1) 

80  daTs  wir  auch  statt  (3)  schreiben  können 

/öZ7\    CvV 

[bpjv  ^  AR 
lbü\        Cr,-— AR 


bvlp~       AR      ^ 


(3a) 


Setzen  wir  diese  Ausdrücke  in  die  Gleichung 
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ein,  so  folgt 

dü^^^vdp+'^^päv    ....      (5) 

Der  Ausdruck  rechts  wird  nun  sofort  zu  einem  vollständigen 
Differential,  wenn  zwischen  den  Konstanten  die  Beziehung 

Cp—Cv  =  AB (6) 

besteht,  welche  wir  schon  in  §  4  aus  der  kinetischen  Auf- 
fassung des  Gaszustandes  entwickelt  haben.  Alsdann  dürfen 
wir  statt  (5)  kürzer  schreiben 

dU=^d(pv)=  JdT     .    .    .    .    (5a) 

und  erhalten  schlielslich  durch  Integration  unter  Einführung 
zweier  Konstanten  für  einen  willkürlich  gewählten  Anfangszußtand 

Ä{ü--üo)  =  Cv(T^To) (7) 

Der  in  dieser  Formel  enthaltene  Satz,  dafs  der  Energie- 
inhalt eines  vollkommenen  Gases  proportional  mit 
seiner  absoluten  Temperatur  zunimmt,  deckt  sich  so 
vollkommen  mit  unserer  molekularen  Anschauung  dieser  Körper- 
gattung, dafs  wir  die  Gl.  (7)  auch  unmittelbar  hätten  hinschreiben 
können,  wie  es  am  Schlüsse  des  §  4  zur  Bestimmung  der  Ver- 
hältnisse Cp  :  Cv  in  der  Tat  auch  geschehen  ist.  Führen  wir  unser 
Ergebnis  bzw.  den  Differentialausdruck  (5  a)  in  die  allgemeine 
(statische)  Gleichung  (la)  §  5 

dQ  =  A{Gdü  +  dL) 

ein,  so  geht  dieselbe  für  vollkommene  Gase  über  in 

dQ=GcvdT  +  ÄdL       (8) 

bzw.  in 

Q=Gcv{T-To)  +  AL (8a) 

In  dieser  Form  kann  unsere  Folgerimg  leicht  auf  ihre  Überein- 
stimmung mit  der  Erfahrung  geprüft  werden,  und  zwar  nach 
einer  von  Joule  zuerst  angewandten  Methode.  Denkt  man 
sich  nämlich  zwei  luftdichte  Gefälse  A  und  B  durch  eine  Leitung 
verbunden,  welche  durch  einen  Hahn  H  gesperrt  werden  kann^ 
füllt  dann  das  Gefäfs  A  mit  der  Luftmenge  G  von  einer  gewissen 
Spannung  und  der  Temperatur  Tq,  während  das  andere  Gefäfs  B 
entleert  wird,    so  strömt  nach  Öffnung  des  Hahnes  H  offenbar 
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80  viel  Luft  von  Ä  nach  J5,  biß  in  beiden  Gefäfsen  derselbe 
Druck  herrscht.  Da  hierbei  keine  äufeere  Arbeit  geleistet  wird, 
80  gilt  für  den  Vorgang  statt  (8  a)  die  vereinfachte  Gleichung 

Q  =  Gcr(T-To) (8b) 

Wird  nun  von  aufsen  keine  Wärme  zu-  oder  abgeleitet,  d.  h. 
ist  Q  =  0,  so  mufs  auch  die  Endtemperatur  T  gleich  der 
Anfangstemperatur  Tq  sein,  wenn  unsere  Gleichung  richtig  ist. 
In  der  Tat  konnte  Joule,  als  er  die  Überströmung  zwischen 
beiden  in  ein  Wasserbad  nach  Fig.  8  eingetauchten  Gefäfsen 
vor  sich  gehen  liefs,  keine  Temperaturänderung  des  Wassers 
feststellen  und  schlofs  dai-aus  sofort,  dafs  der  Energieinhalt  eines 
vollkommenen  Gases  von  seinem  Volumen  unabhängig  sei.  Nach 
unserer  kinetischen  Auffassung  des  Gaszustandes  ist  dieses 
Resultat  so  gut  wie  evident,  da  nach  Öffnung  des  Hahnes  die 
Luftmoleküle  mit  ihrer  Molekulargeschwindigkeit,  welche  der 
Temperatur  des  Gases  in  Ä  entspricht,  nach  B  übertreten  und 
diese  Geschwindigkeit,  da  keine  Arbeit  abgegeben  wird,  dort 
beibehalten  müssen,  während  der  Druck  einfach  mit  der  Zu- 
nahme des  spezifischen  Volumens,  d.  h.  mit  der  Abnahme  der 
Molekülzahl  in  der  Volumeinheit  sinkt. 


Fig.  8. 


Fig.  9. 


Mit  Hilfe  der  Gl.  (8)  ist  es  nun  leicht,  das  Verhalten  der 
(xase  bei  den  verschiedenen  Zustandsänderungen  näher  zu 
studieren.  Wir  wollen  zunächst  nur  solche  stat-ische  Änderungen 
voraussetzen,  bei  denen  ein  gleichmäfsiger  Druck  auf  der  Ober- 
fläche der  Gasmasse  lastet.  Praktisch  können  wir  dies  am  ein- 
fachsten dadurch  realisieren,  dafs  wir  das  Gas  in  einen  Zylinder 
einschliefsen ,  in  dem  ein  gasdichter  Kolben  axial  hin-  und 
herbewegt  werden  kann  und  dessen  Belastung  pro  Flächen- 
einheit in  jedem  Augenblicke  dem  Gasdrucke  p  gleich  ist 
(Fig.  9).     Alsdann  ist  nach  Gl.  (10)  in  §  4  mit  y  =  Gv 
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dL=^pdV:=  Gpdv 
:äu  setzen,  und  wir  haben  statt  (8) 

dQ  =  GicvdT-j-Apdv) (9) 

Soll  sich,  nunmehr  das  im  Zylinder  eingeschlossene  Gas  unter 
Überwindung  des  auf  dem  Kolben  lastenden  Druckes  so  aus- 
dehnen, dafs  seine  Temperatur  sich  nicht  ändert,  so  sprechen 
wir  von  einer  isothermischen  Expansion,  bzw.  wenn  der 
Kolben  unter  dem  äufseren  Druck  das  Gas  ohne  Temperatur- 
änderung verdichtet,  von  einer  isothermischen  Kom- 
pression. Beiden  Vorgängen  genügt  die  Gl.  (9),  wenn  wir  in 
•derselben  d  T  =  0  setzen,  so  dafs  wir  erhalten 

dQ=  AGpdv .     (10) 

Diese  Gleichung,  welche  schon  erkennen  lälst,  dafs  bei  iso- 
thermischen Zustandsänderungen  von  Gasen  die 
von  aufsen  zugeführte  Wärme  der  vom  Gase  ge- 
leisteten Arbeit  äquivalent  ist,  wird  aber  erst  integrabel 
nach  Elimination  einer  der  beiden  Veränderlichen  p  und  v. 
Diese  gelingt  uns  sofort  mit  Hilfe  der  Zustandsgieichung  (1), 
welche  für  eine  konstante  Temperatur  Tq  auf 

pv  =  RT,=poVo (11) 

führt,  unter  Pq  v^  die  einem  Anfangszustande  entsprechenden 
Werthe  p  und  v  verstanden.  Trägt  man  die  Drucke  p  als  Ordi- 
naten  an  die  Abszissen  v  in  einem 
rechtwinkligen  Achsensystem  ein,  so 
erhält  man  im  sog.  Druckvolumen- 
diagramm für  innere  Zustandsände- 
rung  nach  (11),  eine  gleichseitige  Hy- 
perbel, die  sog.  Isotherme,  deren 
in  Fig.  10  schraffierter  Flächeninhalt 
zwischen  den  beiden  Ordinatenjpo  undjp 
oberhalb  der  Abszissenachse  die  voii 
der  Gewichtseinheit  geleistete  Arbeit 


Fig.  10. 


L 
G 


dv 


=  ^pdv  =  PqVq  j  —  =  jPo ^0  Ign  ^'     •         •     (12) 

Po  Vo  ^ 

^angibt.     Damit  folgt  aber  auch  aus  (10)  die  Wärmezufuhr 

Q  =  ^OpqVq  Ign         

4- 


(13) 
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welche,  wie  man  sofort  aus  dem  Vorzeichen  des  Logarithmus^ 
schliefsen  kann,  für  v  >  Vq,  d.  h.  für  die  isothermische 
Expansion  positiv  ist,  während  für  r  <  %  d.  h.  bei 
isothermischer  Kompression  Wärme  abgeleitet 
werden  muls. 

Denken  wir  uns  das  im  Zylinder  eingeschlossene  Gas  zu- 
nächst einmal  vom  spezifischen  Volumen  v  auf  Vq  isotherm  ver- 
dichtet, so  haben  wir  die  Wärmemenge  (13)  abgeleitet.  Lassen 
wir  den  Kolben  nunmehr  unter  Wiederaufnahme  der  vorher  auf  da» 
Gas  übertragenen  Arbeit  L  zurückkehren,  so  expandiert  das  Gas 
und  wir  müssen  ihm,  damit  der  Vorgang  wieder  isotherm 
verläuft,  die  vorher  entzogene,  der  Arbeit  (12)  selbst  äquivalente 
Wärme  (13)  wieder  zuführen.  Hieraus  erkennen  wir,  dafs 
isotherme  Zustandsänderungen  von  Gasen  nicht  nur 
ein  Mittel  darbieten,  um  Arbeit  in  Wärme,  sondern 
auch  umgekehrt,  um  Wärme  in  mechanische  Arbeit 
überzuführen,  wobei  theoretisch  kleine  Verluste  zu  erwarten 
sind.  Infolgedessen  bezeichnen  wir  derartige  Zustandsänderungen 
auch  als  umkehrbare,  eine  Eigenschaft,  die  sie  mit  einer 
Anzahl  anderer  z.  ß.  den  bei  konstantem  Drucke  bzw.  Volumen 
verlaufenden  teilen  und  die  sowohl  in  theoretischer  Hinsicht 
als  auch  für  die  technische  Verwendung  der  Vorgänge  von 
grofser  Bedeutung  ist.  Es  sei  gleich  hier  bemerkt ,  dafs  man 
isothermische  Vorgänge  praktisch  mit  grofser  Annäherung  da- 
durch erzielen  kann,  dafs  man  die  Zylinderwandungen  aus  einem 
die  Wärme  sehr  gut  leitenden  Materiale  herstellt  und  sie  mit 
einem  sehr  grofsen  Körper  u^ngibt,  welcher  seine  Temperatur 
durch  die  Aufnahme  oder  Abgabe  der  in  Frage  stehenden 
Wärmemengen  nur  wenig  ändert.  Aufserdem  mufs  man  die 
Kompression  bzw.  die  Expansion  sehr  langsam  vollziehen,  was 
schon  durch  die  Vernachlässigung  der  Geschwindigkeitsglieder 
(vgl.  Gl.  (1)  und  (la)  des  vorigen  §)  in  der  vorstehenden  Ent- 
wicklung geboten  erscheint. 

Eine  weitere  umkehrbare  Zustandsänderung  von  grofser 
praktischer  Bedeutung  erhalten  wir,  wenn  wir  uns  die  Expansion 
oder  Kompression  in  einem  Zylinder  aus  wärmedichtem  Material 
vollzogen  denken.  Da  hierbei  kein  Wärmeaustausch  mit  der 
Umgebung  möglich  ist,  so  bezeichnet  man  derartige  Zustands- 
änderungen   als   adiabatische   (d.  h.    »undurchläfsig«).      Das- 
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Ziel  unserer  Untersuchung  bildet  hier  die  Gestalt  der  Zustands- 
kurve  im  Druck- Volumendiagramm  und  die  bei  einer  Zustands- 
ilnderung  geleistete  bzw.  aufzuwendende  Arbeit.  Zu  diesem  Zwecke 
greifen  wir  wieder  auf  die  Gl.  (9)  zurück,  welche  unserer  neuen 
Voraussetzung  entsprechend  mit  dQ  =  0  in 

CvdT-{-  Apdv  =  0 (14) 

übergeht.  Die  Temperatur  eliminieren  wir  hieraus  mit  Hilfe  der 
2ustandsgleichung  (1),  welche  durch  Differentiation 

jm       pdv  +  vdp 
"^^  -  E 

ergibt.     Damit  nimmt  Gl.  (14)  die  Form 

{Cv  +  AR)  pdv  +  Cv  vdp  =  0 

an,  für  die  wir  mit  (6)  auch  kürzer 

Cppdv -\- Cyvdp  =  0 (15) 

als  Differentialgleichung  der  gesuchten  Zustandskurve,  der  sog* 
Adiabate,  schreiben  dürfen.  Setzen  wir  nun  noch  zur  weiteren 
Abkürzung 

t^'' (^«) 

und  integrieren  von  einem  durch  PqVq  gegebenen  Anfangszustande 
AUS,  so  erhalten  wir 

V  p 

^0  Po 

oder 

pv^=PoVo^- (17) 

als  Gleichung  der  Adiabate  im  Druck- Volumendia- 
gramm, wie  sie  von  Poisson  zuerst  aufgestellt  wurde.  Ver- 
binden wir  dieselbe  mit  dem  Gasgesetz  (1)  und  eliminieren  aus 
beiden  einmal  den  Druck  p,  dann  das  Volumen  v,  so  ergeben 
sich  noch  zwei  weitere  Gleichungen  der  Adiabate 

x-l  x-l  ^^  ^— ^ 

Tv       =  T^Vq       und  Tp  ^    =  TqPq  '^    •     •     (17a), 

aus  denen  die  Änderung  der  Temperatur  mit  derjenigen  des 
Volumens  bzw.  des  Druckes  entnommen  werden  kann.    Mit  Hilfe 
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der  Poissonschen  Gl.  (17)  gelingt  es  nunmehr  auch,  die  einer  adia- 
batischen  Zustandsänderung  entsprechende  Arbeit  zu  berechnen^ 
und  zwar  ergibt  sich  für  die  Gewichtseinheit 

oder  auch  wegen  (17) 


Tj  __  l?o«^o|/voV__^. 


1  — >«  l\i>o/ 


1       .     .     (18). 


G-l^.\T-^P=r^-x^^-^o)     .     .     (18a> 


bzw.  wegen  (17a)  mit  Rücksicht  auf  das  Gasgesetz  (1) 

'k-n^i^     \  _    ■? 

Berücksichtigen  wk  femer  noch,  dals 

J.  E  =  Cp  —  Cv  =  Cv  (x  —  1) 
ist,  so  dürfen  wir  statt  (18a)  auch  kürzer  schreiben 

L=^~Gc^(T^-T)=:a(JJ^-V),    .     .     (18b) 

Aus  diesen  Formeln  geht  zunächst  hervor,  dafs  die  Tem- 
peratur auf  der  Adiabate  mit  wachsendem  Drucke,  d.  h.  bei  der 
Kompression  steigt  und  mit  zunehmendem  Volumen,  also  bei 
der  Expansion  sinkt,  und  weiterhin,  dafs  für  v  >  Vq,  die  Expan- 
sionsarbeit positiv,  für  V  <  Vq  die  Kompressionsarbeit  dagegen 
negativ  ist.  Besonders  wichtig  in  thermischer  Beziehung  erscheint 
dagegen  noch  die  Gl.  (18b),  aus  weicher  hervorgeht,  dafs  die 
der  adiabatischen  Zustandsänderung  eines  Gases 
entsprechende  Arbeit  ^unmittelbar  der  Änderung 
des  Energieinhaltes  gleich  ist. 

Die  vorstehend  untersuchten  Zustandsänderungen  können 
auch  als  besondere  Fälle  einer  allgemeineren  angesehen  werden^ 
auf  welche  Zeuner  zuerst  hingewiesen  hat.  Da  wir  von  der- 
selben später  ebenfalls  Gebrauch  machen  werden,  so  wollen  wir 
sie  gleich  an  dieser  Stelle  kurz  betrachten.  Wir  erinnern  zu 
diesem  Zwecke  zunächst  daran,  dafs  für  die  Isotherme  eine  end- 
liche Wärmemenge  zu-  oder  abgeführt  werden  mulste,  ohne  dafs 
die  Temperatur  eine  Änderung  erfuhr.     Der  Differentialquotient 
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den  wir  allgemein  als  die  spezifische  Wärme  bezeichneten,  wird 
demnach  für  die  Isotherme  mit  dT  =  0  unendlich  groCs,  während 
er  für  die  Adiabate  mit  dQ  =  0  bei  endlicher  Temperaturände- 
rung verschwinden  muls.  Im  Anschluls  an  diese  Tatsachen 
können  wir  nunmehr  die  Frage  nach  allen  denjenigen  Zustands- 
kurven  aufwerfen,  welchen  eine  konstante,  sonst  aber 
nicht  weiter  definierte  spezifische  Wärme  c  zukommt. 
Wegen  der  zu  erwartenden  Mannigfaltigkeit  des  Ergebnisses 
wollen  wir  derartige  Zustandsänderungen  mit  Zeuner  als  poly- 
tropische  bezeichnen.  Wir  setzen  also  in  die  für  Gase  all- 
gemein gültigen  Gl.  (9) 

dQ  =  GcdT (19) 

und  erhalten  sofort 

(c  —  Cv)  dT  =  ApdVy 

oder  wegen  BdT  -=  pdv  -f-  vdp 

{c  —  Cv)  {pdv  -\-  vdp)  =  ÄRpdv 
Nun  ist  aber  ÄR  =  Cp  —  Cv,   mithin  lautet  die  Differential- 
gleichung der  gesuchten  Polytrope 

(c  —  Cp)  pdv  +  (c  —  Cv)  vdp  =  0  .  .  .  .  (20) 
In  dieser  Gestalt  ist  sie  mit  (15)  formal  identisch,  so  dafs  auch 
ihre  Integration  ebenso  wie  bei  der  Adiabate  durchführbar  sein 
wird.     Mit  der  Abkürzung 

C  —  Cp 

C   •—~  Cy 

erhalten  wir  sodann  aus  (20) 

V  p 

/ii  Ign h  Ign  —  =0 

^       ^        Vq^      ^        Pq 

oder 

pvf^^PoVof^ (22), 

also  eine  mit  der  Adiabate  formal  übereinstimmende  Gleichung 
und  in  der  Tat  wird  mit  c  =  0  der  Exponent  ^t  =    -  =  x.    Folg- 

Cv 

lieh  gelten  auch  die  den  Formeln  (17a)  entsprechenden  Glei- 
chungen 

Tv  =  TqVq^  und  Tp  ^  =  TqPq  ^  .  (22a) 
für  die  Temperaturänderungen  längs  der  Polytrope  und  schliefs- 
Jich  ergibt  sich  noch  die  Arbeit  zu 


:/e    .......     .     (21) 
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i-i^i(?r-'hi?^i(^r-i'-'- 

oder  nach  Einführung  der  Temperaturen  mit  Hilfe  von  (22a) 
sowie  unter  Beachtung  von  (21) 

AL=G  {c  —  Cv)(T—To) (23a) 

während  die  Wärmezufuhr  nach  Voraussetzung 

q  =  Gc{T^T^) (24) 

ist.  Die  Differenz  Q  —  AL  entspricht  denn  auch  der  Zunahme 
des  Energieinhaltes  AiJJ —  JJq)  =Cv{T —  Tq)  während  der  poly- 
tropischen Zustandsänderung.  Dafs  übrigens  auch  die  Isotherme 
einen  Spezialfall  der  Polytrope  bildet,  erkennt  man  aus  der 
Umkehrung  der  Gl.  (21),  welche  auf  die  spezifische  Wärme 

-^i^ (^'«) 

führt.  Diese  aber  wird  mit  ^  =  1,  entsprechend  pv  =^PqVq  un- 
endlich groJb.  Im  allgemeinen  kann  die  spezifische  Wärme  c 
der  Polytropen  jeden  beliebigen  Wert  von  — oo  bis  -|-oo  an- 
nehmen, wobei  dann  fi  die  folgende  Skala  durchläuft 

f  ür  c  =  —  CO  ,    (.1=:  -\-i        und  fürc  =  4-'»>    A^  =  +l 

»C=  —  Cv  ,      /il  =         ^  >         »      c  =  -\-  Cv  ,      (LI  =  J_  CO 

»C  =  0  y      f.1  =  X  »         »c  =  0  y      ^  =z  y.. 

Daraus  erkennt  man,  dafs  für  Gase  auch  die  Kurven  konstanten 
Druckes  und  Volumens  als  Polytropen  zu  betrachten  sind.  In 
Fig.  11  haben  wir  dieselben  neben  der  Isotherme  und  der 
Adiabate  für  einen  Ausgangspunkt  pqVq  in  das  Druckvolumen- 
diagramm eingetragen.  Alle  diese  Kurven  stellen  offenbar  um 
kehrbare  Zustandsänderungen  dar,  da  es  nur  der  Rückleitung 
derselben  Wärmemenge  bedarf,  um  auch  die  vorher  aufgewen- 
dete Arbeit  wieder  zu  gewinnen.  In  der  Technik  spielt  nun 
dieser  Umsatz  von  Wärme  in  Arbeit  eine  grofse  Rolle,  dabei 
liegt  aber  fast  immer  die  Aufgabe  vor,  kontinuierlich  immer  neue 
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Oasmengen  der  Zustandsänderung  zu  unterwerfen.  Dies  setzt 
voraus,  dafs  man  den  Arbeitsraum  immer  wieder  füllt  und  entleert, 
um  Platz  für  die  neue  Füllung  zu  gewinnen.  Dabei  ist  zu  be- 
achten, dafs  auch  die  Füllung  und  Entleerung  mit  Arbeits- 
leistungen verbunden  sind,  welche  zu  derjenigen  der  reinen 
Zustandsänderung  sich  algebraisch  addieren.  Denken  wir  uns 
z.  B.  das  Gas  wieder  in  einen  Zylinder  eingeschlossen,  so  werden 


Fig.  11. 


Fig.  12. 


die  Kolbenabstände  von  der  hinteren  Wand,  an  welche  der 
Kolben  im  äufsersten  Falle  gerade  genau  anstolsen  möge,  dem 
spezifischen  Volumen  direkt  proportional  sein.  Wir  füllen  nun 
den  Zylinder  aus  einem  grofsen  Reservoire  mit  G  kg  des  Gases 
vom  Zustande  jPo^O)  welches  den  Kolben  unter  Leistung  der 
Arbeit  Lq  =  GpqVq  vor  sich  herschiebt.  Diese  Arbeit  wird  in 
Fig.  12  durch  das  Rechteck  OvoPoPo  dargestellt.  Alsdann  lassen 
wir  polytropisch  expandieren  bis  auf  einen  Druck  p,  dem  das 
spezifische  Volumen  v  entsprechen  möge;  die  hierbei  gewon- 
nene Arbeit  Jv,  welche  der  Fläche  VQvppo  entspricht,  ist  durch 
(23)  gegeben.  Schlief slich  entleeren  wir  bei  der  Rückkehr  des 
Kolbens  den  Zylinder,  indem  wir  den  Gegendruck  p  eines 
zweiten  grofsen  Reservoirs  überwinden,  also  unter  Zurückgabe 
der  Arbeit  Li  =  Gpv,  welche  dem  Rechtecke  Ovpp  in  unserer 
Figur  entspricht.  Die  Gesamtarbeit,  welche  bei  diesem  einen 
Vorgange  vom  Gase  auf  den  Kolben  übertragen  wurde,  ergibt 
sich  demnach  zu 


Li 


Lo  +  L  ^  L, 
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oder 


Nun  ist  aber 


oder  wegen  (22) 


l^ot^o  —PV  =  —PoVo  \{y] 


so  dafs  wir  für  die  Gesamtarbeit  schliefslich  erhalten  i) 

Befestigt  man  am  Zylinder  einen  sog.  Indikator,  dessen  Trommel 
mit  Schreibpapier  bespannt  proportional  dem  Kolbenwege  ge- 
dreht wird,  während  der  Schreibstift  senkrecht  dazu  dem 
Drucke  proportionale  Ausschläge  vollzieht,  so  erhält  man  ein  • 
der  Fig.  12  entsprechendes  Indikatordiagramm.  Definieren  wir 
den  effektiven  mittleren  Druck  während  des  Vorgangs  pm ,  welcher 
der  Höhe  des  flächengleichen  Rechtecks  von  der  Basis  v  ent- 
spricht, durch 

Li  =    GpmV, 

so  haben  wir  auch 

P         /e— l|\p/  I  ^       ^ 

Nun  kommen  in  der  praktischen  Technik  fast  ausschlielslich 
Polytropen  vor,  deren  Exponenten  /n  zwischen  1  und  x  =  1,41 
schwanken.  Zur  Erleichterung  der  Arbeitsbestimmung  sind  daher 
für  fii  =  1,  1,1,  1,2,  1,3  und  1,41  in  der  nachstehenden  Tabelle  IV 
die  Verhältnisse  pm  :  V  sowie  Tq  :  T  für  verschiedene  Werte  von 
Pq  :  p  berechnet  worden.  Zur  Verwendung  dieser  Tabelle  werden 
uns  die  Beispiele  des  nächsten  Paragraphen  hinreichend  Gelegen- 
heit bieten. 


^)  Gl.  (25)  hätten  wir  auch  direkt  durch  Ausführung  der  Integration 

p 
Li  =:  G  ^  vdp 


Po 

unter  Zuhilfenahme  von  (22)  erhalten  können. 
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Jedenfalls  erkennt  man  aus  den  Werten  dieser  Tabelle,  daf& 
für  ein  gegebenes  Druckverhältnis 

—  =  « 

P 
und  vorgeschriebenen  Anfangszustand  p  v  der  Mitteldruck  und 
mit   ihm  die  Arbeit  um  so  mehr  ansteigt,   je  gröfser   der  Ex- 
ponent fi  gewählt  wird.    Dies   läfst   sich   auch  ganz    allgemein 
zeigen,  wenn  wir  der  Kürze  halber 

^ =  a;  also  LI  =  z 

f.1  ^         1  —  X 

setzen  und  damit  den  Exponentialausdruck   in  eine  Reihe 

Li    _  a^—1  _  Ign«  (Ign«)^  (Igno)^    , 

Gpv-       X       -     1!     "^"^      2!      "T"^       3!      "T" 

entwickeln,  welche   offenbar  mit  zunehmendem  x  wächst.     Für 
X  =  —  CO,  entsprechend  /n  =  0,  verschwindet  diese  Reihe  bzw.  der 

—  CO 

Ausdruck = ;  da  für  diesen  Grenzfall  auch  daa 

X  OD 

Druckverhältnis  «  irrelevant  ist,  so  heilst  dies  nichts  anderes, 
als  dafs  sich  der.  Vorgang  auf  einer  Parallelen  pp  durch  dei> 
Punkt  p  V  zur  Volumenachse  bis  v  =  0  . 
und  danach  auf  der  Druckachse  bis  zu 
beliebiger  Höhe  abspielen  sollte  (Fig.  13).  ^ 
Natürlich  ist  dieser  Grenzfall  praktisch 
nicht  realisierbar,  da  immer  ein  meis- 
bares Endvolumen  nach  der  Verdichtung 
noch  vorhanden  sein  muls. 

Meistens  liegt  der  Fall  so,   dafs  der  Fig.  i3. 

Anfangs-  und  Endzustand  des  Gases  vor- 
geschrieben ist,  und  dann  ergibt  sich  der  Exponent  der  beide 
Zustandöpunkte    stetig    verbindenden    Polytrope    ohne   weitere» 
mit  der  Gl.  (22)  zu 

^*       Ignv  —  Ignvo 
Weitere    Punkte    der    Kurve    bestimmen    sich   daraus   mit 
Hilfe  eines  von  E.  ß  r  a  u  e  r  i)  angegebenen  Verfahrens  in  folgender 


V 


^)  E.  Brauer:  Konstruktion  gesetzmäfsiger  Expansionskurven 
von  der  allgemeinen  Form  pvf^  =  C,  Zeitschrift  des  Vereins  deutscher 
Ingenieure.   1885.    S.  433. 
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Weise.  Zieht  man  nämlich  in  Fig.  14  Parallele  zu  den  Achsen 
<iurch  die  beiden  Punkte  po  Vq  und  pVy  so  schneiden  dieselben 
/k        \  auf  den  Achsen  selbst  die 

Abschnitte  v — Vq  nndpo  — p 
aus,  welche  in  den  Punkten 
Vq  bzw.  p  senkrecht  zu  der 
Ov  bzw.  der  0^- Achse  auf- 
getragen die  rechtwinklig- 
gleichschenkligen Dreiecke 
V  Vq  t/  und  p  Pq  p'  bestimmen. 
Die  Ecken  v'  und  p'  dieser 
Dreiecke  liegen  aber  auf 
je  einer  Geraden  Ov'  und 
Op'y  welche  mit  den  Achsen 
_  die  Winkel  ?   und   C  ein- 

schliefsen,  wobei  wegen  vvq  =  v'  vq  und  p po  =  p'  p 


^P^undtg?^^» 


oder  auch 


P 


l+tg§  =  ^undl  +  tgC  =  ^« 


(27) 


ist.  Da  nun  die  Punkte  po  vq  und  pv  auf  der  gesuchten  Poly- 
trope pv^  =  Po  vq^  liegen,  so  folgt  auch 

l  +  tgC=(l  +  tgS)^  .     .     -     .     .     (27  a:) 

Diese  Gleichung  gilt  aber  für  alle  Punkte  der  Polytrope,  deren 
Verlauf  somit  durch  die  beiden  Winkel  c  und  ^*  bzw.  die  beiden 
■Graden  Ov'  und  Op'  und  den  Ausgangspunkt  jpo  '^o  bestimmt  ist. 
Man  kann  daher  die  Konstruktion  der  gleichschenklig-recht- 
winkligen Dreiecke  zu  beiden  Seiten  der  Achsenabschnitte  Vq  v 
und  pPq  zwischen  den  Achsen  und  den  Geraden  Ov'  undOp'  fort- 
setzen, indem  man  z.  B.  die  Ordinate  pv  verlängert  bis  zum 
Schnitt  v"  mit  Ov'  und  dann  unter  dem  Winkel  45^  gegen  Ov 
■die  Linie  v"  Vi  zieht.  Geht  man  ebenso  vom  Punkte  pv  hori- 
zontal bis  zur  Achse  Ojp,  weiterhin  mit  der  Neigung  von  45^ 
gegen  dieselbe  bis  zum  Schnitte  p"  auf  der  Linie  Op'  und  zieht 
«chliefslich  durch  diesen  Punkt  p"  eine  Parallele  zur  Achse  Ov, 
so  wird  dieselbe  die  zur  vorher  gefundenen  Abszisse  Vi  gehörige 
Ordinate  in  einem  neuen  Kurvenpunkte  pi  Vi  schneiden.     Man 
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übersieht  leicht,  dafs  auch  die  anderen  Schnittpunkte  von  Ordi- 
naten  und  Abszissen  Polytropen  mit  gleichen  Exponenten  /«  zu- 
gehören, von  denen  wir  zwei  in  Fig.  14  punktiert  angedeutet 
haben,  so  dafs  durch  das  Brauersche  Verfahren  gleichzeitig  eine 
ganze  Schar  derartiger  Kurven  sich  ergibt. 

Ist  umgekehrt  der  Exponent  f.i  und  ein  Kurvenpunkt  Pq  vq 
gegeben,  so  kann  man  einen  Winkel,  z.  B.  i*,  willkürlich  wählen, 
und  bestimmt  dann  C  mit  Hilfe  von  (27  a),  worauf  das  Brauer- 
sche Verfahren  wieder  eine  beliebige  Zahl  von  Einzelpunkten 
<ier  gesuchten  und  der  benachbarten  Polytropen  liefelrt. 

§  7.    Theorie  der  Luftmaschinen. 

Oeschlossene  und  offene  Luftmaschiuen.  Ericsonscher  Kreisprozefs. 
Umwandlungsverhältnis  der  Wärme  in  Luftmaschinen.  Wirkung  des 
Regenerators.  Druckluftanlagen  mit  Vorwärmung.  Kaltluftmaschinen. 
Anordnung  und  Arbeitsprozefs  der  Lehmannschen  Heifsluftmaschine. 

Die  Entwicklungen  des  letzten  Paragraphen  setzen  uns  schon 
in  den  Stand,  den  Arbeitsvorgang  einer  Gattung  von  Maschinen 
zu  studieren,  welche  in  der  zweiten  Hälfte  des  19.  Jahrhunderts 
«ine  grolse  Rolle  spielten,  jetzt  aber  nur  noch  selten  zur  An- 
wendung gelangen.  Wenn  wir  diesen  Luftmaschinen  trotz- 
dem an  dieser  Stelle  eine  kurze  Erörterung  widmen,  so  geschieht 
dies  einmal  darum,  weil  ihr  Arbeitsprozefs  sich  mit  Hilfe  der 
bisher  vorgetragenen  Lehren  leicht  und  sicher  behandeln  lälst, 
also  ein  schönes  Anwendungsgebiet  physikalischer  Sätze  darstellt, 
dann  aber,  weil  zu  erhoffen  ist,  dafs  diesen  Maschinen  nach 
Überwindung  gewisser  praktischer  Schwierigkeiten,  die  wir  sehr 
bald  erkennen  werden,  noch  eine  Zukunft  bevorsteht. 

Wir  erinnern  uns  zunächst  an  die  Tatsache,  dafs  die  Luft 
{oder  irgend  ein  anderes  Gas)  Arbeit  zu  leisten  bzw.  aufzunehmen 
imstande  ist,  wenn  sie  aus  einem  Zustande  pi  Vi  T^  in  einen 
zweiten  P2  ^2  ^2  übergeht.  Mit  dem  ersten  Zustande  möge  sie 
nun  ein  Reservoir  (einen  sog.  Kessel)  Ki  verlassen  (Fig.  15),  in  dem 
der  Druck  pi  unverändert  aufrecht  erhalten  wird,  und  nach  der 
Zustandsänderung  in  einen  zweiten  Kessel  K^  mit  dem  eben- 
falls konstanten  Drucke  p2  übertreten.  Damit  diese  Drücke 
sich  nicht  ändern*,  ist  es  natürlich  notwendig,  dafs  dem  ersten 
Kessel  eine  der  entnommenen  gleiche  Luftmenge  G  unter  dem 
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Fig.  15. 


ursprünglichen  Drucke  pi  wieder  zugeführt  bzw.  aus  dem  zweiten 
Kessel  eine  der  zugeströmten  Menge  gleiche  mit  dem  Drucke  ^2 
wieder  entzogen  wird.  Es  muls  daher  neben  dem  sog.  Arbeits- 
zylinder Ca,  in  welchem  die  Luft  bei  der  Expansion  von  pi  auf 

P2  Arbeit  leistet,   ein  zweiter 
L  ^^^l«r      Kompressionszylinder  Og,  der 

""  wohl  auch  als  Verdränger- 
zylinder bezeichnet  wird,  vor- 
handen sein,  durch  welchen 
unter  Arbeitsaufnahme  die 
Luft  in  den  ersten  Kessel  zu- 
rückgeführt wird.  Der  Kom- 
pressorzylinder möge  nun  die 
Luft  mit  dem  Zustande  P2  v^  T3 
ansaugen  und  in  den  Zustand 
Pi  v^  T4  überführen.  Während 
der  Arbeitsleistung  bzw.  Ar- 
beitsaufnahme in  den  Zylin- 
dern findet  nun  meistens  keine 
Wärmezu-  oder  Abfuhr  statt,  so  dafs  diese  Vorgänge  adiabatisch 
verlaufen.  Würden  die  beiden  Zylinder  alsdann  dieselben  Di- 
mensionen besitzen  und  auch  in  den  Kesseln  keine  Wärme- 
aufnahme bzw.  Abgabe  seitens  der  Luft  erfolgen,  so  würde  der 
Prozefs  in  jedem  Zylinder  wegen  v^=V2,  T^=  ^2  bzw.  V4  =  Vi, 
24  =  Ti  genau  die  ümkehrung  des  im  anderen  verlaufenden  dar- 
stellen, also  aus  dem  ganzen  System  keine  Arbeit  gewonnen 
werden  können.  Sind  dagegen  die  Volumina  beider  Zylinder 
verschieden,  so  mufs,  damit  in  beiden  gleichzeitig  dieselbe  Luft- 
menge G  expandiert  bzw.  verdichtet  wird,  auch 

Ti  >  T4  und  T2  >  T3 
sein,  d.  h.  es  mufs  der  Luft  im  Kessel  Ki  die  Wärmemenge 

Qi  =  Gcp{Ti-T,) (1> 

zugeführt  und  im  Kessel  K2  die  Wärme 

Q2  =  Gcp{T2-T,) (2) 

entzogen  werden.  In  der  Praxis  geschieht  diese  Wärmezufuhr 
durch  Heizung  der  Luft  im  Kessel  Ki  entweder  unter  Umspülung 
des  von  der  Luft  G  durchströmten  Teiles  mit  einem  Heizkörper 
(z.  B.  den  Verbrennungsgasen  einer  Feuerung)  oder  auch  durch 
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Einleitung  von  meist  flüssigen  Brennstoffen  in  den  Luftraum 
selbst,  wo  sie  mit  dem  Sauerstoff  der  Luft  sich  chemisch  ver- 
binden und  durch  die  freiwerdende  Verbrennungswärme  das  Ganze 
erwärmen.  Dieser  letztere  Vorgang,  nach  dem  die  Maschinen 
wohl  auch  als  Verbrennungsmotoren  bezeichnet  werden  können, 
setzt  natürlich  voraus,  dafs  die  an  Stelle  der  vom  Arbeitszylinder 
nachher  ausgestolsenen  Verbrennungsgase  durch  Ansaugen  frischer 
Luft  im  Kompressor  ersetzt  werden,  so  dals  hierbei  ein  ge- 
schlossener Kreisprozefs  nicht  mehr  möglich  ist.  Man  unter- 
scheidet darum  wohl  auch  Luftmaschinen  mit  geschlossenem  von 
solchen  mit  offenem  Kreisprozefs  oder  kürzer  geschlossene 
und  offene  Luftmaschinen.  Die  letzteren  sind  übrigens 
bzw.  des  unteren  Druckes  p2  wegen  der  Luftentnahme  aus  der 
Atmosphäre  an  den  Atmosphärendruck  gebunden,  während  für 
geschlossene  Maschinen  dieser  Druck  beliebig  gewählt  werden 
kann.  Aufserdem  darf  nicht  übersehen  werden,  dafs  infolge  der 
Verbrennung  in  der  Luft  deren  physikalische  Eigenschaften  eine 
Änderung  erfahren,  die  sich  in  der  spezifischen  Wärme  Cp  geltend 
machen  dürfte.  Wir  wollen  darum  zunächst  von  der  inneren 
Verbrennung  hier  absehen  und  nur  noch  den  geschlossenen 
Vorgang  weiter  verfolgen.  Bei  demselben  wird  die  Wärme- 
entziehung im  Kessel  K2  gewöhnlich  durch  Umspülung  der  Luft- 
leitung mit  Kühlwasser  durchgeführt,  dessen  Zuflulstemperatur 
zugleich  die  tiefste  erreichbare  Lufttemperatur  im  Prozesse 
darstellt. 

Die  von  der  Maschine  nach  unserer  obigen,  im  wesentlichen 
von  Erics on  (1833)  vorgeschlagenen  Anordnung  geleistete 
Arbeit  Li  kann  nun  nach  dem  ersten  Hauptsatze  der  Wärme- 
mechanik  nichts  anderes  als  das  Äquivalent  der  Differenz  Qi  —  Q2 
der  zu-  und  abgeleiteten.j^Wärme  sein,  so  dals  wir  mit  (1)  und  (2) 
auch  haben 

ALi  =  Gcp(Ti-T^-^T2+T^)     ....     (3) 

So  wichtig  dieses  Ergebnis  vor  allem  durch  seine  Einfachheit 
ist,  so  reicht  es  doch  weitaus  noch  nicht  zur  Beurteilung  der 
Maschine  selbst  hin.  Diese  muls  vielmehr  an  das  Verhältnis  des 
Arbeitsäquivalentes  und  der  zugeführten  Wärme  anknüpfen,  die 
wir  uns  als  im  Brennstoff  käufliche  Energie  vorzustellen  haben 
und   deren   grölstmögliche  Ausnutzung,    d.  h.   Umwandlung    in 

Lorenz,  Techn.  Wärmelehre.  5 
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Arbeit  als  letztes  Ziel  den  lagenieuren  vorschwebt.  Dieses  Ver- 
hältnis aber  ergibt  sich  aus  unseren  obigen  Formeln  zu 

und  wird,  da  Ti  —  Tt>  T^  —  2s  sein  muls,  damit  Ä  Li  über- 
haupt positiv  sein  kann,  stets  einen  echten  Bruch  darstellen. 
Nun  ist  aber  auch 

Ta        U/  ^8 


(5), 


(6) 


80  dafs  wir  statt  (4)  einfacher  schreiben  dürfen 

Hieraus  erkennt  man,  dals  die  Umwandlung  der  zu- 
geführten Wärme  in  Arbeit  um  so  vollständiger 
wird,  je  gröfser  das  Druckverhältnis  ^i  :i?2  in  den 
beiden  Kesseln  ausfällt,  während  der  Absolutwert  der 
Drucke  selbst  gar  nicht  in  Frage  kommt  Daraus  folgt, 
dafs  man  den  Ericsonschen  Arbeitsprozefs  mit  irgend  einem 
Gas  auf  unendlich  verschiedene  Arten  bei  vorgelegten  Tempera- 
turen durchführen  kann,  je  nachdem  man  eine  der  beiden 
Pressungen  willkürlich  wählt. 

Im  übrigen  bietet  die  Berechnung  einer  solchen  Luft- 
maschine keine  Schwierigkeit.  Sieht  man  z.  B.  die  beiden  oberen 
Temperaturen  T^  und  ^4  durch  die  entsprechenden  des  Heizkörpers 
als  gegeben  an,  und  beachtet,  dafs  auch  die  tiefste  Temperatur 
Ts  durch  das  Kühlwasser  vorgeschrieben  ist,  so  folgt  aus  diesen 
dreien  zunächst  mit  (5)  die  Temperatur  T2  und  aus  (6)  das  theo- 
retische Umsetzungsverhältnis  der  zugeführten  Wärme.  Setzt 
man  nun  die  Gesamtleistung  der  Maschine  in  Pferdestärken 
(1  PS  =  75  Sek.-mkg  =  270000  mkg  pro  Stunde  =  637  WE  pro 
Stunde)  fest,  so  ergibt  (6)  weiterhin  die  zugeführte  Wärme 

«i  =  nz^, (6a) 

und   (1)   endlich   die  zur  Energieumwandlung  in  der  Maschine 
notwendigerweise  in  der  Zeiteinheit  zirkulierende  Luftmenge  G. 
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Beispielsweise  sollen  Heizgase  von  T^  =  1500  <*  (entspr.  r^  =  1227  ^  C) 
fioweit  ausgenützt  werden,  dafs  sie  mit  T^  =  500  <^  (entspr.  t^  =  227  °  0) 
in  einem  Schornstein  entlassen  werden,  während  Kühlwasser  von 
T,  =  285  °  (tj  =  -[- 12  ^)  in  ausreichender  Menge  zur  Verfügung  steht. 
Identifizieren  wir  diese  Temperaturen  mit  den  Grenztemperaturen  der 
in  der  Maschine  zirkulierenden  Luft,  was  theoretisch  wenigstens  möglich 
ist,  so  ergiht  sich  durch  (5)  sofort  die  Endtemperatur  der  adiahatischen 
Expansion  im  Arbeitszylinder 

r.  =  T.|  =  286.^  =  856o 

«ntspr.  T,  =  582 '  G  and  weiter  daa  Umsetzangsyerhaltnis 
ÄLi_         285  _ 

Soll  die  Maschine  nun  100  PSi  leisten,  so  entspricht  dies  einem  Wärme- 
ilquivalent  von  stündlich 

ALi  =  63700  WE, 

-erfordert  also  nach  (6  a)  eine  stündliche  Wärmezufuhr  von 
«i  =  ^cv^  148000  WE 

und  mit  Cp  CO  0,2^  eine  Luftzirkulation  von 

^  Qi  148000  ^_^  o^      , 

^  =  c,(T;ly,)  =  ö;24TiÖÖÖ~^^^^  P'^  ^*^°^^' 

oder  rd.  0,17  kg  pro  Sekunde.  Unter  der  weiteren  Voraussetzung,  dafs 
■die  Kolben  der  beiden  Zylinder  gleichzeitig  hin-  und  hergehen,  be- 
stimmt sich  das  Volumenverhältnis  der  Zylinder  gleich  demjenigen 
der  spezifischen  Luftvolumina  beim  Verlassen  des  Arbeitszylinders  und 
beim  Ansaugen  durch  den  Kompressor  zu 

Vi  ""  Gv^  ^  T,  ~"  285  "^ 

Denselben  Wert  besitzt  dann  auch  das  Verhältnis  der  Arbeiten  im 
Expansions-  und  Kompressorzylinder,  während  sich  das  Druckverhältnis 
-der  beiden  Kessel  nach  der  Tabelle  IV  aus  dem  Temperaturverhältnis 
Ti :  Tj  =  2,327  für  ^  =-■  x  =  1,41  zu 

^  =  18,4 
Pt 

«rgibt,  und  der  mittlere  Druck  in  beiden  Zylindern  gleich  grofs,  nämlich 

p„,  =  4,18  p, 
wird.  * 

5* 
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Aus  dem  vorstehenden  Beispiel  erkennt  man  übrigens  sofort^ 
dafs  der  Ericsonsche  Prozefs  noch  verbesserungsfähig  ist,  da  die- 
aus  dem  Arbeitszylinder  mit  einer  absoluten  Temperatur  von 
T2  =  855  ^  entweichende  Luft  sehr  wohl  imstande  wäre,  noch 
weiterhin  zur  Arbeitsleistung  herangezogen  zu  werden.  Dies^ 
kann  z.  B.  dadurch  geschehen,  dals  man  mit  ihr  den  oberen 
Kessel  einer  zweiten  Maschine  heizt,  anstatt  den  Wärmeüberschufs^ 
durch  das  Kühlwasser  ungenutzt  fortzuleiten.  Einfacher  noch 
erscheint  die  Vorwärmung  der  den  Kompressorzyhnder  mit  T4 
verlassenden  Luft  auf  T2  >  T^  durch  diese  Wärme,  wodurch  die- 
der  Maschine  von  aulsen  zuzuführende  Wärme  sich  auf 

Öl'  =  Gcp(Ti-T2) (7> 

ermäfsigt.  Man  hat  zu  diesem  Zwecke  nur  notwendig,  zwischen^ 
den  Kompressor  und  den  Heizkessel  einen  Wärmeaustausch  - 
ap parat  oder  Regenerator  einzuschalten,  in  welchem  die- 
vom  Arbeitszylinder  entweichende  Luft  ihren  Wärmeüberschufa 
an  die  den  Kompressor  verlassende  abgibt.  Nach  diesem  Wärme- 
austausch tritt  die  Luft  mit  der  Temperatur  T4  in  den  Kühlkessel,, 
wo  ihr  nur  noch  die  Wärmemenge 

Q2'  =  Gcp{T^^T^) (8> 

zu  entziehen  ist.  Dadurch  aber  wird  das  Umsetzungsverhältnis- 
der  Wärme 

oder  wegen  (5) 

Solange  nun  T4  <  Tj,  so  ist  auch  (siehe  Gl.  (6), 

Qi'    ^    Qi  ^^^^ 

d.  h.  das  Umsetzungsverhältnis  der  Wärme  steigt 
durch  die  Regenerierung.  Setzt  man  die  oben  gewonnenen 
Zahlenwerte  in  die  Formel  (9)  ein,  so  erhält  man  in  der  Tat 
für  dieses  Verhältnis  unter  Anwendung  des  Regenerators  den 
Wert  0,66  gegenüber  den  ohne  Regenerierung  ermittelten  von  0,43. 
Der  Zusammenhang  dieser  beiden  Prozesse  wird  besondere 
deutUch,    wenn    man   die   Indikatordiagramme    beider   Zylinder 


§  7.    Theorie  der  Luftmaschinen. 


69 


Fig.  16. 


2U  einer  einzigen  Figur  16  vereinigt,  in  welcher  die  Fläche 
j?2  ^2  ^1  Pi  der  Arbeit  im  Expansionszylinder,  P2  ^s  ^4  Pi  da- 
gegen der  Kompressorarbeit  entspricht.  Beim  Prozels  ohne 
Regenerator  ist  auf  der  oberen  Drucklinie  die  ganze  zum  Volumen- 
Änderung  bzw.  Teraperatursteigerung  von  T4  bis  Ti  nötige 
Wärme  Qi  zuzuführen,  auf  der 
unteren  dagegen  die  der  Kon- 
traktion bzw.  Temperatursen- 
kung von  T2  auf  T3  zugehörige 
Wärme  Q2  der  Luft  zu  ent- 
.^iehen.  Schalten  wir  aber  einen 
Regenerator  ein,  der  einen  voll- 
kommenen Wärmeaustausch  er- 
möglicht, und  legen  in  unserem 
Diagramm  durch  die  Punkte  T2 
■bzw.  T4  zwei  Isothermen,  so  schneiden  dieselben  auf  der  oberen 
und  unteren  Drucklinie  die  Strecken  T2  T4  ab,  denen  ein  und 
dieselbe  Wärmemenge  Q"  entspricht,  welche  sowohl  von  Qi  wie 
auch  von  Q2  abzuziehen  ist,  ohne  dafs  an  der  Arbeit  Li  etwas 
geändert  wird.  Die  Regenerierung  erübrigt  sich  naturgemäTs, 
wenn  die  beiden  Temperaturen  T2  und  T4  einander  gleich  werden, 
oder  wenn  nach  (5) 

T2  =  T4  =  iT\Ts (5a) 

Alsdann  ist  das  Umsetzungsverhältnis  des  Ericson- 
«chen  Prozesses  für  vorgelegte  obere  und  untere 
Temperaturen  Ti  und  T3  ein  Maximum,  da  es  nach  (9a) 
niemals  gröfser  sein  kann  als  der  einem  Prozesse  mit  Regenerator 
-entsprechende  Wert. 

Der  Regenerator  bei  Luftmaschinen  kenn- 
izeichnet  sich  hiernach  als  eine  Vorrichtung  zur 
Überführung  von  Wärme  zwischen  zwei  in  ver- 
schiedenen Zustandsänderungen  eines  und  des- 
selben Kreisprozesses  begriffenen  Luftmengen. 
Auf  die  Einrichtung  und  Theorie  dieser  von  Stirling  (1816). 
■erfundenen  Apparate,  welche  auch  in  anderen  Zweigen  der 
Technik  nach  den  Vorschlägen  von  F.  Siemens  eine  grofse 
Bedeutung  erlangt  haben,  werden  wir  später  noch  eingehen  und 
begnügen  uns  daher  vorläufig  mit  der  Annahme  der  Möglichkeit 
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eines  theoretisch  vollkommenen  Wärmeaustausches  durch  die- 
selben. 

Dann  aber  steht  gar  nichts  im  Wege,  die  aus  dem  Arbeits- 
zylinder mit  T2  austretende  Luft  im  Regenerator  auf  die  tiefste 
im  Prozels  auftretende  Temperatur  Tg  abzukühlen,  womit  aller- 
dings die  Bedingung  verknüpft  ist,  dals  im  Kompressor  keine 
Temperaturerhöhung    erfolgt,     d.   h.    dafs    die    hochgespannte 

1  ^  Luft    nach    Verlassen   desselben   mit 

T  ift  T 
—^ — =^  '  der    tiefsten    Temperatur    wieder    in 

den  Regenerator  eintritt,  um  darin 
auf  T2  erwärmt  und  schlielslich  durch 
direkte  Wännezufuhr  auf  die  Höchst- 
temperatur Ti  gebracht  zu  werden 
k'^  (Fig.  17).  Die  hiermit  geforderte  iso- 
thermische Kompression  setzt 
Fig.  t7.  nun    eine  Wärmeentziehung   voraus, 

welche  der  Kompressorarbeit,  wie  wir 
sie  im  vorigen  Paragraphen  gesehen  haben,  gerade  äquivalent 
ist,  so  dafs  wir  jetzt  für  die  Wärmezufuhr  (von  aufsen) 

ft  =  ÖCp(Ta-T2) (10) 

und  für  die  Wärmeentziehung  auf  der  Isotherme 

Q2  =  ÄGp2Vslgn^-^ (11) 

haben,  während  die  gesamte  Wärmeentziehung  auf  der  unteren 
Linie  konstanten  Druckes  der  oberen  wieder  zu  gute  kommt. 
Nun  gut  aber  wegen  der  adiabatischen  Expansion  im  Arbeits- 
zylinder noch  immer  die  Gleichung 

so  dafs  wir  auch  wegen  p^v^^  E  T3  und  ^  E  =  Cp  —  Cv  an  Stella 
von  (11)  schreiben  dürfen 

«2  =  ö^^lgn^=G(^r8lgn^;     .     .     (IIa) 

Das  Umsetzungsverhältnis  der  von  aulsen  dem  Prozels  zuge- 
iührten  Wärme  in  Arbeit  ergibt  sich  damit  zu 
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oder,    indem   wir  den    natürlichen   Logarithmus  in  eine   Reihe 
entwickeln 


ALi_ 
Qi 


=  1- 


r,  +  r2 


(13a) 


Dieser  Ausdruck  geht  für  Ti  =  T2  in  den  Grenzwert 


ÄLi 


=  1 


2r. 


Ti+Ta 


1  — 


Ti 


Über ,  der  einem  unendlich  kleinen  Druckverhältnis  pi  :  P2  ent- 
spricht und  durch  Steigerung  der  Maximaltemperatur  Ti  bei 
gegebener  tiefster  Temperatur  T3  beliebig  nahe  an  1  gebracht 
werden  kann.  Es  sei  übrigens  bemerkt,  dals  Luftmaschinen, 
welche  den  hier  geschilderten  Prozefs  vollführen,  wohl  wegen 
der  Schwierigkeit,  welche  die  dauernde  Wirkung  hoher  Tempera- 
turen im  Arbeitszylinder  für  den  Betrieb  mit  sich  bringt,  bisher 
noch  nicht  ausgeführt  worden  sind. 

Dagegen  hat  eine  vereinfachte  Modifikation  zeitweilig  eine 
gewisse  Bedeutung  und  zwar  in  den  sog.  Druck luftanlagen 
erlangt,  welche  allerdings  einen  offenen  Kreisprozefs  insofern 
vollziehen,  als  die  Luft  aus  dem  Arbeitszyünder  in  die  Atmo- 
sphäre entweicht,  während  der  gewöhnhch  an  ganz  anderer  Stelle 
(meist  in  einer  Zentralstation  befindhche)  Kompressor  frische 
Luft  ansaugt.  Damit  ist  sofort  die 
untere  Temperatur  Tg  sowie  der 
Druck  P2  übereinstimmend  mit  den 
als  konstant  anzusehenden  atmo- 
sphärischen Werten  gegeben.  Aufser. 
dem  aber  erscheint  es  angebracht, 
um  nicht  unausgenützte  Wärme  mit 
der  aus  dem  ArbeitszyUnder  ent- 
weichenden Luft  preiszugeben,  auch 
deren  Temperatur  der  atmosphäri- 
schen gleich  zu  machen,  so  dafs  man  im  anzustrebenden 
Idealfalle 

Ts  =  T^ 

zu  setzen  hat.  Das  zusammengesetzte  Diagramm  nimmt  alsdann 
die    einfache    Form    Fig.  18  an  und   das  Umsetzungsverhältnis 


M 

a-r 

•" 

/t     : 

^^0y0^ 

% 

1? 

^ 

K^, 

"1 

Fig.  18. 
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der  durch  einen  sog.  Vorwärmer  zugeführten  Wärme  Qi 
ergibt  sich  zu 

ALi                      T,             T, 
-^=l-y^-^lgn5r (14) 

Mit  der  höchsten  Temperatur  Tj  ist  dann  zugleich  auch  das 
Druckverhältnis  nach  Gl.  (12)  gegeben,  während  die  Volumina 
des  Kompressors  imd  des  Arbeitszylinders  (bzw.  bei  einer  grölseren 
Zahl  der  letzteren  die  Summe  derselben)  übereinstimmen,  wenn 
keine  Luftverluste  vorliegen  würden.  Gerade  dieser  letztere 
Mangel  und  weiterhin  die  praktische  Unmöglichkeit,  wirklich 
isothermisch  zu  komprimieren ,  verbunden  mit  der  teilweise  un- 
wirtschaftlichen Methode  des  Aufwandes  der  Kompressionsarbeit, 
haben  die  an  die  Druckluftanlagen  um  das  Jahre  1890  geknüpften 
Hoffnungen  erheblich  herabgestimmt,  so  dafs  dieselben  jetzt  nur 
noch  selten  ausgeführt  werden.  Für  die  Beurteilung  dieser  An- 
lagen ist  besonders  der  häufig  aus  den  Augen  gelassene  Um- 
stand bedeutungsvoll,  dafs  infolge  Abführung  der  Kompressions- 
wärme Q2  entweder  schon  in  der  Zentralstation  oder  später  in 
der  Luftleitung  die  Luft  zu  den  Vorwärmern  ohne  einen  Energie- 
überschufs  gegenüber  der  Aufsenluft  gelangt.  Nur  vermöge  ihres 
höheren  Druckes  ist  sie  in  den  Stand  gesetzt,  erhebliche  Mengen 
neu  zugeführter  Wärme  Qi  in  Arbeit  umzuwandeln. 

Als  Beispiel  für  dieses  Verhalten  möge  eine  Versuchsreihe  hier 
Platz  finden,  welche  der  Verfasser  vor  längerer  Zeit  an  einem  kleinen 
einfachwirkenden  Ventildruckluftmotor  und  einer  doppeltwirkenden 
Bundschiebermaschine  in  der  Versuchsstation  für  Druckluftanlagen  zu 
Augsburg  angestellt  bat.*)  Dieselben  wurden  während  des  Versuches  mit 
einem  Pronyschen  Zaum  gebremst  und  indiziert,  während  die  Lufttempe- 
ratur vor  und  hinter  dem  Zylinder  durch  Thermometer  und  die  unter 
atmosphärischem  Drucke  entweichende  Luft  mit  einer  Gasuhr  gemessen 
wurde.  Die  Vorwärmung  der  Luft  geschah  durch  Koksöfen;  die  Begu- 
latoren  der  Maschinen  waren  während  der  Versuche  festgestellt,  so 
dafs  die  Füllung  konstant  blieb,  während  die  Umdrehungszahl  von 
Versuch  zu  Versuch  schwankte. 


')  Siehe :  Lorenz,  Die  Versuchsstation  der  Kommanditgesellschaft 
für  Druckluftanlagen  zu  Augsburg.  Zeitschrift  des  Vereins  deutscher 
Ingenieure,  1892. 
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Tabelle  V. 
Versuche  an  Luf tmaschinen. 


Bezeichnang  der  Maschine 


Ventil 


Randschieber 


Dimensionen  der  Maschine    .     .     .      mm 


Zyl.-Dm.  100 
Hub  120 


Zyl.-Dm.  160 
Hub  250 


Überdruck  der  Luft  vorder  Maschine  kg/qcm 

Lufttemperatur  >     »  »  ®  C 

>  hinter  >  »  ^  C 

Umdrehungszahl  ....    in  der  Minute 

Bremsleistung PS« 

Mittlerer  indiz.  Druck     .     .  vorn    kg/qcm 
>  >  »        .     .     .  hinten     > 

Indiz.  Leistung PSi 

Stündl.  Luftverbrauch  cbm  b.  atm  .Druck  u.  0  <> 
Temperaturgefälle  der  Luft  in  der  Masch.  ^  C 
Entspr.  Wärmeabgabe  pro  Stunde  .  WE 
Stündl.  Wärmeäquivalent  der  indiz.  Arbeit 


6,1 

148 

—  6,3 

191,6 

0,88 

2,91 

1,17 

16,1 

154,3 

764 

745 


6,0 
190 

+  12 
178,4 
0,79 

2,86 

1,07 
12,2 

178 
652 

682 


6,0 
204 
+  15 
148,6 

7,3 
3,34 
2,79 
8,65 
109,5 
189 
6240 
5510 


6,0 
181 
+  56 
150 

0 

0,44 
0,67 
1,57 
37,3 

94 
1050 
1051 


Die  teilweise  sehr  gute  Übereinstimmung  der  beiden  letzten  Posten 
dieser  Tabelle  beruht  auf  der  Gleichung 

ALi=  GcpiT,  —  T^) 


oder 


vvroraus  man  erkennt,  dafs  in  der  Tat  die  Zustandsänderung  der  Luft 
in  derartigen  Maschinen  nahezu  adiabatisch  verläuft.  Dem  entspricht 
auch  die  Expansionslinie  in 
den  Indikatordiagrammen, 
von  denen  wir  eines  der 
Ventilmaschine  in  Fig.  19 
vnedergeben ,  durch  ihre 
Anschmiegung  an  die  Adia- 
bate, wobei  man  allerdings 
nicht  vergessen  darf,  dafs 
auch  Undichtheiten  der 
Maschine  einen  erheblichen 
Einflufs  auf  die  Gestalt  der 
Druckkurven  ausüben.  Fig.  19. 
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UnterläTst  man  die  Vorwärmung,  d.  h.  tritt  die  Luft  mit 
der  atmosphärischen  Temperatur  T^  in  den  Arbeitszylinder  ein, 
so  wird  sie  sich  bei  der  Expansion  auf  die  untere  Spannung  j?«^ 
erheblich    abkühlen   und   eine    Temperatur  T3  <  T2  annehmen. 

Damit  sie  dann  wieder  mit  der  Tem- 
peratur T2  vom  Kompressor  ange- 
saugt werden  kann,  ist  demnach  eine 
Erwännung  auf  der  unteren  Drucklinie 
notwendig,  so  dafs  das  zusammen- 
gelegte Diagramm  beider  Zylinder  die 
"T  in  Fig.  20  dargestellte  Form  annimmt. 
Da  hierbei  die  Kompressorarbeit,  deren 
Fig.  20.  Äquivalent    bei    isothermischer   Kom- 

pression vollständig  als  Wärme  Qx 
nach  aulsen  abgeleitet  werden  muls,  grölser  ausfällt,  als  die 
Expansionsarbeit  in  anderen  Zylindern,  so  ist,  um  die  Wärme 

«2  =  ÖCp(T2—  T3) (15) 

auf  der  unteren  Drucklinie  aufzunehmen,  im  ganzen  ein  Ar- 
beitsaufwand notwendig,   der  sich  sofort  aus  der  Gleichung 

.^A-  «l-«2  ^2  .         ^2  .  ,... 

berechnet.  Die  Wärmeaufnahme  bei  tiefen  Temperaturen  hat 
nun  offenbar  eine  Abkühlung  derjenigen  Körper  zur  Folge, 
welche  diese  Wärme  Q2  ^^  die  in  der  Maschine  zirkulierende 
Luft  abgeben,  so  dals  man  Maschinen,  welche  einen  solchen 
Prozels  vollführen,  den  man  als  Umkehrung  des  zuletzt  be- 
sprochenen Vorgangs  sofort  erkennt,  auch  als  Kühlmaschinen 
bzw.  im  speziellen  hier  vorliegenden  Falle  als  Kaltluftmaschinen 
im  Gegensatz  zu  den  oben  besprochenen  sog.  Heifsluft- 
maschinen  bezeichnet.  In  der  hier  geschilderten  Form  voll- 
zieht sich  der  Vorgang,  wenigstens  ideell,  wenn  der  Arbeits- 
zylinder seine  Luftfüllung  der  Rohrleitung  einer  Druckluftzentrale 
entnimmt. 

Man  erkennt  übrigens,  dafs  wir  auch  allgemein  den  im  Ein- 
gang dieses  Paragraphen  behandelten  Ericsonschen  Prozefs  ein- 
fach hätten  umkehren  können,  um  eine  Kaltluftmaschine  zu 
erhalten,  welche  imstande  ist,  zwischen  den  tieferen  Tempera- 
turen T2  und  T3  die  Wärme  Gl.  (2)  aufzunehmen  und  zwischen 
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den  höheren  Temperaturen  Tj  und  T4  die  Wärme  Gl.  (1)  abzu- 
geben, wozu  ein  Arbeitsaufwand 

erforderlich  ist.  Für  die  Berechnung  einer  solchen  Maschine 
sind  zunächst  die  beiden  unteren  Temperaturen  T2  und  Tg  und 
weiterhin  T^  als  gegeben  zu  betrachten,  da  die  letztere  jeden- 
falls nicht  niederer  sein  darf  als  die  tiefste  des  zur  Wärmeabfuhr 
benutzten  Kühlkörpers  (meist  Brunnenwasser).  Daraus  bestimmt 
sich  dann  das  Umwandlungsverhältnis  (17),  sowie  mit 


T2       T3       \p2) 


die  höchste  Temperatur  Ti  und  das  Druckverhältnis,  während 
die  zirkulierende  Luftmenge  sich  aus  61.  (2)  bei  gegebener 
Kälteleistung  Q2  ergibt.  Aus  (17)  folgt  aufserdem  sofort, 
dafs  der  theoretische  Arbeitsaufwand,  bezogen  auf  die  Kälte- 
leistung, um  so  kleiner  ausfällt,  je.  weniger  die  beiden  Tempera- 
turen T4  und  T3  sich  unterscheiden  bzw.  je  mehr  sich  das 
Druckverhältnis  pi :  P2  der  Einheit  nähert. 

Um  über  diese  Verhältnisse  eine  Übersicht  zu  gewinnen,  wollen 
wir  den  Arbeitsprozefs  einer  solchen  Kaltluftmaschine  in  einem  Zahlen- 
beispiel verfolgen.  Es  sei  eine  zirkulierende  Salzlösung,  welche  in  den 
unteren  Heizapparat  mit  t,  =  —  5  <»  (Tg  =  268  <^)  eintritt,  auf  Tg  =  — 10® 
(Tj  =  263 0)  abzukühlen,  während  Kühlwasser  von  r^  =  + 10  <>  (T^  =  283  <>) 
in  ausreichender  Menge  zur  Verfügung  steht.  Alsdann  folgt  zunächst 
für  das  XJmwandlungsverhältnis 

d.  h.  man  kann  mit  1  PSi  (entspr.  637  WE  pro  Stunde)  eine  Kälte- 
leistung von  8376  WE  stündlich  bei  den  vorgelegten  Temperaturen 
erreichen.  Die  Temperatur  am  Ende  der  Kompression  bestimmt  sich 
dann  zu 

T,  =  T,  J^  =  268  Ig  =  288,4  entspr.  r,  =  15,4« 

und  das  Druckverhältnis  aus  i;  :  T,  =  1,076  nach  der  Tabelle  IV  durch 
Interpolation  zu  Pi :  Pj  =  1,29. 


76  '     Kap.  L  Das  Encigiepiinap  u.  d.  atal.  Verhalten  ToUkomnL  Gaae. 

Um  beispielawetfle  Q^  =  100000  WE  standlieh  zwischen  ~  5«  und 
— 10*  anlKanehmen,  mfilste  man  sodann  eine  Lnftmenge  Ton 

nrkalieren  lassen,  was  praktisch  nnr  dorch  Anwendung  sehr  grolser 
Drücke  darebfOhrbar  wäre,  nm  nicht  anmKaig  grolse  Zylindervolomina, 
mit  denen  stets  erhebliche  BeibangsTerloste  ▼erbnnden  sind,  sn  eriialten. 
Wichtig  ist  fibrigens  noch  die  Kenntnis  der  Leistungen  des  Expansions- 
zylinders Lm  nnd  des  Kompressors  Le,  deren  VerhiLltnis  dorch  das- 
jenige der  Temperataren  7, :  7,  =  7\  :  T^  gegeben  ist,  wShrend  wir 
ihre  Differenz  schon  aas 

AI»  _  A{U-L.)  _  -™ 

ftT ft- -"•*'* 

bestimmen  können.  Wir  haben  demnach  eine  standliche  Leistung 
in  Pferdestärken  (xV),  deren  jede  270000  mkg  =  637  WE  entspricht»  von 

V  _  ;ir       nr    -Ö'Ö^e.  ^00000  _j2PSi 
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mit 
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Verhältnis 

268 
~263  ~ 

woraus 

sich  ergibt 

N.= 

268 
5 

12  = 

643,2  PSi 

N,= 

265 
5 

12  = 

631,2  PSi. 

Der  theoretische  Arbeitsaufwand  erscheint  hiernach  als  die  Differenz 
zweier  sehr  viel  gröfserer  Arbeitsbeträge,  und  darin  liegt  ein  schwer- 
wiegender Nachteil  der  ganzen  Anordnung.  Um  nämlich  die  Kom- 
pressorarbeit zu  leisten,  muls  man  wegen  der  Reibungsverluste  einen 
gröXseren,  etwa  den  1,05  fachen  Betrag  derselben  in  die  Maschine  ein- 
leiten, während  von  der  Ezpansionsarbeit  aus  demselben  Grunde  nur 
etwa  der  0,95  fache  der  Maschine  zugute  kommt.  Die  theoretische 
indizierte  Nutzarbeit  von  i\r{  =  12  PSi  erfordert  demnach  eine  effektive 
Arbeitsleistung  von 

i^,  =  643,2  •  1,05  —  631,2  •  0,95  =  75,8  PS, 
ein   ganz   aufserordentllch   schlechtes   Resultat   trotz    der   noch   recht 
günstig  angenommeneu  Reibungsverluste  von  5%,  an  dem  auch  durch 
die  Wahl  starker  Drücke  nichts  geändert  werden  kann. 

Man  hat  sich  daher,  um  mit  dieser  Maschinengattung  über- 
haupt   praktisch    einigermafsen    brauchbare   Ergebnisse    zu    er- 
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zielen,  entschlossen,  unter  bedeutender  Steigerung  des  Kom- 
pressionsverhältnisses einmal  die  tiefste  Temperatur  bis  auf 
etwa  — 40®  herabzudrücken  und  anderseits  eine  entsprechende 
Steigerung  der  höchsten  Temperatur  zuzulassen.  Dadurch  wird 
natürlich,  wie  aus  (17)  hervorgeht,  das  Verhältnis  ALi  :  Q^  ver- 
größert, die  Kälteleistung  pro  Pferdestärke  also  herabgezogen,, 
dagegen  nehmen  aber  auch  die  Arbeitsbeträge  der  beiden  Zy- 
linder erheblich  verschiedene  Werte  an,  so  dafs  wenigstens  die 
Reibungsverluste  sich  in  mäfsigen  Grenzen  halten.  Immerhin 
wird  durch  derartige  Kompromisse  das  Gesamtergebnis  gegen- 
über der  theoretisch  berechneten  Leistung  so  verschlechtert, 
dafs  die  Kaltluftmaschine  gegenüber  der  später  zu  besprechen- 
den Kaltdampfmaschine  kaum  noch  in  Frage  kommen  kann. 
Dabei  haben  wir  noch  ganz  von  dem  schwerwiegenden  weiteren 
Mangel  der  Kaltluftmaschine  abgesehen,  der  in  der  Schneebil- 
dung des  niemals  ganz  zu  vermeidenden  Wasserdampfgehalte» 
der  Luft  während  der  Expansion  bis  zu  Temperaturen  unter 
00  C  begründet  ist  imd  häufig  zu  Verstopfungen  der  Maschine 
führt. 

Auch  die  Heifsluftmaschinen  haben  in  der  Praxis  vielfach  ein 
von  dem  Ericsonschen  Schema  wesentlich  verschiedenes  Gepräge 
erhalten,  und  zwar  mit  Rücksicht  auf  eine  möglichst  kompen- 
diöse  Form  sowie  bequeme  Handhabung  unter  Zurückstellung 
der  wirtschafthchen  Ausnutzung  der  zugeführten  Wärme.  So- 
lange es  sich  um  kleine  Motoren  mit  sehr  unregelmälsiger  Ar- 
beitsweise handelt,  wird  dagegen  nicht  viel  einzuwenden  sein; 
natürlich  können  derartige  oft  mit  prinzipiellen  Fehlem  behaf- 
tete Maschinen  heute  um  so  weniger  ein  wissenschaftliches 
Interesse  erwecken,  als  sie  durch  die  später  zu  besprechenden 
Verbrennungs-  oder  Feuerluftmaschinen  immer  mehr  verdrängt 
werden. 

Um  wenigstens  eine  Vorstellung  von  dem  vereinfachten 
Arbeitsprozesse  derartiger  Maschinen  zu  geben,  wollen  wir  die 
noch  jetzt  am  häufigsten  vorkommende  Anordnung  von  Leh- 
mann kurz  betrachten,  bei  welcher  nur  ein  ZyHnder  verwendet 
wird.  Derselbe  ist,  wie  in  Fig.  21  ersichtlich,  in  seinem  oberen 
Teile,  in  welchem  der  Arbeitskolben  A  sich  auf  und  ab  bewegen 
kann,  mit  einem  Kühlmantel  K  umgeben,  während  der  untere 
Teil,    der   sog.  Feuertopf,    durch    die"  in   der   Heizkammer   R 
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Fig.  21b. 


Plg.  21. 


aufsteigenden  Verbrennungsgase  einer  Feuerung  umspült  wird. 
Zwischen  beiden  Mänteln  R  und  K  ist  eine  isolierende  Schicht  J 
eingeschaltet.  Die  durch  den  Arbeitskolben  nach  aufsen  ab- 
gesperrte Luft  im  Zylinder  kann  nun  durch  den  Verdränger  C, 

dessen  Stange  durch 
^  J^    ^  den       Arbeitskolben 

vermittelst  Stopf- 
büchse hindurch- 
geführt ist,  um  ihm 
eine  von  diesem  ge- 
trennte Bewegung  zu 
ermöglichen,  je  nach 
Bedarf  in  den  verschiedenen  Stadien  des  Ar- 
beitsprozesses nach  oben  oder  unten  geschoben 
werden,  wo  sie  entweder  erwärmt  oder  ab- 
gekühlt wird.  Natürlich  müssen  die  beiden 
Kolben  A  und  C  so  durch  Kurbelgetriebe  mit 
der  Maschinenwelle  in  Verbindung  stehen,  dafs  sie  niemals 
miteinander  zusammenstofsen  können,  aufserdem  darf  der  Ver- 
drängerkolben die  Wände  des  Zylinders  nicht  berühren,  damit 
die  Luft  durch  den  übrigbleibenden  Ringraum  von  oben  nach 
unten  bzw.  umgekehrt  strömen  kann. 

Es  bietet  nun  keine  Schwierigkeit,  sich  die  Arbeitsweise 
dieser  Maschine  klar  zu  machen,  wenn  wir  uns  nur  aus  der 
Mechanik  erinnern,  dafs  infolge  des  an  derselben  Welle  an- 
greifende Kurbelgetriebes  beide  Kolben  angenähert  sich  nach 
dem  Sinusgesetze  bewegen,  d.  h.  dafs  die  Kolbenwege  als  Ordi- 
naten  in  einem  Diagramm  (Fig.  21a),  dessen  Abszissen  der  Zeit 
proportional  sind,  Sinuslinien  darstellen.  Dieselben  erscheinen 
infolge  der  Schränkung  der  Verdränger-  und  Arbeitskurbel  gegen- 
einander derart  verschoben,  dafs  der  gröfsten  Geschwindigkeit 
des  einen  nahezu  die  geringste  des  anderen  Kolbens  entspricht. 
Dabei  ist  zu  beachten,  dafs  alle  Volumänderungen  der  ein- 
geschlossenen Luft  nur  vom  Arbeitskolben  herrühren,  und  dafs 
der  Verdränger  sich  theoretisch  ohne  jeden  Arbeitsaufwand  hin 
und  herbewegt. 

Wir  fassen  nunmehr  den  Arbeitskolben  in  seiner  obersten 
Lage  ^0  ii^  Auge,  dem  eine  mittlere  Lage  Cq  des  nach  unten 
bewegten  Verdrängerkolbens   entspricht;   der  zugehörige   Druck 
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im  Zylinder  sei  Pq,  Beide  Kolben  bewegen  sich  jetzt  abwärts, 
wobei  der  Verdränger  die  Luft  aus  dem  geheizten  Raum  in  den 
gekühlten  schiebt,  wo  sie  vom  Arbeitskolben  unter  Abkühlung 
verdichtet  wird.  Bei  Äi  kehrt  der  Arbeitskolben  um,  der  zugehörige 
Druck  sei  pi.  Der  Verdrängerkolben  hat  schon  vorher  mit  Ci 
seine  tiefste  Lage  eingenommen  und  bewegt  sich,  während  der 
Arbeitskolben  seinen  unteren  Totpunkt  langsam  passiert,  rasch 
nach  oben,  indem  er  die  eingeschlossene  Luft  aus  dem  ge- 
kühlten in  den  geheizten  Zylinderraum  zurückschiebt.  Infolge 
der  Erwärmung  in  letzterem  wird  der  Druck  beim  Beginne  der 
Aufwärtsbewegung  des  Arbeitskolbens  noch  steigen,  bis  er  einen 
Maximalwert  p2  etwa  bei  den  zusammen  gehörigen .  Kolben- 
stellungen Ä2  und  C2  erreicht  hat.  Schlielslich  sinkt  aber  der 
Druck  rasch  infolge  des  überwiegenden  Einflusses  der  Expan- 
sion, bis  er  beim  Eintreffen  des  Arbeitskolbens  in  seiner  oberen 
Totlage  wieder  den  Wert  Pq  annimmt,  worauf  das  Spiel  von 
neuem  beginnt. 

Das  die  einzelnen  Druckpunkte  verbindende  Indikator- 
diagramm ist  in  Fig.  21b  schraffiert  dargestellt;  die  eingezeich- 
neten Druckkurven  machen  übrigens  keinen  Anspruch  auf  eine 
nur  einigermafsen  genaue  Wiedergabe  des  tatsächlichen  Verlaufs. 
Ich  halte  es  auch  angesichts  des  überaus  verwickelten  Zusammen- 
wirkens des  Heiz-  und  Kühlkörpers  in  allen  Perioden  des  Kreis- 
prozesses für  ganz  ausgeschlossen,  auf  rein  theoretischem  Wege 
die  einzelnen  Zustandsänderungen  zu  bestimmen.  Dahingehende 
Versuche  von  Slaby,  Zeuner  und  Grashof^)  gründen  sich 
jedenfalls  auf  Voraussetzungen,  welche  mit  der  Wirklichkeit 
kaum  übereinstimmen,  wie  z.  B.  die  Annahme,  dals  oberhalb 
des  Verdrängers  stets  eine  konstante  niedere,  unterhalb  desselben 
«ine  ebenso  unveränderliche  höhere  Temperatur  herrscht,  zwischen 
denen  der  Vorgang  sich  abspielen  soll. 

Auch  wenn  wir  uns  einen  Regenerator  eingeschaltet  denken, 
welcher  die  Luft  auf  ihrem  Wege  vom  geheizten  nach  dem  ge- 
kühlten Räume  bzw.  umgekehrt  zu  passieren  hätte,  würde  noch 
immer  die  Schwierigkeit  bestehen,  dafs  die  der  Zustandsänderung 
xmterworfene   Luft  keinen  homogenen  Körper  darstellt,   da  die 

*)  Siehe   u.  a.   die  Schriften :   Zeuner,  Techn.  Thermodynamik, 
.2.  Aufl.   1900;  Grashof,  Theoretische  Maschinenlehre.    Bd.  m.  1890. 


80       K&p,  I.  Das  Energieprinzip  u.  d.  stat.  Verhalten  vollkomm.  Gase. 

im  gekühlten  Räume,  im  Regenerator  und  im  geheizten  Räume 
befindlichen  Teile]  verschiedene  Temperaturen  besitzen  und  da- 
her sich  neben  der  äuXseren  Wärmezufuhr  und  -entziehung  unter 
ihnen  beständig  ein  Wärmeaustausch  vollziehen  wird. 


§  8.    Das  Gleichgewicht  der  Atmosphäre. 

Bedingungen  für  das  mechanische  und  thermische  Gleichgewicht  der 
Atmosphäre.  Temperataränderung  mit  der  Höhe.  Barometrische 
Höhenmessung.  Höhe  der  Erdatmosphäre  und  Zerstreuungstemperatur 
an  der  Erdoberfläche.  Ausdehnung  der  Betrachtung  auf  die  Atmo- 
sphären heliebiger  Weltkörper. 

In  der  gasförmigen  Hülle  unseres  Planeten,  die  wir  als- 
Atmosphäre  bezeichnen,  beobachten  wir  im  allgemeinen  keinen 
Ruhezustand,  sondern  fast  immer  Bewegungen,  welche  sich  an 
den  in  der  Luft  schwimmenden  Wolken  verraten.  Wenn  wir 
darum  von  einem  Gleichgewicht  der  Atmosphäre  reden^ 
so  kann  es  sich  nur  um  einen  mittleren  Idealzustand  handeln, 
welcher  durch  die  Bewegungserscheinungen  zwar  fortwährend 
gestört  wird,  den  die  atmosphärische  Luft  aber  beim  Aufhören, 
der  Störungsursache  ebenso  einzunehmen  bestrebt  ist,  wie  ein 
ausgelenktes  Pendel  seine  Ruhelage.  Dies  geht  schon  aus  der 
grofsen  Beständigkeit  der  jährlichen  Mittelwerte  des  Drucke» 
und  der  Temperatur  für  jeden  beliebigen  Ort  der  Erdoberfläche 
hervor,  während  allerdings  innerhalb  dieser  Zeiträume  erhebliche- 
Schwankungen  dieser  Gröfsen  beobachtet  werden.  Die  nach- 
stehenden Untersuchungen  beschränken  sich  auf  den  so  ge- 
schilderten Normalzustand  der  Atmosphäre  und  bilden  daher  die 
Grundlage  der  statischen  Meteorologie,  während  die  sog. 
dynamische  Meteorologie,  welche  die  erwähnten  Bewegungs- 
erscheinungen und  mit  ihnen  die  Schwankungen  des  Luftdruckes^ 
der  Temperatur  usw.  auf  ihre  Ursachen  zurückzuführen  sucht,, 
uns  hier  zu  weit  führen  würde.  Weiterhin  wollen  wir  vorläufige 
noch  von  dem  stets  vorhandenen  Wasserdampfgehalte  der 
Atmosphäre  absehen,  und  dessen  Einflufs  auf  die  Erscheinungen 
einer  späteren  Untersuchung  vorbehalten. 

Der  zu  untersuchende  Gleichgewichtszustand  der  Atmosphäre 
unterscheidet  sich  nun  nicht  unwesentlich  von  den  beiden  von 
uns  beobachteten  Zuständen  vollkommener  Gase,  indem  sowohl 
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der  Druck  als  auch  die  Temperatur  der  Luft,  erfahrungsgemäfs 

mit  zunehmender  Entfernung  vom  Erdboden    sinken,   so   dafe 

also  eine  vertikale  Luftsäule,  die  wir  hier  betrachten  wollen,  nicht 

als  homogener  Körper  angesehen  werden  darf. 

Schneiden  wir  aus  dieser  Luftsäule  in  der  Höhe  Ä 

über  dem  Erdboden  eine  horizontale  Scheibe  von 

der  Dicke  dh  heraus   Fig.  22,  so    erkennen   wir 

zunächst,  daTs  der  gesamte  Druck  auf  der  unteren 

Fläche  dieser  Scheibe  vom   Querschnitte  F  um 

das  Gewicht  der  Scheibe  selbst  gröfser  sein  wird 

als  der  Druck    auf  die  obere  Fläche  derselben. 

Bezeichnen    wir    demnach    den    Druck    in    der 

Höhe  Ä  mit  p  und  das  spezifische  Gewicht  der 

Luft  an  dieser  Stelle  mit  /,  so  folgt 


Fig.  22. 


Fd,p  =  — 

Fyd 

oder 

wegen 

t;y  = 

1  auch 

vdj?  =  - 

-dh 

bzw. 

dp  _ 
P 

dh 
BT 

(1) 

(la) 


Diese  Differentialgleichung  zwischen  den  drei  Variabelen  v, 
p  und  Ä,  von  denen  wir  eine  auch  durch  die  Temperatur  aus 
der  Zustandsgieichung  pv  =  ET  ersetzen  könnten,  wird  nun  erst 
integrabel,  wenn  wir  die  Zustandsänderung  der  Luft  mit  der 
Höhe  kennen.  Hierzu  gelangen  wir  aber  durch  die  folgende 
Überlegung:  Das  Gleichgewicht  eines  beliebigen  Systemes  erleidet 
nämlich  bei  der  Ortsveränderung  eines  Teiles  desselben  keine 
Störung,  wenn  mit  derselben  keine  äufsere  Arbeitsleistung  ver- 
bunden ist,  der  Energieinhalt  des  ganzen  Systems  mithin  durch 
diese  Ortsveränderung  keine  Änderung  erfährt.  Transportieren 
wir  demnach  z.  ß.  G  kg  Luft  von  der  Höhe  Äq  nach  ä  >  Äq,  so 
wird  dabei  die  Hubarbeit  G  (h  —  Äq)  von  der  Luft  G  selbst  zu 
bestreiten  sein,  damit  das  Gleichgewicht  des  ganzen  Systems 
nicht  gestört  wird.  Denken  wir  uns  also  die  Luftmenge  G  vom 
Zustande  Pq  Vq  Tq  in  der  Höhe  Äq  in  einem  Zyhnder  durch  einen 
Kolben  abgesperrt  und  ganz  langsam  in  die  Höhe  gehoben,  so 
wird  sie  unter  Abgabe  von  Expansionsarbeit  in  der  Höhe  h  den 
Zustand |> vT  erreichen,  der  mit  dem  dort  herrschenden  Zustand 

Lorenz,  Techn.  Wärmelehre.  6 
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der  Atmosphäre  identisch  sein  muls,  damit  die  Luft  ohne  wei- 
teres aus  dem  Zylinder  entlassen  werden  kann.  Da  nun  die 
Höhe  h  beliebig  ist,  so  mufe  der  Zustand  der  eingeschlossenen 
Luft  in  jeder  Höhe  mit  dem  der  Umgebung  übereinstimmen, 
d.  h.  es  darf  kein  Wärmeaustausch  zwischen  der  Luft  im  Zylinder 
und  der  Aulsenluft  stattfinden.  Dies  aber  ist  nur  möglich,  wenn 
die  Expansion  im  Zylinder  adiabatisch i)  erfolgt,  womit  zu- 
gleich ausgesprochen  ist,  dals  auch  die  Temperatur  der  Aufsen- 
luft  mit  dem  Drucke  bzw.  dem  spez.  Volumen  nach  dem 
Gesetz  der  Adiabate  variiert.  Wir  haben  demnach  in  Gl.  (1)  zu 
setzen 

l?i;''  =  PoV (2) 

womit  dieselbe  übergeht  in 

P- 
Die  Integration  dieser  Gleichung  führt  uns  auf 


oder  wegen 

X—  1 

M  ^    ^^,p,v,.=  BT,  und  ^-1  =  ^P-_^=A^ 
\Pq}  Tq  y,  Cp  Cp 

auf 

Cp  T  =  A  (C  —  h) 

Da  f ür  Ä  =  Äo,  T  =  Tq  ist,  so  kann  das  Ergebnis  auch  in  der 
Form 

CpiT-To)  =  A  (Äo-Ä) (3) 

geschrieben  werden.  Auf  der  rechten  Seite  dieser  Gleichung 
steht  ersichtlich  das  Äquivalent  der  Hubarbeit  für  1  kg  Luft;  auf 
der  anderen  dagegen  eine  Wärmemenge,  für  die  man  auch 

^)  Auf  diese  Tatsache  wurde  zuerst  von  R  e  y  e  in  der  Abhandlung : 
»Über  vertikale  Luftströme  in  der  Atmosphäre«,  Zeitschr.  f.  Mathematik 
und  Physik,  1864,  hingewiesen.  Siehe  auch  den  Anhang  in  dessen 
Buch:  > Die  Wirbelstürme,  Tornados  und  Wettersäulen«,  Hannover  1872 
und  Ritter:  >Ingenieurmechanik<,  3.  Aufl.    1899.    S.  534  u.  ff. 
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cp  (T-ro)  =  ^-,  i^ot^ojl^ 


X—  1 


setzen  kann  und  welche  somit  der  in  unserem  Hilfszylinder  von 
der  Luft  geleisteten  Expansionsarbeit  (einschlielslich  der  Beträge 
zum  Ansaugen  und  Herausschieben)  äquivalent  ist.  Die  Gl.  (3) 
sagt  also  nichts  anderes  aus,  als  die  schon  oben  aus  der 
Aufrechterhaltung  des  Gleichgewichtes  geforderte 
Übereinstimmung  der  Expansionsarbeit  mit  der 
Hubarbeit  der  Luft,  womit  dann  schon  der  adiaba- 
tische Verlauf  dieses  Hilfsv Organ ges  und  das  Gesetz 
der  Temperaturabnahme  mit  der  Höhe  im  Gleich- 
gewichtszustand der  Atmosphäre  gegeben  sind. 

Dabei  darf  übrigens  nicht  unerwähnt  bleiben,  dafs  bei  dieser 
Schlufs weise  die  infolge  der  Temperaturabnahme  nach  oben  hin 
unvermeidliche  Wärmebewegung  in  gleicher  Richtung  still- 
schweigend aufser  acht  gelassen  wurde.  Beachten  wir  jedoch, 
dafs  im  Ruhezustande  durch  jeden  Querschnitt  der  vertikalen 
Luftsäule  dieselbe  Wärmemenge  in  der  Zeiteinheit  hindurch- 
strömen mufs,  so ,  kann  davon  nirgends  eine  Anhäufung  bzw. 
Wärmezufuhr  hergeleitet  werden  und  somit  bleibt,  da  auch  die 
Luftsäulen  untereinander  keinen  Anlafs  zum  Wärmeaustausch 
haben,  nur  eine  adiabatische  Zustandsänderung  beim  Fortschreiten 
in  der  Vertikalen  möglich.  Mit  derselben  ist  natürlich  auch  wie  Gl.  (3) 
lehrt,  die  Temperaturabnahme  mit  der  Höhenzunahme  gegeben, 
un^  zwar  entspricht  1  o  der  ersteren  eine  konstante  Steigung  um 

%  =  424  •  0,2377  =  100,8  m.    Würde  sich  also   die  Atmosphäre 

stets  im  Gleichgewichte  befinden,  so  würde  die  Formel  (3)  zu- 
gleich eine  überaus  einfache  Höhenmessung  lediglich  mit  Hilfe 
des  Thermometers  ermöglichen.  Dieselbe  dürfte  auch  leidlich 
zuverlässig  ausfallen,  wenn  man  für  die  Temperaturen  in  (3)  die 
Jahresmittel  einsetzen  würde.  Sind  die  letzteren  dagegen,  wie  in 
der  Regel,  nicht  bekannt,  so  empfiehlt  es  sich  zu  der  allgemeinen 
Formel  (1)  bzw.  (la)  zurückzukehren  und  statt  der  adiabatischen 
Zustandsänderung  mit  der  Höhe  einfach  anzunehmen,  dafs  die 
Temperatursenkung  der  Höhenzunahme  proportional  ist.  Bedeutet 
dann  C  ieine  Konstante,  so  haben  wir  zu  setzen 

dh  =  —  CdT (4), 

6» 


H4       J^'  I«  ^^M  Eoeipeprinap  n.  d.  sftat.  Yeriialteii  ToUkomm.  Gaae. 
womit  Cla^  übergeht  in 

Die  Integration  dieser  Formel  liefert  nun 

^i=i^% ^^> 

siUto  die  Gleichang  einer  polytropischen  ZastandBändemng  beim 
Aufsteigen  in  der  Vertikalen. 
Nun  folgt  aber  aus  (4)  auch 

Ä-Äo  =  C(To— T) (4a), 

HO  dafe  wir  statt  (5)  schreiben  dürfen 

»-V=«(T,_^g|5i|^.    .    .      (6> 

Diese  verhältnismäbig  einfache  Gleichung  liegt  nun  der  sog. 
barometrischen  Höhenmessung  zugrunde,  welche  infolge 
der  nur  für  kleine  Höhenunterschiede  zulässsigen  Beziehung  (4) 
bzw.  (4aj  lediglich  einen  Nährungscharakter  besitzt  und  deshalb 
auch  für  grolse  Höhenunterschiede  leicht  zu  Fehlem  Anlals 
bietet.  Da  in  der  Formel  die  Drucke  p  und  Pq  der  Luft  an  den 
Beobachtungsstellen  nur  als  Verhältniswert  auftreten,  so  ist  ihr 
Malsstab  gleichgültig,  weshalb  man  auch  in  (6)  unmittelbar  die 
Barometerstände  einsetzen  darf.  Aulserdem  darf  man  bei  nor- 
malen Temperaturunterschieden  angenähert 

IgnT  — IgnTo  2 

setzen,  wodurch  sich  (6)  vereinfacht  in 

k-ho  =  B^-^\gn^.     .     .         .    (6a) 

Haben  wirz.  B.  die  gleichzeitigen  Barometerstände  von  |7o  =  750  mm, 
p  SS  600  mm,  sowie  zugehörige  Temperaturablesungen  von  t^  =  -\-1^^ 
also  Tg  =  280«  und  T  =  —3«,  entspr.  T  =  270 ^  so  folgt  für  den 
Höhenunterschied  der  beiden  Beobachtungsstellen  nach  Gl.  (6)  mit 
R  =  29,8 

/.^Äo  =  29,3.10.g|  =  1256  m. 

Denselben  Wert  hätte  man  auch  wegen  der  Kleinheit  der  Temperatur- 
differens  aus  (6a^  erhalten. 
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Die  Gl.  (3)  können  wir  übrigens  auch  sofort  zur  Ermittlung 
der  Höhe  der  Erdatmosphäre  benutzen,  wenn  wir  voraus- 
setzen, dafa  diese  Höhe  so  klein  gegen  den  Erdradius  selbst 
ausfällt,  dafs  wir  von  der  Änderung  der  Erdbeschleunigung  g 
absehen  dürfen.  Wir  haben  alsdann  für  die  Grenze  der  Atmo- 
sphäre T  ==  0  zu  setzen,  womit,  unter  Tq  die  absolute  Temperatur 
an  der  Erdoberfläche,  für  welche  Äo  =  0  ist,  verstanden,  (3) 
übergeht  in 

A  =  Jro (3a) 

Danach  würde  man  mit  einer  absoluten  Oberflächentemperatur 
der  Erde  von  Tq  =  280  o  auf  eine  Höhe  von  h  =  0,24  •  424  •  280 
=  28493  m  oder  rund  28,5  km  geführt  werden,  ein  Betrag,  der 
in  der  Tat  gegenüber  dem  Erdradius  r^  =  6370  km  recht  un- 
bedeutend erscheint. 

Immerhin  dürfte  die  Kenntnis  der  genaueren  Formel  nicht 
ganz  wertlos  sein,  zumal  ihre  Ableitung  auf  genau  derselben 
Grundlage,  von  der  ausgehend  wir  zu  GL  (3)  gelangten,  gar 
keine  Schwierigkeiten  bereitet.  Damit  das  Gleichgewicht  gewahrt 
bleibt,  mufs  auch  in  diesem  Falle  die  Arbeit  zur  Entfernung 
der  Masse  eines  Kilogramms  Luft  von  der  Erdoberfläche,  d.  h. 
im  Abstände  Vq  vom  Erdmittelpunkte  nach  r  =  ro  +  ä  durch 
die  adiabatische  Expansion  der  Luft  selbst  bestritten  werden. 
Das  Wärmeäquivalent  der  Expansionsarbeit  ist  natürlich  wieder 
Cp  (2o  —  T),  unter  Tq  jetzt  die  absolute  Temperatur  der  Luft  an 
der  Erdoberfläche  verstanden,  während  T  wieder  der  Höhe  Ä, 
also  der  Entfernung  r  vom  Erdmittelpunkte  entspricht.  Be- 
zeichnen wir   nun  mit  k  einen  konstanten  Faktor,    so   ist   die 

Arbeit  zur    Entfernung  der  Masse  m  =  —  (nach  Bd.  I,   S.  253) 

gegeben  durch  i) 


^)  Dabei  ist  vorausgesetzt,  dafs  die  Masse  der  Atmosphäre  selbst 
gegenüber  der  übrigen  Erdmasse  verschwindend  klein  sei,  was  in  der 
Tat  und  zwar  in  viel  höherem  Mafse  zutrifft  als  für  das  Verhältnis 
der  Atmosphärenhöhe  zum  Krdradius.  Weiterhin  haben  wir  in  den 
obigen  Betrachtungen  die  Eigendrehung  der  Erde  und  damit  die  auch 
der  Atmosphäre  zukommende  Zentrifugalbeschleunigung  als  unerheblich 
yemachläXi^igt. 
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Weiteriim  ist  aber  die  Anziehungskraft  der  Erde  aof  das  Ge- 
wicht O  kg  mit  diesem  selbst  an  der  Erdobeiflache  identisch^ 
so  dals  wir  nach  dem  Newtonschen  Gesetze  haben 


G  =  k 
woraus 


ro^' 


.=«..(1-1) 


resultiert.    Für  die  Masse  von  (r  =  1  kg  verein&cht  sich  diese 
Formel  in 


--M 


und  wir  erhalten,  indem  wir  das  Äquivalent  dieser  Arbeit  dem- 
jenigen der  Expansionsarbeit  der  Luft  gleich  setzen, 

Cp(To-T)  =  Aro^il-^\ ^7> 


M 


als  die  gesuchte  genauere  Formel  an  Stelle  von  (3).  Setzen  wir 
dann  noch  r  =  ro  +  *»  so  läJfet  sich  die  rechte  Seite  von  (7) 
zusammenziehen,  und  wir  dürfen  auch  schreiben 

Cp{To-T)  =  Äro-^-j^ (7a), 

woraus  schlielslich  die  Atmosphärenhöhe  mit  T  =  0  sich  zu 

^  =  Ä^^-=:^To («> 

ergibt  In  dieser  Formel  ist  nun,  wenigstens  für  die  Erde,  Är(^ 
sehr  viel  grölser  als  Cp  Tq,  so  dafs  die  einfachere  Gl.  (3a),  welche 
durch  Vernachlässigung  dieses  letzteren  GHedes  im  Nenner  aus 
(8)  hervorgeht,  für  die  Erdatmosphäre  vollkommen  ausreicht. 

Aus  (7)  läfst  sich  weiterhin  diejenige  Oberflächentemperatur 
der  Erde  berechnen,  welche  zu  einer  Zerstreuung,  d.  h.  zum 
Verlust  der  Atmosphäre  in  den  Weltenraum  führen  mülste. 
Man  braucht  hierfür  nur    T  =  0  und  r  =  co  entsprechend  der 
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unbegrenzten  Ausbreitung  des  Gases  zu  setzen  und  erhält  so- 
dann für  die  absolute- Zerstreuungstemperatur  Tq  an  der 
festen  Erdoberfläche 

also  einen  ganz  enormen  Wert.  Demselben  entspricht  eine  mitt- 
lere Molekulargeschwindigkeit,  welche  sich  mit  Gl.  (6)  §  2  sowie 
wegen  AR  =  Cp  —  Cv  zu 


=  ^^gRTo  =  ^  3gro^  =-^3gro'^-'' 


(9), 


also  nach  Einsetzen  des  Wertes  für  Vq  zu  [w]  =  7380  m/sek  be- 
rechnet. Man  könnte  nun  bei  oberflächlicher  Überlegung  meinen, 
dafs  diese  Geschwindigkeit  mit  derjenigen  u  identisch  sein  müfste, 
welche  einem  Körper  an  der  Erdoberfläche  zu  erteilen  ist,  wenn 
er  nicht  wieder  zurückkehren  soll,  und  welche  man  aus  der 
obigen  Formel  für  die  zum  Hinausschleudern  von  1  kg  in  die 
Unendlichkeit  aufzuwendende  Arbeit  L  mit  r  =  co,  zu 

u  =  f2gL  =  f2jr^ (10) 

erhält.  Daraus  folgt  aber  u  =  11190  m/sek,  also  keine  Überein- 
stimmung mit  dem  Werte  von  [w].  Die  den  beiden  Geschwin- 
digkeiten entsprechenden  kinetischen  Energiebeträge  stehen  viel- 
mehr in  dem  Verhältnis 

[w^_3_cp  —  cv                       ' 
u^    ~  2       Cp  ^^^^' 

während  wir  in  §  4  Gl.  (16)  für  das  Verhältnis  der  Änderung 
der  kinetischen  Molekularenergie  J  zu  derjenigen  des  Energie- 
inhaltes U 

J  IJ  ~~  2       Cv 

berechneten.  Daraus  ist  zu  schlielsen,  dafs  die  Geschwindigkeit  w 
des  in  die  Unendlichkeit  fortgeschleuderten  Körpers  der  Eigen- 
energie vermehrt  um  die  Arbeit  PqVq  =  JBTo,  welche  bei  Gasen 
von  der  nachdrängenden  Masse  geleistet  wird,  entspricht.  In 
der  Tat  hat  man  nämlich,  wenn  J  J  und  J  V  mit  J  und  TJ  ver- 


SS       Kap.  L  Das  Eoergiepriimp  n.  d.  stat.  V olialtai  ▼ollkomm.  Gaae. 

tauscht  wild«  was  für  vollkommene  Gase  nach  früherem  zulässig 
ist,  wegen  U  4-  Äpv  =  (cr -\-  AR)T=  Cp T 

J  3   Cp —  Cr 

ü  -\-  Apv  ~~  2     ~Cp 
und  mit  (lly 

^^  =  jr^ aia) 

«?         U-\-Apv  ^      ' 

Da  nun  diese  Arbeit  pv  einer  sich  von  der  Erdoberfläche  ent- 
fernenden Gasmasse  von  1  kg  Gewicht  wirklich  von  ihrer  Um- 
gebung mitgeteilt  wird,  so  ist  damit  auch  die  an&iglich  über- 
raschende Nichtübereinstimmung  der  Werte  von  [o?]  und  %  für 
die  Zerstreuungstemperatur  gelöst,  und  es  geht  nicht  an,  wie  es 
wohl  gelegentlich  versucht  wurde,  hieraus  die  Unzulässigkeit  der 
kinetischen  Molekulartheorie  der  Gase  überhaupt  zu  folgern. 

Schlielslich  ist  es  noch  von  Interesse,  die  Formel  für  die 
Zerstreuungstemperatur  auch  auf  die  Atmosphäre  beliebiger 
anderer  kugelförmiger  Weltkörper  auszudehnen,  wobei 
wir  wie  bei  der  Erdatmosphäre  von  dem  Einflüsse  der  Eigen,- 
drehung  des  Weltkörpers,  also  der  Zentrifugalbeschleunigung, 
abgehen  wollen.  Bezeichnen  wir  dann  mit  mo  die  Erdmasse, 
mit  ro  ihren  Radius  und  mit  /  einen  konstanten  Faktor  (die 
sog.  Gaussche  Zahl,  siehe  Bd.  I,  S.  158),  so  ergibt  sich  das 
Gewicht  der  Masse  m  an  der  Erdoberfläche  nach  dem  Newton- 
schen  Gesetze  zu 

und  ganz  analog  das  Gewicht  derselben  Masse  auf  einem  Welt- 
körper von  Radius  r^  und  der  Masse  m^  zu 

,w  Wi  _  rt'Üh  ^ 

Für  die  Arbeit  zur  Entfernung  der  Masse  m  von  der  Oberfläche 
dieses  Weltkörpers  bis  zum  Abstände  r  haben  wir  dann 

..-«..-a-i)=«S'«'(^'-)-  ' 

Soll  diese  Arbeit,  wie  es  die  Aufrechterhaltung  des  Gleich- 
gewichts in  der  Atmosphäre  des  Weltkörpers  erfordert,  von  der 
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Menge  G  selbst  geleistet  werden,  ohne  daTs  ihr  von  der  Um- 
gebung Energie  zugeführt  wird,  so  hat  man  wieder  eine  adia- 
batische Expansion  von  der  Oberflächentemperatur  Tj  auf  T 
mit  dem  Wärmeäquivalent  Q  Cp  (2i — T).  Sonach  dürfen  wir 
allgemein  für  beliebige  Weltkörper  an  Stelle  von  (7)  schreiben 

cp(r,-l^=^^r.'^(i--l)         ....       (12) 

und  erhalten  hieraus  mit  T  =  0  für  r  =  co  die  Zerstreuungs- 
temperatur 

A^^      (12a) 

Da  nun  femer  das  Produkt  aus  der  spez.  Wärme  Cp  mit  dem 
Molekulargewicht  fi,  vollkommener  Gase,  eine  Konstante  a  ist, 
wie  wir  in  §  4  gesehen  haben ,  so  wird  mit  a  =  6,85  =  /^iCp 
aus  (12  a) 

.r,  =  lü'^ro^ (12b) 

d.h.  die  Zerstreuungstemperatur  einer  Atmosphäre 
ist  dem  Molekulargewicht  derselben  direkt  pro- 
portional. So  würde  man  z.  B.  für  den  Mond  mit  wix  :  w©  . 
=  1  :  88,  und  ri  :  vq  =  0,27  für  eine  Wasserstoffatmosphäre  mit 
fi  =  2  bzw.  Cp  =  3,41  eine  Zerstreuungstemperatur  von  Ti  =  190  o 
bzw.  Ti  =  —  830  c  erhalten. 


Kapitel  IL 
Bewegungserscheinungen  vollkommener 

Gase. 


f  9»    Die  Vortfitimzung  des  Schalles  in  Gmsen. 

Attubreitang  de»  Bcballes  in  der  Laft    ZarfickfObmng  auf  periodische 

odMpAtUiehe  ZwiUmdtsAndemngen  der  Lnft.  Aafstellang  der  Gleichnngen 

ffir   nehr  kleine  Dichtigkeitasebwankangen.    Formel   von  Laplace  fOr 

die  8cballge«chwindigkeit,  kinetische  Ableitung  derselben. 

Htören  wir  an  irgend  einer  Stelle  einer  sonst  homogenen 
(iemmBrne  den  Gleichgewichtszustand  derselben,  so  pflanzt  sich 
diene  Störung  erfahrungsgemäls  nach  allen  Richtungen  hin  fort 
und  wird  schlielsLich  als  Schall  durch  das  Ohr  von  uns 
empfunden.  Dafs  zu  dieser  Fortpflanzung  eine  mefsbare  Zeit 
gehört,  lehrt  schon  die  Beobachtung  etwa  eines  Steineklopfers, 
dessen  Schläge  wir  in  unmittelbarer  Nähe  scheinbar  zu  gleicher 
Zeit  mit  dem  Auge  sehen  und  mit  dem  Ohre  wahrnehmen, 
während  bei  wachsender  Entfernung  das  Gehör  zeitlich  immer 
mehr  hinter  der  Gesichtswahrnehmung  zurückbleibt.  Aufserdem 
aber  bemerken  wir  mit  der  Entfernung  eine  erhebliche  Abnahme 
der  Stärke  der  Gehörempfindung,  während  die  Richtung  — 
wenigstens  bei  ruhender  Luft  —  keinen  merkbaren  Einflufs  auf 
die  ganze  Erscheinung  ausübt.  Wenn  wir  nun  auch  beim  Schall 
eine  Luftbowegung  nicht  wahrnehmen  können,  so  beobachten 
wir  doch,  vor  allem  bei  grolser  Schallstärke,  erhebliche  Ver- 
änderungen des  Druckes  der  Luft,  welche  bis  zur  Zertrümmerung 
von  Glasscheiben  z.  B.  nach  Kanonenschüssen  oder  Explosionen 
führen  können     Jeder  Drucksteigerung  an  einer  Stelle  entspricht 
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aber  eine  Anhäufung  von  Gasteilchen,  also  eine  Erhöhung  der 
Dichtigkeit,  und  dieso  wiederum  hat,  da  eine  Bewegung  der 
Luft  im  ganzen  nicht  eintritt,  eine  Verdünnung  in  ihrer  un- 
mittelbaren Nachbarschaft  zur  Folge:  Daraus  dürfen  wir  nun 
schliefsen,  dafs  der  Schall  nichts  anderes  als  eine  Aufeinander- 
folge von  Luftverdichtungen  und  -Verdünnungen  ist,  welche  von 
der  Schallquelle,  d.  h.  der  Störungsstelle  ausgehend  sich 
kugelförmig  durch  die  umgebende  homogene  Luftmasse  mit 
einer  endlichen  Geschwindigkeit  fortpflanzen.  Aus  einer  Anzahl 
von  weiteren  Beobachtungen  hat  sich  nun  ergeben,  dafs  die 
Schallgeschwindigkeit  in  der  Luft  bzw.  einem  anderen  Gase  von 
den  Eigenschaften  derselben  und  seinem  augenblicklichen  Zu- 
stande in  hohem  Grade  abhängig  ist.  Bei  der  Leichtigkeit  der 
praktischen  Beobachtung  der  Schallgeschwindigkeit  dürfen  wir 
von  der  Kenntnis  dieses  Zusammenhanges  weitere  Aufschlüsse 
über  die  Eigenschaften  der  Gase  bzw.  wertvolle  Bestätigungen 
theoretisch  ermittelter  Sätze  erwarten,  so  dafs  auch  in  einer 
technischen  Wärmelehre  die  Theorie  der  Fortpflanzung  des 
Schalles  einen  Platz  beanspruchen  kann. 

Dabei  wollen  wir  uns  auf  die  Betrachtung  des  Vorganges 
in  einer  geraden  Röhre  von  konstantem  Querschnitte  /  be- 
schränken, in  welcher  die  Verdichtungen  und  Verdünnungen 
der  eingeschlossenen  Luft  parallele  Schichten  treffen  und  in  der 
Achsenrichtung  der  Röhre  fortschreiten.  Das  Material  der  Röhre 
sei  sowohl  für  den  Schall  wie  auch  für  Wärme  undurchdringlich, 
so  dafs  wir  es  offenbar  mit  einer  adiabatischen  Zustandsänderung 
zu  tun  haben.  Diese  Voraussetzung  ist  übrigens  durchaus  nicht 
etwa  willkürlich,  sondern  deckt  sich  insofern  mit  der  Wirklich- 
keit bei  kugelförmiger  Ausbreitung  des  Schalles,  als  an  jeder 
Stelle  irgend  einer  unendlich  dünnen  Kugelschale  um  die  Schall- 
quelle zu  gleicher  Zeit  derselbe  Zustand  herrschen  muls,  mithin 
innerhalb  dieser  Kugelschalen  weder  eine  Fortpflanzung  des 
Schalles  noch  ein  Wärmeaustausch  stattfindet.  Die  FaraUel- 
schichten  unserer  Röhre  sind  aber  nichts  anderes  als  Stücke 
dieser  Kugelschalen,  wenn  wir  uns  nur  die  Entfernung  von  der 
Schallquelle  hinreichend  grofs  vorstellen.  ~Z3 rz — 

Die    mit    der    Röhrenachse    Fig.   23    zu-    /_^  ^^ 

sammenfallende     Fortpflanzungsrichtung      des         L_w;_«J^ 
Schalles  werde  mit  x  bezeichnet,  so  dafs  dx  die  pig.  23. 
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Dicke  einer  elementaren  Röhrenschicht  vom  Querschnitte  / 
ist.  Auf  der  einen  Seite  der  Schicht  herrscht  in  einem  ge- 
gebenen Momente  der  Druck  p,   auf  der  entgegengesetzten  der 

Druck   p  -\-  dp  =p  -\-  e—  dx.    Die  Differenz  der  beiden  Drücke 

erteilt   nunmehr    der    in    der    Schicht    eingeschlossenen    Masse 

-^  fdXy  worin  y  das  spezifische  Gewicht  der  Luft  in  der  Schicht 

du         hu         hu  hx 
bedeutet,  die  Beschleunigung  -ju  =   jri   ~^  >r  ht'   ®^  ^^®  ^^® 

Gleichung 

besteht,  in  welcher  die  Differentialquotienten  als  partielle  er- 
scheinen, da  nicht  nur  eine  Veränderüchkeit  des  Druckes  p  und 
der  Geschwindigkeit  w  mit  der  Entfernung  x  von  der  Schall- 
quelle, sondern  auch  mit  der  Zeit  t  vorliegt.  Unsere  Gleichung 
vereinfacht  sich  übrigens,  da  die  Geschwindigkeit  u  im  schein- 
baren Ruhezustande  des  ganzen  Systems  nur  kleine  Werte  um  0 

bu 
herum  annimmt,  durch  Vernachlässigung  des  Produktes  u  5—  in 

hx   ~        g    bt ^^^ 

und  gibt  in  dieser  Form  eine]  Beziehung  zwischen  den  abhängigen 
Veränderlichen  p,  y,  u  sowie  den  unabhängigen  x  und  t  Eine 
weitere  Gleichung  erhalten  wir  aus  der  Berechnung  der  Ände- 
rung des  spezifischen  Gewichtes  y  infolge  der  Schallbewegung. 
Durch  die  Fläche  /  strömt   nämlich    von   links   in  unsere  Ele- 

y  u 
mentarschicht  im  Zeitelement  dt  die  Masse  /    -     dt,    während 

auf   der   anderen  Stirnfläche  die  Masse  —[yu-\--^^  dx\  dt 

gleichzeitig  heraustritt.    Die  darin  verbleibende  Differenz  erhöht 

/    hy 

den  Inhalt  der  Schicht  um ^  dxdt,    so    dafs    wir    weiter 

g    ht 

schreiben  können 

-^  g  g  y     '     hx  dt=  g  ht 
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oder  kürzer 

by  _       b(yu) 

bi-"^    bx         '■ ^^> 

Diese  Formel  ist  natürlich  nichts  anderes  als  die  sog.  Kon- 
tinuitätsgleichung für  ausdehnbare  Flüssigkeiten  mit  der 
Beschränkung  auf  Zustandsänderungen  und  Bewegungen  in  einer 
einzigen  Richtung.  Sind,  was  für  die  vorliegende  Erscheinung  an- 
genähert zutrifft,  diese  Zustandsänderungen  und  damit  die  Schwan- 
kungen der  Geschwindigkeit  u  sowohl  mit  der  Zeit  als  auch  mit 
der  Lage  nur  gering,  so  können  wir  unter  a  einen  kleinen  Bruch 
und  Yq  den  Mittelwert  von  y  verstanden 

y  =  yo  (1  +  ^) (3) 

setzen.    Daraus  folgt  aber 

by  ba        ,  b  (yu)  bu    ,        b(ua)  ,^  ^ 

^  =  yoä7iind-;^=yo^+ro-^  .    •    (3a) 

Schwankt  nun  schon  u  sehr  wenig,  so  kann  der  Differentialquotient 
—4 — -  gegen  >r—  als  kleine  Gröfse  höherer  Ordnung  vernach- 
lässigt und  kurz 

ö^jO_      Ö£ (3b) 

bx         '^bx  ^     ^ 

geschrieben  werden.     Mit  (3a)  und  (3b)  geht  aber  (2)  über  in 

^(T  '  bu  ,^  . 


oder  nach  nochmaliger  Differentiation  nach  der  Zeit 

b^a               b*  u 
b^^~^xbi 


(2b) 


Um  die  Geschwindigkeit  mit  Hilfe  dieses  Ergebnisses  aus 
Gl.  (1)  zu  eliminieren,  müssen  wir  auch  diese  Formel  nochmals, 
und  zwar  nach  dem  Wege  x  differenzieren.  Vorher  aber  empfiehlt 
sich  ihre  Transformation  in 

bp  by  _       y  bu^ 
by  bx~       g  bt' 
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woraus  mit  Rücksicht  auf  (3)  sowie  unter  Vernachlässigung  von 

hervorgeht.     In   dieser  Gleichung   kann   man   den   Differential- 

quotienten    v-     unbedenklich    als    eine    Konstante   ansehen,    so 

lange  es  sich  (voraussetzungsgemäfs)  nur  um  kleine  Änderungen 
des  Druckes  und  der  Dichte  handelt.  Dann  aber  folgt  durch 
weitere  Differentiation  von  (la)  nach  dem  Wege  x 

^b^b^^~~  b^b^t ^^^) 

Ziehen  wir  schliefslich  diese  Gleichung  von  (2b)  ab,  so  ergibt 
sich  als  resultierende  Differentialgleichung  für  die 
Schwankung  c  des  spezifischen  Gewichtes 

bp  b^G  ^  b^o 
^  by  bx^  ""572 W 

Wir  hätten  natürlich  auch  ebensogut  a  eliminieren  können 
durch  Differentiation  von  (2a)  nach  x  und  von  (la)  nach  t  und 
würden  so  die  der  Formel  (4)  ganz  analog  gebaute  Gleichung 
für  die  Geschwindigkeit  u 

bp  b^u        b^u 
^  d y  öx2  ^  ^ ^^^ 

erhalten  haben.  Das  Resultat  unserer  Betrachtungen  ist  also 
in  jedem  Falle  eine  partielle  Differentialgleichung 
zweiter  Ordnung,  wie  sie  uns  zuerst  in  der  Mechanik  (Bd.  I 
S.  446)  für  die  seitlichen  Ausschläge  eines  gespannten  Seiles 
entgegengetreten  ist.  Das  allgemeine  Integral  derselben  ist  dem- 
nach auch  hier,  wie  man  sich  leicht  durch  zweimaüge  partielle 
Integration  überzeugt, 

(T=fiix  +  at)-\-f^{x  —  at).     .....     (6), 

worin  der  Kürze  halber 

(7) 
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gesetzt  wurde,  während  /i  und  /2  ganz  willkürliche  Funk- 
tionen bedeuten.  Man  kann  daher  auch  die  Dichtigkeitsschwan- 
kung G  in  zwei  Teile  o^  -\-  02  =(r  zerlegen,  so  zwar,  dafs 

wird.  Betrachten  wir  nun  zwei  gleiche  Werte  von  cri,  welche 
zur  Zeit  t  bzw.  V  an  den  Stellen  x  und  x'  auftreten,  so  haben 
wir  ofEenbar 

oder 

x  —  af=z^a{t  —  V) (8) 

und  ebenso  für  zwei  gleiche  02  zu  denselben  Zeiten  und  an 
denselben  Stellen 

x  —  x^  =  -\-a{t-{) (8a) 

Daraus  folgt  weiter,  dafs  die  beiden  partiellen  Dichtigkeits- 
schwankungen (Ti  und  (72  sich  längs  unserer  Röhre  nach  beiden 
Seiten  mit  gleich  grofser  aber  entgegengesetzt  gerichteter  Ge- 
schwindigkeit a  fortpflanzen  und  sich  selbst  übereinander  lagern. 
Die  durch  Gl.  (7)  gegebene  Konstante  a  ist  demnach  schon  die 
gesuchte  Fortpflanzungsgeschwindigkeit  des  Schalls, 
der  selbst  infolge  der  sich  in  gleichen  Abständen  wiederholenden 
Dichteschwankungen  als  eine  Wellenbewegung,  und  zwar 
wegen  der  mit  der  Fortpflanzungsgeschwindigkeit  hier  gleich 
gerichteten  Schwingungsgeschwindigkeit  u  als  eine  longitu- 
dinale  zu  bezeichnen  ist.  Die  konstante  Entfernung  x  —  x* 
zweier  in  demselben  Zustande  befindlichen,  aufeinander  folgenden 
Rohrquerschnitte  heifst  alsdann  die  Wellenlänge,  die  Zeit 
t  —  V,  welche  die  Zustandsänderung  zum  Durchlaufen  der  Wellen- 
länge braucht,  die  Schwingungsdauer. 

Denken  wir  uns  die  Röhre  von  der  Schallquelle  aus  nach 
einer  Seite  unendlich  ausgedehnt,  so  brauchen  wir  nur  eine  der 
beiden  Gröfsen  tr  ins  Auge  zu  fassen,  um  den  Vorgang  rech- 
nerisch zu  verfolgen.  Erst  wenn  wir  die  Röhre  an  einem  Ende 
ßchliefsen,  d.  h.  dort  das  Fortschreiten  der  Wellenbewegung  ver- 
hindern, tritt  auch  die  gegenläufige  Welle  in  Wirksamkeit.  Wir 
erhalten  dann  ebenso  wie  bei  den  Schwingungen  eines  Seiles 
Reflexionen  an  der  festen  Wand,  d.  h.  dem  verschlossenen  Ende 
und  infolgedessen  stehende  Wellen  in  der  Röhre,  Erscheinungen, 
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welche  für  technische  Zwecke  nur  von  untergeordneter  Bedeutung 

sind  und  daher  hier  nicht  weiter  verfolgt  werden  sollen. 

Dagegen  ist  die  Bemerkung  nicht  unwichtig,  dals  die  Gl.  (7) 

für  die  Schallgeschwindigkeit,  wie  wir  von  jetzt  ab  kurz 

statt  Fortpflanzungsgeschwindigkeit  des  Schalles  sagen   wollen, 

eine  ziemlich  allgemeine  Gültigkeit  besitzt.    Für  Gase  lälst  sie 

sich  leicht  weiter  umformen   durch  Einführung  des  Wertes  von 

hp 

K—,  welcher  der  Adiabate  entspricht.    Für  dieselbe  hatten  wir, 

unter  v  =  1  :  y  das  spezifische  Volumen  verstanden,  die  Gleichung 


oder 

aus  der  sich  sofort 


pro""  =Por (9)> 

^P                            P  /«      X 

^— -  =  X  —  =  xpv      ......  (9a) 

by           y         ^  V    / 


ergibt.  Danach  lautet  unser  Ergebnis  für  die  Schallgeschwindig- 
keit in  einem  Gase 

<^=''V9y'^==V9^Pv (7a), 

wie  zuerst  von  Laplace  (1816)  angegeben  wurde,  nachdem 
Newton  (1687)  auf  Grund  der  Annahme,  dafs  die  Verdichtung 
nach  dem  reinen  Boyleschen  Gesetz,  also  nicht  nach  der  ihm 
noch  unbekannten  Adiabate  erfolgte,  irrtümlich  die  Formel 
a  =  fgpv  aufgestellt  hatte. 

Setzt  man  in  die  Gl.  (7a)  die  Werte  für  Luft  bei  0^  unter 
normalem  atmosphärischem  Drucke,  also  p  =  10334  kg/qm,. 
y  =  1,293  kg/cbm  sowie  g  =  9,81  m/Sek.2  ein,  so  erhält  man 
mit  X  =  Cp  :  Ct,  =  1,41  eine  Schallgeschwindigkeit  von  333  m/Sek. 
in  Übereinstimmung  mit  der  Erfahrung.  Da  man  auch  statt 
(7a)  für  Grase 

a  =  igxRT (7b) 

schreiben  kann,  so  erkennt  m^n  eine  Abhängigkeit  der  Schall- 
geschwindigkeit mit  der  Temperatur,  welche  durch  Beobachtungen 
von  Greely  (1890)  in  hohen  Breiten  bis  zu  Temperaturen  von 
—  480  bestätigt  wurde. 
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Die  Bedeutung  der  GL  (7a)  für  die  Wärmelehre  liegt  in- 
dessen weniger  in  der  Berechnung  der  Schallgeschwindigkeit  aus 
bekannten  physikalischen  Eigenschaften  als  vielmehr  in  der 
Feststellung  des  Verhältnisses  x  =  Cp  :  Cv  aus  der  experimentell 
ermittelten  Schallgeschwindigkeit,  zu  welchem  Zwecke  man  in 
der  Physik  eine  Reihe  äulserst  scharfer  Methoden  ausgebildet 
hat,  deren  eingehende  Besprechung  uns  allerdings  hier  zu  weit 
führen  würde.  Nur  soviel  sei  erwähnt,  dafs  bei  denselben  die 
Schallgeschwindigkeit  a  meistens  nicht  direkt  gemessen,  sondern 
mit  Hilfe  von  Gl.  (8)  aus  der  Wellenlänge  x  —  x  bestimmt 
wird,  welche  sich  in  einer  mit  dem  Gase  gefüllten  Röhre  nach 
Erregung  von  Schwingungen  von  vorher  bestimmter  Dauer  t--f 
einstellt.  Als  Erreger  dient  dabei  meist  eine  Stimmgabel,  während 
die  stehenden  Wellen  in  der  Röhre  durch  eingebrachten  Staub, 
der  sich  an  den  Verdichtungsstellen  anhäuft,  sichtbar  gemacht 
und  abgemessen  werden  können. 

Bei  unserer  Ableitung  der  Schallgeschwindigkeit  sind  >vir 
stillschweigend  von  der  Voraussetzung  einer  stetigen  Massen- 
verteilung des  Gases  in  der  Röhre  Fig.  23  ausgegangen,  wodurch 
wir  auf  die  partielle  Differentialgleichung  (1)  sowie  auf  die  Kon- 
tinuitätsgleichung (2)  geführt  wurden.  Da  wir  nun  die  Zustands- 
gieichung vollkommener  Gase  auch  aus  der  kinetischen  Vor- 
stellung entwickeln  konnten,  dafs  dieselben  aus  lauter  einzelnen, 
regellos  durcheinander  bewegten  Molekülen  bestehen,  so  er- 
scheint es  nicht  unangebracht,  zu  prüfen,  ob  es  möglich  ist, 
auf  diesem  Wege  die  Formel  (7)  für  die  Schallgeschwindigkeit 
zu  entwickeln.  Wir  gehen  dabei  von  der  Zustandsgieichung  (5a) 
in  §  2 

aus,  in  welcher  [w^]  :2g  die  kinetische  Molekularenergie  der 
Gewichtseinheit  bedeutet.  Dieselbe  zerfällt  entsprechend  den 
drei  Koordinatenrichtungen,  von  denen  keine  bevorzugt  ist,  in 
drei  gleich  grofse  Teile,  so  dafs  wir,  unter  [u]  die  mittlere 
Molekulargeschwindigkeit  in  irgend  einer  Richtung  verstanden, 
auch 

[v:2]=gpV (10) 

achreiben  können.  Mit  der  hieraus  folgenden  mittleren  Ge- 
schwindigkeit müfste  sich  demnach  eine  Störung   im   Gi^e  in 

Lorenz,  Techn.  Wärmelehre.  7 
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einer  bestimmten  Richtung  fortpflanzen,  so  dafs  wir  für  die 
Schallgeschwindigkeit 

a=  [w]  =  Vgpv (10a) 

erhalten  würden.  Dies  ist  aber  wieder  die  von  Newton  auf- 
gestellte Gleichung,  welche,  wie  Laplace  gezeigt  hat,  nicht  mit 
der  Erfahrung  stimmt,  sondern  durch  (7)  bzw.  (7  a)  zu  ersetzen  ist. 
Der  Widerspruch  erklärt  sich  sofort  durch  die  Tatsache,  dafs 
Gl.  (10a)  aus  (7)  für  den  Fall  isothermischer  Zustandsänderungen 
hervorgeht,  während  wir  es  in  Wirklichkeit  mit  adiabatischen 
zu  tun  haben. 

Jedenfalls  befindet  sich  das  Gas  während  des  Durchgangs 
von  Schallschwingungen  nicht  im  Gleichgewichtszustande  und 
darum  trifft  auch  nicht  mehr  die  Voraussetzung  einer  homo- 
genen Verteilung  der  Gasmoleküle  längs  der  Fortpflanzungs- 
richtung  des  Schalles  zu,  welche  der  Formel  (10) 


zugrunde  liegt.     Wir  wollen  daher  jetzt  diese 

Annahme   fallen   lassen   und   in  zwei   benach- 

Fig.  24.  harten  gleich  grolsen  Volumenteilen  V  der  Röhre 

Fig.  24  verschiedene  Zustände  j?t;  und  PqVq  des 

Gases   voraussetzen.     Bedeuten  n    und  Wo    die    entsprechenden 

Molekülzahlen,  m  die  Masse  eines  Moleküls,  so  folgt 

V  =  nmgv  =  nQfngvo (11) 

Findet  nun  zwischen  den  beiden  Gewichtsmengen  nmg  und 
nom^  in  den  benachbarten  Volumen  ein  Energieaustausch  statt, 
so  hat  man,  da  infolgedessen  die  auf  die  Gewichtseinheit  be- 
zogenen Differenzen 

^—pv    und   ^—Povo 

nicht  verschwinden, 

nmg[^—pvj==norng\^^  -  PqVoJ     .     .     (12) 
zu  setzen,  oder  auch  wegen  (11) 

^^^  -^-:^)  =  9(p-Po)       ....     (12a) 

Sollen  weiterhin  die  Zustandsänderungen  in  der  Röhre  nur  ver- 
schwindend klein  ausfallen,  so  kann  man  beim  Übergang  zu  den 


(' 
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Differentialen  auch  von  den  Änderungen  der  Gresehwindigkeits- 
quadrate  [u^]  ganz  absehen,  wenn  man  an  deren  Stelle  einen 
Mittelwert  für  die  ganze  Röhrenlänge  einführt.  Alsdann  aber 
wird  aus  (12a) 

oder  mit  vy  =  1  und  [u^]  =  a^ 

in  Übereinstimmung  mit  der  obigen  Gl.  (7).  Gegenüber  der 
früheren  Ableitung  hat  die  letzte  allerdings  trotz  ihrer  Einfach- 
heit den  Nachteil,  dab  sie  den  periodischen  Charakter  des  ganzen 
Vorgangs  nicht  erkennen  läfst. 

§  10.    Der  Ausflufs  Yollkommener  Gase. 

StatioDäre  Strömung  von  Gasen,  Unvereinbarkeit  gewöhnlicher  Schall- 
Schwingungen  mit  derselben.  Ausflufsgesch windigkeit  und  AuBflufsmenge. 
Kritisches  Druckverhältnis  und  Auftreten  der  Schallgeschwindigkeit. 
Yersuchsergebnisse.    Bildung  stationärer  Schallwellen  im  freien  Strahl. 

Die  Untersuchungen  des  letzten  Paragraphen  boten  uns 
Aufschlufs  über  periodische  Schwankungen  des  Druckes  längs 
der  Achse  einer  stillschweigend  als  horizontal  angenommenen 
Gassäule  von  geringen  Querdimensionen,  welche  sich  als  Ganzes 
betrachtet  in  Ruhe  befindet.  Die  Gleichung,  von  der  wir  für 
die  Verfolgung  dieser  als  Schall  bezeichneten  Schwankungen 
ausgingen,  nämlich 

bx'^  g  dt~  g\bt  '^^bxj    '    '     '     '    ^^^ 

war  jedoch  an  die  letztere  Bedingung  nicht  gebunden,  sondern 
gilt  allgemein  auch  für  den  Fall  einer  Bewegung  des  Gasinhaltes 
der  Säule  in  deren  Achsenrichtung.  Alsdann  dürfen  wir  natür- 
lich nicht  mehr  die  fortschreitende  Geschwindigkeit  u  des  Gases 

hu 
selbst  bzw.  das  Produkt  u  ^—  vernachlässigen.    Dagegen  können 

o  fl> 

wir  den  auf  der  linken  Seite  der  Gl.  (1)  stehenden  Druck  in 
zwei  Teile 

P+r=P (2) 
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zerlegen,  deren  Verhältnis  zu  einander  zanächst  unbestimmt 
bleibt,  und  dementsprechend  auch  (1)  in  zwei  Gleichungen 

bx~  g  bt ^^^^ 

bü"       y      bu 

-T^-r^-x  (ib> 

zerfallen.  Die  erste  dieser  Formeln  liefert  uns  nun,  geringe 
Schwankungen  des  Druckes  und  der  Dichte  vorausgesetzt,  die 
periodische  Schallbewegung,  die  wir  im  letzten  Paragraphen 
studiert  haben,  während  die  zweite  der  Gesamtbewegung  der 
Gasmasse  entspricht.  Ist  diese  letztere  stationär,  d.  h.  flielst 
durch  jeden  Querschnitt  der  Säule  in  der  Zeiteinheit  immer  die- 
selbe Gasmasse  hindurch,  so  ist  sowohl  die  entsprechende  Ge- 
schwindigkeit als  auch  der  zugehörige  Druck  des  Gases  an  jeder 
Stelle  unabhängig  von  der  Zeit.  Wir  dürfen  deshalb  in  (Ib) 
die  partiellen  Difterentialquotienten  durch  totale  ersetzen  und 
miti;y  =  l  sowie  unter  Weglassung  des  Index  vom  Drucke 
schreiben 

y  udu 

dp  =  —  —  udu  oder  — vdp  = .     .     .     .     (Ic) 

y  " 

öw  du' 

Anderseits  aber  wird  mit  -^  =  0  in  Gl.  (la)  auch  ^—  =  0,  so- 

dafs  jedenfalls  Schallschwingungen  gewöhnlicher  Art 
mit  der  stationären  Strömung  unvereinbar  sind. 
Für  die  weitere  Behandlung   der  Gl.  (Ic)  nehmen  wir  nun  an,. 

dafs    die    Gassäule    von    einer    adia- 
thermanen  Hülle  (Röhre)  umgeben  sei,, 
in  der  sie  aus  einem  Reservoir  mit  dem 
Zustande j:?i Vi  in  ein  zweites  überströmt,, 
in  welchem  dauernd   ein   anderer  Zu- 
stand aufrecht  erhalten  wird.    Als  letz- 
teres können  wir  natürlich  auch  (siehe 
Fig.  25)  die  freie  Atmosphäre  wählen, 
so  dafs  der  Ausfluls   in   dieselbe  nur 
als  Spezialfall   der    hier    betrachteten. 
Erscheinung  auftritt.     Die  adiabatische  Zustandsänderung  voll- 
zieht  sich    hierbei   jedenfalls    von   dem   Gefäfsinnern    bis    zum 
Mündungsquerschnitt ,    während   wir   das  Verhalten    der   freien. 
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Strahlen  aulserhalb  der  Mündung  einer  späteren  Untersuchung 
vorbehalten  wollen.  Für  den  ersteren  Vorgang  haben  wir 
zwischen  dem  spezifischen  Volumen  v  und  dem  Drucke  p  des 
Oases  die  Beziehung 

pv  =pi  Vi*" (3), 

•durch  welche  die  Gl.  (Ic)  sofort  integrabel  wird  und  auf 

•  X— 1 

1*2  —  Mi2 


^^^^h-(£-)  M  •  •  ■  ^ 


2g  x  —  l 

iührt,  wenn  %  die  anfängliche  Geschwindigkeit  und  u  die  einer 
l^eliebigen  Stelle  der  Strömung,  wo  der  Druck  p  herrscht,  ent- 
sprechende bedeutet.  Befindet  sich  das  Gas  in  dem  Ausfluls- 
^efäls  in  Ruhe,  so  verschwindet  Mi  und  wir  erhalten  statt  (4)  auch 

Zu  der  Gl.  (4)  hätten  wir  auch  auf  einem  ganz  anderen  Wege 
:gelangen  können,  und  zwar  unter  Benutzung  der  in  §5  abgelei- 
teter Differentialgleichung  (1)  für  einen  bewegten  Körper.  Setzen 
wir  in  dieser  Formel 

,^        .  ^  I -t-r^   ,   dL   ,    udu 
dQ  =  ÄG  Uc7  +  -^  +  ^- 

im  Einklang  mit  unserer  Annahme  einer  adiabatischen  Zustands- 
^nderung  dQ  =  0,  so  vereinfacht  sie  sich  zunächst  in 

dL       udu 

dU  +  -gr-h^  =  o (5) 

Weiter  haben  wir  aber  für  vollkommene  Gase  gefunden, 
■dafs  Änderungen  der  Eigenenergie  nach  Gl.  (5  a)  in  §  6  durch 

bestimmt  sind.  Beachten  wir  schlielslich,  dafs  bei  der  stationären 
Fortbewegung  das  Gasgewicht  G  von  der  nachdrängenden  Masse 
die  Arbeit  pV  =  Gpv  aufnimmt,  während  es  vor  sich  her  andere 
Massen  mit  dem  Arbeitsauf  wände  pV  -\-  d(pV)  =  Gpv-j-Gd(pv) 
verdrängen  mufs,  so  folgt  für  die  vom  Gase  zu  leistende  äulsere 
-Arbeit 

dL=  G{pv  +  d[pv])'-Gpv  =  Gd(pv)    ...    (7) 
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Führen  wir  diesen  Ausdruck  mit  (6)  in  die  Bewegungs- 
gleichung (5)  ein,  so  geht  dieselbe  über  in 

u  du  ,      X      ,  .     .       ^  .^   ^ 

und  ergibt  durch  Integration 

-Yr'=,^i(fii^-P-)=^r^,iT^-T)      .    (8) 
oder  wegen  AR  =  Cp  — Cv 

A—^  =  Cp{T,^T)       ....    (8a) 

Diese  Gleichungen,  welche  mit  Benutzung  von  (3)  sofort  in 
(4)  übergeführt  werden  können,  lassen  nun  eine  praktisch 
wichtige  Folgerung  zu.  Denkt  man  sich  nämlich  das  Gas  aus 
einem  Reservoir,  in  dem  es  sich  im  Ruhezustande  befindet,  wo 
also  Ui  =  0  ist,  in  ein  zweites  adiabatisch  übertreten,  in  dem 
ebenfalls  keine  Bewegung  mehr  herrscht,  so  wird  mit  «2  —  ^i^ 
nach  GL  (8)  auch  die  Temperaturdifferenz  Ti — T  verschwinden. 
Danunbei  jeder  Ausströmung  dieser  endliche  Ruhe- 
zustand wieder  erreicht  wird,  so  kann  man  durch 
diesen  Vorgang  eine  Abkühlung  überhaupt  nicht 
erzielen,  trotzdem  während  der  Bewegung  die  Temperatur  des 
Grases,  welche  man  übrigens  nur  durch  ein  mit  gleicher  Ge- 
schwindigkeit in  demselben  fortbewegtes  Thermometer  experi- 
mentell feststellen  könnte,  um  so  tiefer  gegen  die  anfängliche 
sinken  mufs,  je  höher  die  Strömungsgeschwindigkeit  ist.  Befand 
sich  das  Gas  im  Ausströmungsgefäfs  in  Ruhe,  so  ergibt  sich, 
unter  F  den  Mündungsquerschnitt  verstanden,  mit  %  =  0  in  (4) 
sofort  die  in  der  Zeiteinheit  ausströmende  Menge  G  zu 

G  =  Fuy (9), 

worin  y  das  spezifische  Gewicht  des  Gases  im  Augenblicke  des 
Passierens  der  Mündung  bedeutet.  Es  erscheint  darum  zweck- 
mäfsig,  auch  in  der  Formel  (4  a)  den  Zustand  in  der  Mündung 
soweit  als  möglich  hervortreten  zu  lassen.  Zu  diesem  Zwecke 
setzen  wir  nach  der  Adiabate 
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und  erhalten  jetzt  aus  (4) 

...     (4b) 


-ii^AifP"- 


Hierin  bedeutet  aber 


«  =  ]/i 


gxpv 

die  Schallgeschwindigkeit,  welche  dem  Zustande 
des  Gases  im  Ausflulsquerschnitt  entspricht,  so  dafs 
wir  statt  (4  b)  kürzer  schreiben  dürfen 

'-'iM[tf-A  ■  ■  ■  '<*«) 

Die  praktische  Verwertung  dieser  Gleichung,  insbesondere 
von  (4  b)  zur  Berechnung  von  Ausflufsgeschwindigkeiten  wird 
durch  die  frühere  Tabelle  IV,   welche   offenbar  die  Werte  yon 

—   pv  angibt,  bedeutend  erleichtert. 

Bevor  wir  die  erhaltenen  Formeln  weiter  diskutieren,  wollen 
wir  ihre  Ergebnisse  erst  mit  der  Erfahrung  vergleichen.  Dabei 
müssen  wir  uns  jedenfalls  über  den  Zustand  des  Gases  im  Aus- 
flufsquerschnitte  klar  sein,  obwohl  derselbe  einer  direkten  Messung 
nicht  zugängUch  ist.  Wir  setzen  daher  zunächst  hypothetisch 
voraus,  dafs  in  der  Mündung  schon  der  äufsere  Druck  herrscht, 
wonach  sich  das  spezifische  Volumen  v  bezw.  das  spezifische  Ge- 
wicht y  des  Gases  an  derselben  Stelle  mit  Hilfe  der  Gl.  (3)  der 
Adiabate  aus  den  entsprechenden  Werten  p^v^  für  den  Zustand 
im  Innern  des  Auslaufgefäfses  leicht  berechnen  lassen.  Da  auch 
die  Geschwindigkeit  M  nicht  unmittelbar  gemessen  werden  kann, 
so  bleibt  uns  zur  Prüfung  der  Theorie  nur  die  Gl.  (9)  für  die 
in  der  Zeiteinheit  ausströmende  Gasmasse  übrig.  Mit  (4  a)  kom- 
biniert ergibt  dieselbe  sofort  den  Ausdruck 


«  =  ^rl/|S^..l.-(i)^j  .   .   . 


(9a), 


welcher  für  ;>  =  j?i  und  p  =  0  wegen  y  =  0  verschwindet.     Das 
erste  Resultat  ist  ohne  weiteres  einleuchtend,  da  im  Falle  gleichen 
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Druckes  im  Innern  des  Gefäfses  und  in  der  AusfluXsmündung 
bezw.  vor  derselben  für  eine  Gasbewegung  kein  Anlafs  vorliegt. 
Das  andere  Ergebnis  aber,  dals  auch  beim  Ausströmen  in 
ein  Vakuum  (wo  p  =  Ound  y  =  0  ist)  die  Ausflulsmenge 
verschwinden  soll,  ist  offenbar  absurd  und  zeigt  jeden- 
falls, dafs  entweder  unsere  Formel  oder  doch  die  Voraussetzung 
des  gleichen  Druckes  in  der  Ausflulsmündung  und  dem  Räume, 
in  welchen  das  Gas  eintritt,  nicht  vollständig  zutrifft.  Dieser 
Widerspruch  wurde  übrigens  schon  von  de  Saint-Venant 
und  Wantzel  (1839),  denen  man  die  Aufstellung  der  GL  (4) 
verdankt,  bemerkt.  Beide  Forscher  folgerten  mit  Recht  aus 
ihren  "Versuchen,  däfs  für  das  Einströmen  in  ein  Vakuum,  also 
für  j? :  j?i  =  0  die  Ausflulsmenge  ein  Maximum  erreichen  müfste. 


Fig.  26. 


Fig.  27. 


Anderseits  tritt  nach  der  in  Fig.  26  durchgeführten  Aufzeichnung 
der  Kurve  G  in  ihrer  Abhängigkeit  von  dem  Verhältnis  p  :  Pi 
ein  Maximum  schon  bei  einem  Werte  pk :  p  dieses  Verhält- 
nisses zwischen  den  beiden  Extremen  0  und  1  ein,  auf  dessen  Be- 
stimmung wir  sogleich  zurückkommen  werden.  Alsdann  aber 
lag  der  Gedanke  nahe,  dafs  in  dem  ganzen  Intervall  des  Druck- 
verhältnisses von  0  bis  Pj^ :  pi  die  Ausflufsmenge  ihren  Maximal- 
wert beibehält  und  damit  unabhängig  von  dem  Drucke  vor  der 
Ausflulsmündung  ist.  In  der  Tat  ersetzten  de  Saint-Venant 
und  Wantzel  den  Kurvenzweig  von  0  bis  Omax  durch  eine 
dem  letzteren  Maximalwert  entsprechende  Gerade  und  glaubten 
auch  durch  ihre  allerdings  ziemlich  unvollkommenen  Versuche 
die  Konstanz  von  G  in  diesem  Intervall  nachgewiesen  zu  haben. 
Als  Grund  für  diese  jedenfalls  sehr  auffällige  und  darum  von 
Zeitgenossen  wie  Poncelet  lebhaft  bestrittene  Tatsache  gaben 
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sie  die  Nichtübereinstimmung  des  Druckes  in  der  Mündung  mit 
demjenigen  vor  derselben  an. 

Um  diese  Frage  zu  prüfen,  wollen  wir  die  Bedingung  für 
die  Unabhängigkeit  der  Ausflulsmenge  G  von  dem  Drucke  p 
vor  der  Ausflulsmündung  bei  irgend  einem  Innendrucke  pi  ana- 
lytisch darstellen.    Diese  Bedingung,  nämlich 

dG       ^ 
dp 

ist  offenbar  schon  identisch  mit  derjenigen  für  das  Maximum 
von  G,    Mit  (9)  geht  dieselbe,  da  F  unveränderlich  ist,  über  in 

du    ,        dy 

worin  wir  nach  (Ic)  auch 

1^  =  -^=-^ (10) 

dp  yu  G  ^    ^ 

setzen  düi'fen.  Damit  aber  erhalten  wir  für  die  der  maximalen 
Ausflulsmenge  entsprechende  Ausflufsgeschwindigkeit  u  die 
Gleichung 

worin  dpidy  aus  der  adiabatischen  Zustandsänderung  zu  be- 
rechnen ist.  Diese  führt  uns  nun,  wie  schon  im  vorigen  Para- 
graphen in  GL  (9a)  gezeigt  wurde,  auf 


dp  p 

und  damit  auf 


,      —  X  —  =  xpv 
dy  y 


u  =  yxgpv  =a (11), 

d.  h.  auf  eine  mit  der  Schallgeschwindigkeit  iden- 
tische Ausflufsgeschwindigkeit,  wie  schon  Holtz- 
mann  (1861)  bemerkt  hatte.  Die  Schallgeschwindigkeit 
entspricht  hierbei  natürlich  dem  Zustande  des 
Gases  in  der  Ausflulsmündung,  welcher  durchaus 
nicht  mit  demjenigen  vor  der  Mündung  identisch 
zu   sein   braucht.     Eliminieren  wir  dann    aus  (11)  und  (4b) 
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die  Geschwindigkeit  u,  so  erhalten  wir  sofort  dasjenige  Drack- 
verhältnis 


a2), 


welches  dem  Eintreten  des  Maximums  von  G  entspricht,  und 
auch  durch  Differentiation  von  Gl.  (9a)  mit  Rücksicht  auf  die 
Veränderlichkeit  von  y  mit  p  hätte  berechnet  werden  können. 
Der  durch  (12)  gegebene  Druck  pt  herrscht  nun  in  der  Mün- 
dung selbst  unabhängig  vom  äulseren  Drucke,  solange  der  letztere 
nicht  selbst  grölser  als  pt  ist.  Im  letzteren  Falle  ist  die  Ausfluls- 
menge  variabel  mit  dem  äufseren  Drucke,  der  alsdaön  ent- 
sprechend der  gewöhnlichen  Annahme  auch  in  der  Ausfluls- 
mündung  herrscht.  Das  durch  (12)  bestimmte  Druckverhältnis 
trennt  demnach  zwei  in  ihrem  Verlauf  wesentlich  verschiedene 
Erscheinungen  und  soll  darum  mit  Emden  als  das  kritische 
Druckverhältnis  bezeichnet  werden,  dem  der  kritische 
Mündungsdruck  pt  entspricht.  Da  nun  auch  die  Ausfiuls- 
geschwindigkeit  nach  Gl.  (4a)  nur  von  dem  Druckverhältnis  p:pi 
bei  konstantem  Innenzustande  piVi  abhängt,  so  wird  sie  in  dem 
Intervalle  0  <iP  -  Pi  <CPk  :pi  wegen  der  Unveränderlichkeit  des 
Mündungsdruckes  px  ebenfalls  konstant  und  zwar  der  Schall- 
geschwindigkeit gleich  bleiben.  Die  in  Fig.  27  dargestellte  Ge- 
schwindigkeitskurve setzt  sich  mithin,  ebenso  wie  die 
der  Ausflufsmengen,  aus  zwei  Teilen  zusammen,  von 
denen  der  eine  der  Formel  (4a)  genügt,  solange  der 
Aufsendruck^  mit  dem  Mündungsdrucke  überein- 
stimmt, während  die  Grade  u  =  a  für  pk  : Pi>p:pi  der 
Schallgeschwindigkeit  entspricht,  welche  gleich- 
zeitig das  Maximum  der  Ausflufsgeschwindigkeit 
bildet. 

Für  den  Vergleich  mit  Versuchsergebnissen  ist  die  Kenntnis 
der  kritischen  Druckverhältnisse  jedenfalls  sehr  wichtig,  weshalb 
wir  in  Tabelle  VI  für  einige  Gasarten  dieselben  mit  den  Werten 
von  X,  aus  denen  sie  hervorgegangen  sind,  zusammengestellt 
haben. 
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Tabelle  VI.     Kritische  Ausflulsdruckverhältnisse. 


Gasart 

X 

Pt'Pt 

Pi:p* 

Luft 

1,409 

0,53 

1,90 

Wasserstoff 

1,408 

0,53 

1,90 

Kohlensäure 

1,300 

0,54 

1,83 

Wasserdampf 

1,135 

0,59 

1,70 

Den  Wasserdampf  haben  wir  in  die  Tabelle  aufgenommen,  weil 
derselbe  neuerdings  im  gesättigten  Zustande  Ausflulsversuchen 
von  Guttermuth  und  Blaefs^) 
unterworfen  wurde,  welche  eine  aus- 
gezeichnete Übereinstiramung  mit 
der  vorstehenden  Theorie  ergeben 
haben.  Diese  Versuche,  deren  Er- 
gebnisse in  dem  Diagramm  Fig.  28 
vereinigt  sind,  erstreckten  sich  auf 
ein  Druckintervall  vom  Vakuum 
bis  zu  9  kg/qcm  absolut,  wobei  der 
einem  Kessel  entnommene  und  vor 
der  Ausströmung  getrocknete  Dampf 

nach  derselben  kondensiert  und  in  dieser  Form  genau  gewogen 
wurde.  Die  augenscheinliche  geometrische  Ähnlichkeit  der  Ge- 
wichtskurven für  verschiedene  Kesseldrücke  untereinander  ist  ein- 
fach darin  begründet,  dals  Druck  und  Volumen  des  gesättigten 
Wasserdampfes  im  Kessel  nahezu  der  Beziehung  piVi  =  Ci  ge- 
nügen, welche  hier  allerdings  nicht  der  Isotherme  entspricht, 
wie  sich  später  ergeben  wird. 

Schreiben  wir  nämlich  mit  y  =  —  =   (--|^        statt  (9a) 


Flgr.  28. 


G 


=-y.^^ii(#-(ä^ 


(9  b), 


*)    V.    Blaefs,    >Über    Ausströmungsversucbe    mit    gesättigtem 
Wasserdampf <.    Physikalische  Zeitschrift,   1902,  IV.   S.  82.     Guter- 


muth:    »Versuche  über  den  Ausflufs  des  Wasserdampfesc 
d.  V.  d.  Ing.  1904.    S.  75. 


Zeitschr. 


G 
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gesetzt  werden  kann,  oder  dals  in  diesem  Falle  dieAusflufs- 
menge  in  der  Zeiteinheit  für  ein  und  dasselbe 
Druckverhältnis  p  :  Pi  dem  Drucke  p^  im  Ausfluls- 
gefälse  direkt  proportional  ist.  Für  vollkommene  Gase, 
zu  denen  der  Wasserdampf ,  wie  wir  später  feststellen  werden, 
durchaus  nicht  gehört,  gut  dieser  Satz  infolge  des  Boyle-Gay- 
Lussacschen  Gesetzes  solange  ganz  streng,  als  die  Temperatur 
im  Ausflulsgef äf se  für  alle  Werte  pi  Vi  dieselbe  ist. 

Aus  den  vorstehend  entwickelten  Formeln  läfst  sich  übrigens 
die  Theorie  des  Ausflusses  aus  Gef  älsen  mit  abnehmen- 
dem Drucke  leicht  entwickeln.  Dieser  Vorgang  besitzt  in- 
sofern eine  grolse  praktische  Bedeutung,  als  bei  ihm  die  Messung 
der  in  der  Zeiteinheit  ausfliefsenden  Gasmenge  aus  der  Druck- 
abnahme selbst  sehr  genau  durchführbar  ist.  In  der  Tat  habeii 
sich  Zeuner  und  Fliegner,  denen  man  die  meisten  zuver- 
läfsigen  Ausflulsversuche  i)  verdankt,  dieser  Methode  ausschliels- 
lich  bedient.  Sie  verfuhren  dabei  immer  so,  dafs  zuerst  ein 
Kessel  von  genau  bekanntem  Volumen  V  mit  Luft  bis  zu  einem 
Drucke  p  aufgepumpt  und  dann  durch  die  Ausflulsversuche  nach 
und  nach  wieder  entleert  wurde.  Die  Bestimmungen  des  Druckes 
erfolgten  dabei  immer  erst  nach  vollständigem  Temperatur- 
ausgleich des  Kessels  mit  der  Umgebung.  Bezeichnet  man  also 
mit  Yi  und  72  das  spezifische  Gewicht  der  Luft  bei  Beginn  und 
nach  Abschluls  eines  Versuches,  so  ist  die  während  desselben 
—  also  in  t  Sekunden  —  ausgeströmte  Luftmenge,  wenn  G  wie 
oben  der  Zeiteinheit  entspricht, 

Gt=V{y^-^r,) (13) 

P 
oder  wegen  y  =  ^-^  bei  gleicher  Temperatur  für  beide  Messungs- 


zeiten 


0=^"^ (''•) 


*)  Näheres  hierüber   siehe  in   den   Abhandlungen    von  Zeuner 
und  Fliegner  in  den  Jahrgängen  1874  u.  1877  des  »Oivilingenieurs«. 
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Während  des  Ausströmens  dieser  Menge  braucht  nun  die  Tem- 
peratur im  Innern  ebenso  wenig  konstant  zu  bleiben,  wie  der 
Druck  selbst,  so  daTs  wir  für  den  Elementarvorgang  an  Stelle 
von  (13)  zu  setzen  haben 

Gdt  =  —  Vdyi (14) 

Hat  nun,  wie  beim  Ausflufs  mit  grolsem  inneren  Überdruck^ 
nach  unserer  Theorie  das  Druckverhältnis  p  :pi  =  Pk  :pi  für  alle 
in  Frage  kommenden  Versuche  denselben  Wert,  so  können  wir 
mit  einer  Konstanten  C^  statt  (9  b)  auch  schreiben 


ö=c^]/f-;  =  (^-^PiYf  ■ 


und  erhalten  so  aus  (14) 


F  ^^  =  -  ^r=^ (l^a> 


Die  Integration  dieser  Gleichung  bietet  natürlich  keine  Schwierig- 
keit, wenn  wir  den  Zusammenhang  zwischen  p^  und  yi  während 
des  Ausströmens  kennen.  Dies  ist  nun  leider  nicht  der  Fall,  so  dal» 
wir  in  diesen  Beziehungen  auf  Annahmen  angewiesen  sind,  von 
denen  die  beiden  Extreme  der  isothermischen  und  adiabatischen 
Expansionen  des  Reservoirinhaltes  am  nächsten  liegen.  Die 
erste  Annahme  rülirt  von  Zeuner  selbst  her,  die  letztere  hat 
E.  Herrmann  seiner  Diskussion  der  Zeuner-Fliegnerschen  Ver- 
suche zugrunde  gelegt;  infolge  der  geringen  Druckunterschiede 
bei  allen  Einzelversuchen  ist  das  Schlulsergebnis  in  beiden  Fällen 
ziemlich  dasselbe.  Fliegner  nennt  darum  kurz  pi  den  mittleren 
Druck  im  Reservoirinnern  während  des  Ausflusses  und  gelangt 
alsdann  zu  der  mit  (9  c)  für  grofse  Überdrücke  übereinstimmenden 
Gleichung 

^f—  =  Konst (9d), 

Fpi  ^     ^ 

welche  er  durch  eigene  und  Zeuner s  Versuche,  von  denen 
eine  Reihe  (1 — 8)  in  Tabelle  VII  zusammengestellt  ist,  vollauf 
bestätigt  findet. 
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Tabelle  VII.    Ausflulsversuche. 

Mündungsdurchmesser  d  =  7,02  mm.   Barometerstand  p  =  722,4  mm. 

Temperatur  + 15,1  °. 


Versuchs- 
No. 

Pi  mm  Eg 

G 
Fp, 

Versuchs- 
Na. 

Pi  mm  Sg 

6? 
F 

•»(^•)- 

1 

2826,6 

0,3175 

9 

1349,1 

419,9 

5,889 

2 

2574,9 

0,3170 

10 

1231,2 

380,3 

5,865 

3 

2346,0 

0,3142 

11 

1123,1 

337,8 

5,865 

4 

2136,4 

0,3113 

12 

1028,5 

300,2 

5,884 

5 

1950,8 

0,3108 

13 

?47,0 

253.0 

5,872 

6 

1778,1 

0,3183 

14 

880,3 

212,0 

5,863 

7 

1621,7 

0,3109 

8 

1479,3 

0,3154 

Für  kleinere  Drucke  (also  pi  <  1,9  p),  denen  die  Versuche  9 — 14 
entsprechen,  ist  in  Gl.  (9b)  der  Mündungsdruck  jp  =  Konst.,  und 
zwar  gleich  dem  äuJfeeren  Atmosphärendruck  zusetzen,  während 
man  die  Expansion  im  Gefälsinnern  unbedenklich  wie  schon 
bei  den  Versuchen  1 — 8  als  isotherm  ansehen  darf.  Dann  aber 
muls,  wenn  unsere  Theorie  den  Tatsachen  entsprechen  soll,  mit 


(?\2        2gx   p^lipiV    -    _(pA 
F)-,c-lC,\\pj  \pj 


oder  kurz  mit 


„($)■.. „(|)-i.j(ap_(^)-]=K»„«.(s„ 

sein.  In  der  Tat  zeigen  die  Werte  der  letzten  Spalte  von 
Tabelle  VII  unregelmäfsige  und  nicht  zu  grofse  Schwankungen 
um  einen  Mittelwert,  so  dals  auch  durch  diese  Versuchsreihe 
unsere  Theorie  sehr  befriedigend  bestätigt  wird.  In  letzter  Zeit 
hat  Zeuner  noch  weitere  Versuche  angestellt,  bei  denen  die 
Luft  aus  der  Atmosphäre  in  einen  evakuierten  Kessel  ein- 
strömte.    Auch  diese  Versuche,   welche  wir   noch  weiter  unten 
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aus  anderen  Gesichtspunkten  zu  erwähnen  haben,   ergaben  eine 
recht  befriedigende  Übereinstimmung  mit  der  Theorie. 

Damit  ist  allerdings  der  Umstand,  dafs  —  konstanter  Reser- 
voirdruck vorausgesetzt  —  beim  Überschreiten  eines  bestimmten 
Druckes  vor  der  Ausflulsmündung  die  Ausflulsgeschwindigkeit 
und  Menge  unverändert  bleiben,  noch  nicht  erklärt.  Es  liegt 
dies  einfach  daran,  dafs  unsere  bisherigen  Untersuchungen 
sich  lediglich  auf  den  Vorgang  vom  Gefäfsinnern  bis  zur 
Mündung,  nicht  aber  auf  das  Gas  nach  Verlassen  der  Mündung 
erstreckten.  Einen  Schlüssel  für  das  ganze  Verhalteh  bildet 
offenbar  das  Eintreten  der  Schallgeschwindigkeit,  welches  auf 
die  Entstehung  von  Schallwellen  im  freien  Luftstrahle 
hindeutet.  Diese  Erwartung  bestätigt  sich  bei  der  Besichtigung 
des  Luftstrahles,  oder  noch  besser,  bei  photographischen  Auf- 
nahmen desselben,  wie  sie  von  Mach  und  später  von  Emden^) 
veröffentlicht  wurden.  Die  photographische  Platte  kann  natür- 
lich nur  solche  Zustandsänderungen  im  Luftstrahle  festhalten, 
welche  lediglich  mit  der  Lage,  nicht  aber  wie  bei  gewöhnüchen 
fortschreitenden  Schallwellen  mit  der  Zeit  variieren,  da  die  sonst 
zeitlich  aufeinanderfolgenden  Bilder  auch  bei  kurzer  Expositions- 
dauer sich  gegenseitig  verwischen  würden.  Da  nun  der  Strahl, 
bei  relativ  hohen  Drücken  vor  der  Öffnung  i>  >  jp^^  ^^^^  eigen- 
tümliches Gepräge  erscheint,  beim  Unterschreiten  des  kritischen 
Druckes  dagegen  ziemlich  plötzlich  eine  scharfe  Gliederung  in 
der  Längsachse  mit  wechselnden  Verdünnungen  und  Verdich- 
tungen annimmt,  so  erkennen  wir,  dafs  die  hiermit  verknüpfte 
Übereinstimmung  der  Ausflulsgeschwindigkeit  mit  der  Schall- 
geschwindigkeit stationäre  Wellenbildungen,  und  zwar 
Schallwellen  im  Strahle  selbst  zur  Folge  hat.  Den  Verdün- 
nungen entspricht  dabei  stets  eine  Vergröfserung  des  Quer- 
schnittes, den  Verdichtungen  eine  Zusammenziehung  auf  den 
Mündungsquerschnitt  der  im  übrigen  geradlinig  forlfliefsenden 
Strahlen.  Daraus  geht  aber  hervor,  dafs  in  den  einzelnen  Strahl- 
querschnitten mit  Ausnahme  der  Maximal-  und  Minimalstellen 
radiale  Bewegungen  stattfinden,  denen  unsere  nur  auf  parallele 
Bewegungen  in  einer  Richtung  zugeschnittenen   Formeln  nicht 

*)  Emden:  Über  die  AusströmungserscheiDungen  permanenter 
Oase.    Leipzig,  1899. 
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gerecht  werden,  während  die  Inte- 
gration der  für  den  allgememen 
Fall  leiebt  aufzustellenden  Diffe- 
rentialgleichungen unüberwindliche 
Schwierigkeiten  bereitet.  Dazu 
kommt  noch  der  Umstand,  dafs,. 
wie  die  später  zu  behandelnde  Saug- 
wirkung lehrt,  an  der  Oberfläche 
dieser  Gasstrahlen  eine  Wechsel- 
wirkung mit  der  Umgebung  besteht^ 
welche  ebenfalls  der  allgemeinen 
Formulierung  widerstrebt.  Emden 
ist  übrigens  der  Ansicht,  dafs  die 
beobachteten  Verdichtungen  und 
Verdünnungen  im  Strahle  lediglich 
auf  Temperaturänderungen  zurück- 
zuführen seien,  da  im  Strahle  selbst 
der  Druck  der  Umgebung  herrschen 
müsse.  Damit  stehen  indessen 
einige  Messungen  Fliegners  i) 
über  den  Druck  im  Strahlinnern, 
der  von  der  Achse  nach  aufsen  ab- 
nahm, in  unlösbarem  Widerspruch. 
Ganz  neuerdings  ist  es  sogar 
ötodola^)    gelungen,    in    Dampf- 


OFliegner:  Versuche  über  das 
Ausströmen  von  Luft  durch  konisch 
diverjrente  Rohre.  Schweiz.  Bauzeitung 
XXXI,  No.  11,  11,  12.  1898. 

')  Stodola:  » Die  Dampfturbinen 
und  die  Aussichten  der  Wärmekraft- 
maschine«. Zeitschrift  des  Vereins 
deutscher  Ingenieure,  1903.  Die  Druck- 
messungen Stodolas  erfolgten  durch 
ein  dünnes  Rohr  in  der  Strahlachse 
mit  seitlichen  feinen  Bohrungen^ 
welches  achsial  verschoben  und  sehr 
fein  eingestellt  werden  konnte.    Durch 

Vorversuche  wurde  die  Zulässigkeit  dieses  Messungs Verfahrens  erwiesen,. 

welches  überdies  innerhalb  der  Düse  an  der  Wandung  dieselben 
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strahlen  ganz  erhebliche  Druckschwankungen  zu  beobachten 
(Kg.  29),  welche  nach  dem  Unterschreiten  des  kritischen  Verhält- 
nisses ph  :  Pi  in  Übereinstimmung  mit  unserer  Theorie  einen  scharf 
ausgesprochenen  periodischen  Charakter  trugen  und  jedenfalls 
stationär,  d.  h.  unabhängig  von  der  Zeit  waren. 

Die  Bedingung  für  den  stationären  Verlauf  der 
Bewegung  in  einem  Stromfaden  ergibt  sich  nun  aus  Gl.  (1) 


mit  ^  =  0  zu 

ö«       ^ 
'b^  =  0 

oder 

g  hp  by 
y   by   bx' 

1  d(«2) 

2  bx    -^ 

Unter  Einführung 

der  Schallgeschwindigkeit 

bp 

'^7 

=  a2 

(15) 


für  kleine  Dichtigkeitsschwankungen  dürfen  wir  aber  auch  an 
Stelle  von  (15)  schreiben 

2a2^-f^  =  0 
ox      '       dar 

oder,  wenn  mq  ^^^  /o  zusammengehörige  Mittelwerte  bedeuten, 

«2  +  a21gy2  =  Mo2  ^  aHgy^^  =  Konst. .     .     .     (16), 

womit  der  Zusammenhang  der  Schwankungen  der  Geschwindig- 
keit u  mit  dem  spezifischen  Gewichte  y  des  Gases  in  der  Achse 
des  Strahles  gegeben  ist.  Da  nun  weiterhin  der  Stromfaden 
seinen  Querschnitt  F  nicht  ändert,  so  haben  wir  auch  für  die 
stationäre  Strömung  in  demselben  an  Stelle  von  (9) 

wy  =  Mo/o (17), 

und  damit  geht  unsere  Gl.  (16)  über  in 

n:^u..  =  anM    .    .    •     ■     .    (16a) 


Druckwerte  ergab  wie  in  der  Achse,  während  Fliegner  durch  ein  Ähn- 
liches Mefsverfabren   aufserhalb  der   Düse    eine  Druckabnahme 
von  innen  nach  aufsen  in  freien  Luftstrahlen  nachgewiesen  hat. 
.  Lorenz,  Techn.  Wärmelehre.  8 
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Für  kleine  Änderungen  der  Dichte,   die  in   unserer  Einführung 
der  konstanten  Schallgeschwindigkeit  entsprechen,  ist  aber  schon 


lg 


(f= 


ro" 


sodafs  wir  als  Bedingung  für  das  Auftreten  derartiger 
Schallschwingungen  in  unserem  Strahle  geradezu 
die  Gleichung  «o  =  a,  d.  h.  die  Übereinstimmung  der 
mittleren  Strahlgeschwindigkeit  mit  der  Schall- 
geschwindigkeit erhalten.  Dehnt  man  diesen  Satz,  was 
uns  hier  zu  weit  führen  würde,  auf  stärkere  Dichteänderungen 
im  Gasstrg.hle  aus,  wie  sie  z.  B.  bei  den  Versuchen  von  Emden 
deutlich  durch  die  erheblichen  Verschiedenheiten  in  der  Licht- 
brechung der  einzelnen  Wellenstücke  hervortraten,  so  bilden 
auch  diese  Versuche,  bei  denen  Messungen  der  ausgeströmten 
Mengen  nicht  vorgenommen  wurden,  einen  weiteren  Beleg  für 
die  Richtigkeit  der  obigen  Theorie  konstanter  Ausflufsmengen 
beim  Unterschreiten  des  kritischen  Druckverhältnisses  pk  :  j^i. 

Die  Bildung  bzw.  Aufrechterhaltung  der  stationären  Schall- 
wellen in  unserem  Strahle  erfordert  natürlich  einen  Energie- 
aufwand, welcher  in  der  Tat  durch  die  sonst  unerklärliche 
Differenz  des  Müudungsdruckesi?*  gegenüber  dem  Auf  sendrucke  ^ 
gegeben  ist.  Daher  kommt  es  auch,  dafs  bei  gröfserem  Druck- 
verhältnis p  :  jpi  >!?*:  i?i,  wo  der  Mündungsdruck  mit  dem 
Aufsendrucke  identisch  ist,   also  keine   derartige    Differenz   zur 

Verfügung  steht,  Schallwellen  sich  über- 
haupt nicht  bilden  können.  Fliegner^) 
gebührt  das  Verdienst,  durch  Druck- 
messungen   in  der  Düse  in  unmittel- 

^.•^«.^J;^ \^r    barer   Nähe   der   Mündungsebene   die 

fast  lineare  Abnahme  des  Mündungs- 
druckes jpo  mit  p  :  pi  oberhalb  des 
kritischen  Verhältnisses  pk  :  P\  sowie 
die  ün Veränderlichkeit  desselben  unter- 
halb dieser  Grenze  überzeugend  nach- 
gewiesen zu  haben,    wie  aus  Fig.  30 


^)  Fliegner:  »Der  Druck  in  der  Mündungsebene  beim  Ausströmen 
elastischer  Flüssigkeiten  c.  Viertel jahrsscbrift  der  naturforschenden 
Gesellschaft  in  Zürich.   XLII.    1902. 
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hervorgeht.  Stodolas  Versuche  mit  Dampf  strahlen  gebea 
hierüber  kein  so  klares  Bild;  da  aber  auch  bei  ihnen  die  Aus- 
flufsmenge  unterhalb  des  kiitischen  Druckverhältnisses  für  gute 
abgerundete  Düsen  unabhängig  vom  Aufsendruck  war,  so  stehen 
sie  ebenfalls  mit  unserer  Theorie  in  vollem  Einklang. 


^  11.    Die  Bewegung  yollkommener  Gase  ii|  Rohrleitung^en. 

Der  Bewegungswiderstand  in  Rohrleitungen.   , Formel  für  den  Druck- 
Verlust  bei  langsamer  Strömung.     AbhängigkMt  des  Widerstandskoeffi- 
zienten vom  Rohrdurchmesser  auf  Grund  von  Versuchen. 

Schon  aus  der  Mechanik  wissen  wir,  dafs  alle  Bewegungen, 
materieller  Köi*per  unter  Überwindung  von  Widerständen  vor 
sich  gehen,  welche  meistens  die  Umwandlung,  eines  Teiles  der 
Energie  der  bewegten  Gesamtmasse  in  Wärme,  d.  h.  molekulare 
Energie  zur  Folge  haben.  Bei  dem  Ausflufs  von  Gasen  aus 
gut  abgerundeten  Mündungen,  wie  wir  sie  im  letzten  Paragraphen 
immer  angenommen  haben,  spielen  diese  Widerstände  allerdings 
wegen  der  Kürze  des  Weges  der  Zustandsänderung  nur  eine 
sehr  untergeordnete  Rolle,  wie  aus  der  guten  Übereinstim- 
mung der  Erfahrungswerte  mit  den  theoretischen  Formeln  Tier- 
vorging. Wir  haben  darum  auf  eine  Berücksichtigung  der 
Widerstandsarbeit,  der  z.  B.  Zeuner  durch  Annahme  einer 
polytropischen  Expansion  an  Stelle  der  adiabatischen  innerhalb 
der  Ausströmungsdüse  gerecht  zu  werden  versucht,  bei  diesem 
Problem  ganz  verzichtet. 

Handelt  es  sich  dagegejn  um  die  Bewegung  von  Gasen 
durch  lange  Rohrleitungen  mit  mäfsiger  Geschwindigkeit, 
so  tritt  erfahrungsgemäfs  der  auf  Erhöhung  der  kinetischen 
Energie  der  fortschreitenden  Bewegung  entfallende  Betrag  der 
Expansionsarbeit  des  Gases  zurück  gegen  den  Energieaufwand 
zur  Bewältigung  der  Widerstände.  Diese  Widerstände  machen 
sich  z.  B.  in  einer  horizontalen  Rohrleitung  vom  kreisförmigen 
Querschnitt  dadurch  geltend,  dafs  ein  die  rauhe  Wand  unmittel- 
bar berührender  Bruchteil  der  durchströmenden  Gasmenge  dort 
seine  kinetische  Energie  vollständig  einbüfst.  Damit  also  der 
stationäre  Zustand  aufrecht  erhalten  wird,  mufs  diesem  gewisser- 
mafsen  haften   gebliebenen  Bruchteil   von   der  nachdrängenden 

8* 
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Masse  die  verlorene  Energie  wieder  mitgeteilt  werden.  Be- 
deutet r  den  konstanten  lichten  Radius  des  Rohres,  aus  dem  wir 
uns  ein  Element  von  der  achsialen  Länge 
dx  herausgeschnitten  denken  (Fig.  31),  so 
ist  mit   dem  spezifischen  Gewicht  y  die 

Masse  in  diesem  Element  nr^  —  dx.  und 

9 
wenn  u  die  momentane  Geschwindigkeit 

TiT^y 
bedeutet, ~  dxudu  der   Zuwachs   an 


Flg.  81. 


kinetischer  Energie.  Der  mit  der  Wand  in  Berührung  befind- 
liche Bruchteil  von  der  Schichtdicke  dy  hat  dagegen   die  Masse 

y  y 

2nr~  dydx;  sie  bedingt  einen  Energie verlust  von  nr  —  dydxti^^ 

Beide  Energiegrölsen  werden  durch  die  Arbeit,  welche  der  Druck- 
differenz p  und  p  -{-  dp  zu  beiden  Seiten  unseres  Massenelemente» 
a.uf  dem  Wege  dx  entspricht,  bestritten,  so  dals  wir  für  die 
stationäre  Strömung 

y  y 

dx[nr^p  —  nr'^{p'\-dp)]=^  nr^  —  dxudu -\-7ir~  dydxu^ 

u  y 

oder  kürzer 


■dp 


-'Ä' 


dy 


du   +  m2~ 


(1> 


schreiben  dürfen.  Für  den  Fall  des  Ausflusses  aus  gut  abgerun- 
deten Mündungen  ist  das  zweite  Glied  in  der  Klammer  klein 
gegen  das  erste  und  kann  daher  gegen  dieses  vernachlässigt 
werden.  Beim  Durchströmen  langer  Rohrleitungen  dagegen 
ändert  sich  die  Geschwindigkeit  und  mit  ihr  der  Druck  bzw. 
das  spezifische  Gasgewicht  nur  sehr  wenig ;  infolgedessen  tritt  da& 
erste  Glied  gegen  das  zweite  zurück  und  wir  haben  an  Stelle 
von  (1)  angenähert 


dp        m2  dy        %C-  dy    dx 
y^    g     r   '^  g  dx    r 


.    .    (la> 


Infolge  der  geringen  Änderungen  von  p^  u  und  y  erübrigt 
sich  natürlich  auch  die  Integration  dieser  Gleichung  und  damit 
die  Feststellung  der  Art  der  Zustandsänderung  des  strömenden. 
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dy 
Gases.    Verstehen  wir  unter  /,  u  und  -=—  =  a  Mittelwerte   längs 

der  beobachteten  Rohrleitung,  so  dürfen  wir  auch  statt  (la)  unter 
Einführung  der  Differenzzeichen  J  schreiben 

Jp  _  a  w^  ^ 

oder,    da  z/o?  =  L  die  gesamte  Rohrlänge  bedeutet, 

-^=   «^2. (2) 

y         g  r  ^  ^ 

In  dieser  Formel  bedarf  lediglich  der  Faktor  «  einer  Erläuterung; 
derselbe  gibt  an,  in  •  welchem  MaXse  die  an  der  Wand  haftende 
Schicht  mit  der  Rohrlänge  zunehmen  mülste,  wenn  sie  nicht 
Ton  der  nachströmenden  Masse  immer  wieder  weggespült  würde. 
Für  ein  und  dieselbe  Oberflächenbeschaffenheit  des  Rohrinnem 
und  gleiche  Rohrdurchmesser  ist  a  jedenfalls  konstant;  dagegen 
mufs  man  eine  Abhängigkeit  von  beiden  erwarten,  ohne  dals 
sich  dieselbe  auf  theoretischem  Wege  ableiten  lälst.  Es  liegt 
dies  einfach  an  der  durchaus  regellosen  Verteilung  der  Stärke 
der  Rauhigkeit  auf  der  Innenseite  der  Rohre,  so  dals  wir 
bzw.  der  Abhängigkeit  des  Koeffizienten  a  vom  Rohrdurch- 
messer lediglich  auf  die  Erfahrung  angewiesen  sind.  Bevor  wir 
zu  den  hierzu  brauchbaren  Versuchsergebnissen  übergehen,  wollen 
wir  unsere  Gleichung  noch  so  weit  umformen,  dafs  sie  nur  direkt 
mefsbare  Grölsen  enthält.  Wir  ersetzen  demnach  das  spezifische 
Gewicht  des  Gases  durch  den  Druck  und  die  Temperatur  nach 
der  Gleichung 

'        v~BT' 

und  erhalten  aus  (2)  unter  gleichzeitiger  Einführung  des  Rohr- 
durchmessers D  =  2r 

Jp       2a      v^      L^_      v^L^ 
~  p  ^  gB'   T  '  D-'^TD     '     '    '    '    ^^^ 

Zur  Prüfung  dieser  Formel  stehen  uns  nun  eine  Reihe  von 
Versuchsergebnissen  mit  Luft  zur  Verfügung,  welche  der 
Verfasser  im  Jahre  1892  in  der  »Zeitschrift  des  Vereins  deutscher 
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Ingenieurec  zusammengestellt  und  besprochen  hat.^)  Diese  Ver- 
suche wurden  zu  verschiedenen  Zeiten  sowie  unter  wechselnden 
Versuchsbedingungen  an  Luftleitungen  in  Tunnels,  Bergwerken 
imd  Druckluftanlagen  angestellt  und  mufsten  erst  tunlichst 
auf  gleiche  Einheiten  umgerechnet  werden.  Hierzu  schienen 
sich  dem  Verfasser  für  die  Rohrlänge  das  Kilometer,   für   den 

Durchmesser  dagegen  das  Milli- 
meter zu  eignen,  während  die 
Geschwindigkeit  wie  gewöhnlich 
in  Metern  pro  Sekunde  eingesetzt 
/  wurde,  und  für  die  Drücke,  welche 

/  in  Gl.  (3)  nur  in  Form  von  Ver- 

/  hältnissen    auftreten,     die     Ein- 

iw^/ta^ I  ^^^*  gleichgültig  ist.    Nach  diesen 

^^  •//  Festsetzungen     wurde    der    Aus- 

y  druck 

.//  p  L 

;^  zunächst    als    Funktion    der   Ge- 

;?^*^  ^  ,^        schwindigkeit  u   für   jeden  Rohr- 


Fig.  32. 


durchmesser  getrennt  aufgetragen^ 
wie  dies  in  Fig.  32  für  zwei 
Versuchsreihen  geschehen  ist.  Die  beobachteten  Werte  von  z 
schlössen  sich  nun  stets  mit  befriedigender  Genauigkeit  inner- 
halb weiter  Grenzen  einer  Parabel  z  =  uqU^  an,  deren  Konstante 
oo  mit  Hilfe  der  Methode  der  kleinsten  Quadrate  für  jeden  Rohr- 
durchmesser getrennt  bestimmt  wurde.  In  der  nachstehenden 
Tabelle  VIII  sind  die  Hauptergebnisse  dieser  Berechnung  mit 
dem  Namen  der  Beobachter,  dem  Ort  und  Jahr  des  Versuches 
zusammengestellt.  Die  Angaben  der  Drucke  und  Geschwindig- 
keiten beziehen  sich  auf  die  Maxima  und  Minima  in  der  ganzen 
Versuchsreihe. 


^)  L  o r  e  n z :  >Die  Span nungs Verluste  in  langen  Drockluftleitungen«, 
8.  a.  a.  0.  1892,  S.  627  sowie  »Neuere  Versuche  über  Spannungsverluste 
in  Druckluftleitungen«,  ebenda  S.  835.  Im  ersten  Aufsatze  findet  man 
auch  die  Quellen  für  die  einzelnen  Versuche  angeführt  und  die  an- 
gewandten Versuchsmethoden  ausführlich  besprochen. 
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Tabelle  VIII. 


Beobachter 

Zeit 

Ort 

Temp. 

absol. 
Drucke 

Ge- 
schwin- 
digkeit 

Rohr- 
durch- 
messer 

«0 

t^G 

kg/qcm 

m/sek 

D  mm 

Stockalper  .  . 

1878 

Gotthard-Tonnel 

+26,5 

3,5-5,6 

8,9-11,3 

150 

30,87 

» 

> 

. 

+21 

3,5-5,6 

4,7-5,9 

200 

26,54 

Devillez  .  .  . 

1879 

Kohlenbergwerk 
Levont  du  Flänu 

16,5 

3-5 

3,8-32,7 

73 

36,32 

> 

> 

, 

30? 

3-5,5 

1-12,3 

125    32,04 

Gutermuth    . 

1890 

Drackluftanlage 
Paris 

20? 

5,2-8,2 

2,7-9,0 

300    25,48 

Lorenz  .... 

1892 

Druckluftanlage 

+2 

6,5-6,9 

7,8—9,3 

100    33,99 

Offenbach 

; 

In  dieser  Tabelle  fällt  sofort  die  Veränderlichkeit  des  Koeffi- 
zienten oq  mit  dem  Rohrdurchmesser  auf.  Dafs  dieselbe  nicht 
zufällig  ist,  ergibt  die  Fig.  33,  in  welcher  die  Werte  von  ao  sich 
deutlich  einer  Kurve  anschmiegen,  deren  Ordinaten  mit  wachsendem 
Rohrdurchmesser  abnehmen.  Es  liegt  daher  nahe,  den  in  der 
Formel  (3)  auftretenden  Quotienten 


«0 

D 


=  ß 


w, 


in  welchem  der  gesamte  Einfluls  des  Rohrdurchmessers  ver- 
einigt sein  muTs,  neben  «o  in  die  Fig.  33  als  Funktion  von 
D  nach  den  Versuchsergebnissen  der  Tabelle  ebenfalls  einzu- 
tragen. Die  Werte  von  ß  liegen  nun  ersichtlich  auf  einer  Kurve, 
welche  sich  sowohl  der  Abszissenachse,  als  auch  der  Ordinaten- 
achse  as3rmptotisch  nähert  und  approximativ  durch 

ßDt'  =  C (5) 

dargestellt  werden  kann.  Berechnet  man  die  beiden  Konstanten 
^e  und  C  nach  Logarithmierung  dieser  Formel  mit  Hilfe  der 
Methode  der  kleinsten  Quadrate  aus  den  Versuchsdaten  für  ß^ 
so  folgt 

fi  =  1,31,         C  =  142, 

so  dafs  wir  nunmehr  an  Stelle  unserer  Gl.  (3)  für  komprimierte 
Luft  (Druckluft)  zwischen  3  und  7  kg/qcm  absoluter  Spannung 
und  Geschwindigkeiten  von  1  bis  30  m/sek  setzen  dürfen 
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Jp 


C    L 


142     L 


p    '^  ^  T  ^^^  Df^  T^^~  Di,8i  '  T 


^  u2 


«2     .     .    (3a), 


worin  D  in  Millimetern,  L  in  Kilometern  und  u  in  Metern  per 
Sekunde  einzusetzen  ist.   Zur  Erleichterung  der  Benutzung  wollen 


*»X 


wir  noch  eine  Tabelle  IX  anfügen,  welche  die  Koeffizienten  ß 
für  eine  Anzahl  gangbarer  Rohrdurchmesser  enthält  und  zugleich 
durch  Vergleich  mit  den  aus  der  Beobachtung  (siehe  vorige  Tabelle 
bzw.  Gl,  4)  abgeleiteten  Werten  ein  Urteil  über  die  Zuverlässig- 
keit der  Näherungsformel  (5)  in  jedem  Einzelfalle  ermögUcht. 
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Tabelle  IX. 


Rohrdurchmesser 

ß  berechnet 

ß  beobachtet 

Beobachter 

50 

0,847 





73 

0,516 

0,497 

Devillez 

75 

0,498 

— 

— 

100 

0,341 

0,340 

Lorenz 

125 

0,255 

0,256 

Devillez 

150 

0,201 

0,206 

Stockalper 

175 

0,164 

— 

— 

200 

0,138 

0,133 

Stockalper 

250 

0,103 

— 

— 

300 

0,081 

0,085 

Gutermuth 

350 

0,061 

— 

— 

Die  Formel  (3  a)  ergibt  nun  den  Druckverlust  unmittelbar 
bzw.  mit  Hilfe  der  Tabelle  IX,  wenn  aufeer  dem  absoluten 
Drucke  und  der  Rohrlänge  noch  die  Temperatur  und  der  Durch- 
messer gegeben  ist.  Praktisch  liegt  dagegen  die  Aufgabe  meist 
so,  dafs  für  eine  bestimmte  Durchflulsmenge  in  der  Zeiteinheit  von 
vorgeschriebener  Spannung  derjenige  Rohrdurchmesser  gesucht 
ißt,  bei  dem  der  Druckverlust  pro  Kilometer  einen  vorgelegten 
Wert  bzw.  einen  Prozentsatz  des  anfänglichen  Gesamtdruckes 
nicht  übersteigt.  Alsdann  dürfen  wir  auöh  an  Stelle  von  (3  a) 
schreiben 

z/j? C_u^ 

pL  ""  5?  T        


(3  b) 


Da  nun  in  der  Durchflufsmenge,  welche  pro  Sekunde 

TT  2)2 


(6) 


beträgt,  der  Rohrdurchmesser  ebenfalls  vofkommt,  und  zwar  in 
Metern  gemessen,  so  mufs  in  der  Formel  (3  b)  vor  dem  Einsetzen 
von  (6)  der  Durchmesser  ebenfalls  in  Metern  ausgedrückt  werden. 
Dies  geschieht,  indem  wir  dort  1000  •  D  an  Stelle  von  2),  bzw. 
B510  •  2)1.31  an  Stelle  von  Di.^i  einführen.  Dadurch  tritt  in  (3  b) 
die  Konstante  Ci  =  0,0167  an  Stelle  von  C  =  142  und  wir  er- 
balten schliefslich  nach  Einführung  von  (6) 
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^4  +  ^=  16.  0,0167.  ^.g (7) 

Beispielsweise  seien  pro  Sekunde  0,1  cbm  durch  eine  Rohrleitung 
zu  fördern  mit  einem  relativen  Spannungsverluste  pro  Kilometer  von 

nicht  mehr  als  —=^  =  0,1  bei  einer  Temperatur  von  17°  also  T=290<>, 
^  L 

so  folgt  (7) 

5.31  _  16  •  0,0167  . 0,01  _   0,94 

~      TT«   290. 0,1     ^10000 

B        =:  0,174  m. 

Man  wird  also  einen  Durchmesser  von  175  mm  wählen,  dem  eine 
Geschwindigkeit  von  u  =  4,16  m  pro  Sekunde  also  w*  =  17,3  entspricht. 
Damit  ergibt  sich  rückwärts  mit  Hilfe  der  Tabelle  VIII  ein  relativer 
Druckverlust  pro  Kilometer  von  0,098  an  Stelle  des  vorgeschriebenen 
von  0,1. 

§  12.     lUg^emeine  Theorie  der  stationären  Strömung 
YoUkommener  Gase. 

Aufstellung  der  Hauptgleichungen.  Einführung  des  Widerstandskoeffi- 
zienten und  der  Schallgeschwindigkeit.  Adiabatische  Strömung.  Spezial- 
fall zylindrischer  Rohre,  Versuche  von  Zeuner  und  Fliegner,  Diver- 
gente Rohre,  der  tönende  Querschnitt  und  die  Schallgeschwindigkeit. 
Versuche  von  Blaefs-Gutermuth  und  Stodola.  Spezialfall  der  wider- 
standsfreien adiabatischen  Strömung. 

In  den  letzten  Abschnitten  haben  wir  die  beiden  extremen 
Fälle  des  widerstandsfreien  Gasausflusses  und  der  langsamen 
Strömung  in  einem  zylindrischen  Rohre  verfolgt,  so  dafs  uns 
nunmehr  noch  das  allgemeinere  Problem  der  raschen  Strömung 
bzw.  des  Ausflusses  imter  Berücksichtigung  von  Widerständen 
übrig  bleibt.  Es  liegt  auf  der  Hand,  dafs  wir  bei  dieser  Unter- 
suchung nicht  mehr  von  den  speziellen  Gleichungen  der  letzten 
Paragraphen  ausgehen  dürfen,  sondern  uns  eine  breitere  Grund- 
lage verschaffen  müssen.  Daher  wollen  wir  nur  noch  an  der 
Annahme  festhalten,  dafs  die  Bewegung  stationär  nnd  nur 
in  einer  bestimmten  Richtung  erfolgt,  dafs  also  die  durch  Quer- 
schnittsänderungen des  Gasstromes  bedingten  Seitenbewegungen 
ebenso  vernachlässigt  werden  dürfen  wie  der  Einflufs  der  Schwere, 

Von  dem  Gasstrome  setzen  wir  nun  voraus,  dafs  er  zwischen 
zwei  beliebig  herausgeschnittenen  Querschnitten  j^i  und  F^  (Fig.  34) 
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in  der  Zeiteinheit  die  Arbeit  L  mkg  nach  anlsen  abgibt,  gleich- 
zeitig aber  die  Wärmemenge  Q  von  da  anfnimmt.  Infolge  der 
stationären  Bewegung  paseiert  nun  in 
der  Sekunde  dieselbe  Gewichtsmenge  G 
des  Gases  jeden  Querschnitt,  so  dafs 
die  Kontinuitätsgleichung  auch  hier  die 
uns  schon  aus  §  10  Gl.  (9)  bekannte 
Form 

besitzt,  in  der  %  und  %  t)ew.  u  die  Geschwindigkeiten  und 
/'i  72  7  diö  spezifischen  Gewichte  des  Gases  im  Momente  des 
Passierens  der  Querschnitte  i\  F^  F  bedeuten.  Die  spezifischen 
Gewichte  hängen  natürlich  mit  den  spezifischen  Volumen  Vi  v^ 
und  V  durch  die  Definitionsgleichungen 

Vx7i  =  '^272  =  vy  =  l (2) 

zusammen.  Der  Energieinhalt  von  1  kg  des  Gases  sei  in  den 
Querschnitten  bzw.  TJ^  Ü2  und  ü,  so  dafs  also  zwischen  beiden 
Querschnitten  eine  .Energieänderung  üi  —  Ü2  eingetreten  sein 
möge.  Im  Querschnitt  F  empfängt  weiterhin  der  Gasstrom  durch 
die  nachdrängende  Masse  unter  dem  Drucke  1?  im  Zeitelement  d^ 
ein  Element  der  Verdrängungsarbeit,  welches  sich  mit  dem 
Wegelemente  dx  =  u  dt  zu 

Fpdx=Fpudt  =  p  —  dt=^Gpvdt 

oder  pro  Sekunde  zu  Gpv  berechnet.  Im  Querschnitte  Fi  be- 
trägt diese  Arbeit  G  pi  Vi  und  wird  von  der  nachdrängenden 
Masse  auf  die  zwischen  ^1  und  F2  befindliche  übertragen,  wenn 
die  Bewegung  in  der  Richtung  ^1  F2  erfolgt.  In  F2  dagegen 
leistet  die  Gasmasse  G  die  entsprechende  Arbeit  GP2V2  zur  Ver- 
drängung der  vor  ihr  befindUchen,  so  dafs  wir  als  gesamten 
Energieaufwand  zur  Überführung  des  Körpers  aus  dem 
Zustand  üi  in  den  Zustand  Ü2-  zwischen  beiden  Querschnitten 
den  Betrage 

ÄG{{üi+PiV{)-^{Ü2+P2V2)] 

erhalten. 

Nimmt  nun  die  Geschwindigkeit  zwischen  Fi  und  F2  von 
Ui  zu  auf  «2,  so  entspricht  dem  eine  Änderung  des  Äquivalents 
der  kinetischen  Energie  um 
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ÄG 


\i9        2j?/' 


während  gleichzeitig  nach  aulsen  die  Arbeit  L  abgegeben  und 
die  Wärme  Q  aufgenommen  wird.  Demnach  besteht  die  Energie- 
gleichung 


AQ 


^i-n2  +  Pit;x-p2t;l  +  |^-^|  +  e  =  4L    .    (3), 

in  welcher  die  Bewegungswiderstände,  soweit  sie  nicht  in  der 
äulseren  Arbeit  L  mit  enthalten  sind,  gar  nicht  vorkommen. 
Es  liegt  dies  einfach  daran,  dafs  die  hier  nicht  explizite  zum 
Ausdruck  gelangten  Bewegungswiderstände  analog  der  Reibung 
Umwandlungen  von  kinetischer  Energie  der  Gesamtmasse  des 
Gases  in  Wärme,    d.  h.  in  kinetische  Molekularenergie  herbei- 

führen,  welche  in  den  gleichzeitigen  Änderungen  von  TJ  und  -^ 
in  GL  (3)  enthalten  sind. 

Rücken  die  beiden  Querschnitte  unendlich  nahe  zusammen 
80  kann  man  auch  an  Stelle  von  (3)  schreiben 

AQ\dV  +  d{vv)+—udu\^dq-'AdL      .    (3ä) 

Die  Abgabe  der  Arbeit  L  nach  aulsen  durch  die  strömende 
Masse  können  wir  uns  durch  Vermittlung  eines  Flügelrades 
(einer  sog.  Turbine)  denken,  welches  in  den  Strom  eingebaut  ist, 
während  seine  Welle  durch  Stopfbüchsen  herausragt.  Umgekehrt 
kann  man  natürlich  durch  das  Flügelrad  auch  Arbeit  in  die 
strömende  Masse  hineinleiten  und  auf  diese  Weise  die  Strömung 
unterstützen  bzw.  ihr  entgegenwirken.  Allen  diesen  Modifi- 
kationen wird  man  durch  die  Wahl  des  Vorzeichens  von  ALm 
der  Gl  (3)  gerecht,  welche  in  dieser  Allgemeinheit  wohl  zuerst 
von  Zeuner  aufgestellt  wurde. 

Beachtet  man  nun,  dafs  die  Zustandsänderung  jedes  Massenele- 
mentes während  der  Strömung  stets  unter  allseitig  gleichem  Drucke 
erfolgt,  der  mit  dem  Drucke  im  Innern  des  Elementes  gerade 
übereinstimmt,  so  muls  auch  die  gewöhnliche  Hauptgleichung 
für  das  Gesamtgewicht  G  gelten,  wenn  man  noch  die  während 
der  Strömung  durch  Überwinden  von  Widerständen  in  Wärme 
umgewandelte  Energie  W  als  Wärmezufuhr  auffafst  und  zu  der 
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von  aufsen  eindringenden  Wärme  Q  addiert.    Somit  lautet  für 
diesen  Fall  die  Wärmegleichung 

dQ-^-dW^ÄGidU-^-pdv)     ....       (4) 

Addieren  wir  diese  Formel  zu  (3  a),  so  fällt  dQ  und  dU  heran» 
und  es  bleibt 

AG  lvdp-^  —  udu\  -{-dW-^-ÄdL^O  .    .      (ö> 

Findet  keine  Arbeitsabgabe  während  der  Strömung  nach 
aulsen  statt,  so  wird  dL  =  0  und  wir  erhalten  für  die  Strömung 
ohne  äulsere  Arbeitsleistung 


AG  iv  dp  +  —  u  du\  +  dW  =  0 


(5a> 


eine  Formel,  die  mit  Gl.  (1)  des  vorigen  Paragraphen  identisch 
ist,  wenn  wir  das  Element  der  Widerstandsarbeit 

u^    dv 

dW=  AG ^ (6> 

g      r  ^  ^ 

setzen.  Vemachlässigen  wir  dagegen  diese  Widerstandsarbeit 
ganz,  so  erhalten  wir  aus  (5a)  die  Gl.  (Ic)  des  §  10,  welche 
unserer  Theorie  des  Ausflusses  durch  gut  abgerundete,  hin- 
reichend kurze  und  darum  widerstandsfreie  Mündungen  zugrunde 
lag.  Damit  ist  nachgewiesen,  dals  die  früher  behandelten  Er- 
scheinungen sich  als  Spezialfälle  der  allgemeinenstationären 
Strömung  unterordnen. 

Nach  den  Feststellungen  des  letzten  Paragraphen  dürfen  wir 
für  den  ßewegungswiderstand  auf  dem  Wegelement  dx  allgemein 


dW=AG  —  ^dx (6a> 

setzen,  worin  f  einen  mit  dem  Rohrdurchmesser  veränderlichen 
Widerstandskoeffizienten  bedeutet.  Führen  wir  diesen 
Ausdruck  in  die  Gl.  (5a)  ein,  so  ergibt  sich  für  die  stationäre 
arbeitslose  Strömung 

1  «2 

V  dp  -{-  —  u  du  -^  'C,  ~  dx  ^=  0       .     .     .       (7) 
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und,  wenn  sie,  was  für  rasche  Strömung  nahezu  immer  zutrifft, 
adiabatisch  erfolgt,  aus  (3a) 

dU  +  dijtv)'] udu=o      ....       (8) 

y 

Für  ein  vollkommenes  Gas  ist  nun  ÄdU  =  Cv  dT  und 
BT  =  jt?t;,  also 

dü  +  d{pv)=  l^^-  +  iy(j,v)^^-^d(pv)==^ 

mithin  wird  aus  (8) 

X  —  1    ^  ^  ^    g 
oder 

X—  1 

XV  dp    ^  X  p  dv  = u  du  .     .       (8a) 

Weiterhin  ergibt  sich  aus  Gl.  (i)Gv  =  Fu  durch  Differentiation 
und  Elimination  der  für  alle  Querschnitte  im  Beharrungszustande 
konstanten  Durchflulsmenge  G 

^^_^^__+_| (la), 

so   dals    man   jetzt   dv  aus  (8  a)  eliminieren  kann.     Man  erhält 
auf  diese  Weise 

du  dF  udu 

X  V  dp  +  X  pv  —  +  X  pv  -^  =  (1  — x)  — 

oder 

(dp     .    dF\       j  [du 

Beachtet  man  nun,  dafs  a  =  yxgpv  nichts  anderes  als  die 
Schallgeschwindigkeit  des  Gases  für  den  Zustand  pv  darstellt, 
so  schreibt  sich  die  letzte  Gleichung  auch  in  der  Form 

„.(f +«■)=[  (,-,).»-..  I'^ ,  ^  w 

Setzt  man  den  Ausdruck  für  du  hieraus  in  die  Strömungs- 
gleichung (7)  ein,  so  geht  diese  über  in 


(1— x)M2_a2 


,     ,   u^a^  (dp    ,  dF\  ,  ^m2|  oL      ^ 


■-;) 
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oder  unter  Zugammenziehung  einiger  Glieder  und  mit  Rücksicht 
auf  xgpv  =  «2  behufs  Elimination  von  v 

d^  __  __  ^        ^^  /  1  __    ^"^    \  __  ^P  ^^        ^ 

dx  ~"        '"^^  a^y'~~u^—a^)        F    u^—a^    dx     '    ^^^^ 

Statt   dessen   kann  man  auch  nach   Division  mit  p  kürzer 
schreiben 


X      dx      ■"        -aM  M-i  — a2/       w^  __  «2       dx       ^^^^^ 


Mit  dieser  Formel  läfst  sich  das  Verhalten  eines  Gases  während 
der  stationären  Strömung  schon  recht  gut,  wenigstens  qualitativ 
übersehen  und  mit  der  Erfahrung  vergleichen.  Zunächst  erkennt 
man,  dafs  für  langsame  Strömungen,  bei  denen  u  klein  ist  gegen 
die  Schallgeschwindigkeit  a,  das  Quadrat  u^  gegen  a^  vernach- 
lässigt werden  darf.    Damit  hätte  man  für  langsame  Strömung 

1    dlgnp  _       r^/i    I      —\    '   «^^Jg^:-^ 
~x      ~dx'  ~"~~  -  a2^^  +  ''S2Ji-^— 5^-  > 

oder  mit  Vernachlässigung  von  u^  :  aS  gegen  w2  :  a- 
1    d  Ign  p       (  d  Ign  F 


dx  \     dx 


-n^2  ■  ■  ■  ■  (11) 


Für  zylindrische  Rohre  verschwindet  dlgnF  :  dx  und 
wir  erhalten  mit  a^  =  xgpv  =  xgRT  die  Formel  (1  a)  des  vorigen 
Paragraphen,  welche  unter  allen  Umständen  auf  einen  Druck- 
abfall in  der  Strom  richtung  übereinstimmend  mit  der 
Erfahrung  führt.  Der  Widerstandskoeffizient  C  ist  nun,  wie  wir 
früher  gesehen  haben,  nicht  konstant,  sein  Wert  ergibt  sich 
aus  dem  Vergleich  von  (11)  mit  Gl.  (3  a)  des  vorigen  Paragraphen 
für  zylindrische  Rohre  zu 

CR 

^  =  ^9 (12), 

worin  -B  die  Gaskonstante  bedeutet  und  nach  dem  vorigen 
Paragraphen  (siehe  das  Zahlenbeispiel)  ^i  =  l,31,  C  =  0,0000167 
zu  setzen  ist,  wenn  der  Rohrdurchmesser  D  und  die  Rohrlänge  x 
in  Metern,  sowie  die  Geschwindigkeit  u  in  Metern  pro  Sekunde 
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gemessen   wird.     Damit  können   wir  an    Stelle   von  (11)    auch 
schreiben  ^ 

dX^'p  /(ilgnP  C22\t*2 

und  wir  erkennen,  dals  ein  Druckabfall  oder  eine  Druck- 
steigerung eintritt,  je  nachdem 


dlgn^  <       GB 
dx     >^    D/^* 


bzw.  wegen  F  =  jD^ 


dD<::      CE 
dx  >^  2Df*-^ 


(IIb) 


ausfällt.  Für  konisch  konvergente  Rohre  in  der  Stromrich- 
tung ist  nun  ohnehin  dD  :  dx  <C.O,  so  dafs  in  diesen  sich 
stets  ein  Druckabfall  einstellen  wird.  In  konisch  divergenten 
Rohren  nimmt  dagegen  der  Bruch  1 :  Di"  - 1  =  1  :  D^>^^  in  der 
Stromrichtung  ab,  während  dDidx  >0  bleibt.  Ein  an- 
fänglicher Druckabfall  wird  demnach  in  konisch  divergenten 
Rohren  beim  Fortschreiten  in  der  Stromrichtung  verschwinden 
und  kann  schlielslich  sogar  in  eine  Drucksteigerung  übergehen. 
Die  Grölse  dieser  Druckänderungen  hängt  natürlich  nicht  allein 
von  dem  Werte  der  IGamm erausdrücke  in  (11)  bzw.  (IIa)  ab^ 
sondern  auch  besonders  von  der  Geschwindigkeit  u,   auf  deren 

Ermittlung  wir  weiter  unten 
zm'ückkommen.  Dagegen  er- 
kennt man  schon  jetzt,  dafs 
an  Stellen  mit  plötzlichen 
Querschnittsänderungen,  d.  h. 
für 

dF 

5^  =  ^^ 
auch  plötzliche  Druckände- 
rungen  eintreten  müssen,  und 
zwar  ein  Druckabfall  bei  Ver- 
engung und  .  eine  Drucksteigerung  bei  plötzlicher  Erweiterung 
des  Rohres,  wie  es  in  Fig.  35  an  den  Stellen  Ä  mid  B  an- 
gedeutet ist 


Fig.  35. 
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Wir  gehen  nunmehr  zu  den  Erscheinungen  über,  bei  denen 
die  Stromgeschwindigkeit  u  mit  der  Schallge- 
schwindigkeit a  der  Grölse  nach  vergleichbar 
wird.  Dies  tritt  immer  dann  ein,  wenn  durch  das  Rohr  ein 
Ausfluls  des  Gases  mit  relativ  grolsem  Druckverhältnis  an  beiden 
Enden  stattfindet.  Ist  dieses Ausflulsrohr  zylindrisch,  so  haben 
wir  an  Stelle  von  (10) 


d]gnp 
dx 


=  x; 


gg  +  «2  (x  —  1) 
«2  — a2 


(13), 


woraus  mit  x  >  1  hervorgeht,  dals  das  Vorzeichen  der    Druck- 
haben 


^/i2   ist.     Nun 


Fig.  36  a. 


änderung  ledigüch  davon  abhängt,  ob  w  ^  i 

neuerdings  Fliegner i)  und  Zeuner^)  unabhängig  voneinander 
Versuche  über  das  Durchströmen  von  Luft  durch  zylindrische 
Rohre  angestellt,  und  zwar  der  erstere  unter  höherem  Überdruck 
in  die  Atmosphäre,  der  letztere  aus  der  Atmosphäre  in  eine  vor- 
her entleerte  Vorlage,  also  ins  Vakuum.   In  beiden  Fällen  wurden 

die  Druckmessungen  durch  drei 
feine  Bohrungen  in  der  Rohrwand 
vermittelt,  von  denen  zwei  nahe 
den  Rohrenden,  eine  in  der  Rohr- 
mitte sich  befand.  Die  Fliegner- 
schen  Ergebnisse  als  Funktion  des 
Verhältnisse  des  Aulsendrucks  zum 
Innendruck  pa  :  Pi  sind  in  Fig.  36  a 
dargestellt,  in  welcher  die  Punkt- 
reihen 1,  2,  3  den  ebenso  bezeich- 
neten Manometerbohrungen  in  den 
Rohren  Fig.  36  b  derart  entsprechen, 
dafs    senkrecht    übereinander   be- 

M  ,  yiiii  ...................r^r,.^^^,        findüche  Punkte  einem  und  dem- 

1 1  "  I  I II       I  ^  ~  E  "     selben  Versuche  zugehören.     Man 

I  I  n        erkennt,    dals    nach   dem  Unter- 

schreiten des  kritischen  Druckver- 
hältnisses Pa  :  Pi  =  Pk  :  Pi  die 
Druckverhältnisse     an     den    ein- 


Flg.  36  b. 


»)  Schweiz.  Bauzeitung,  Bd.  XXXI,  1898. 

*)  Zeuner:  Techn.  Thermodynamik,  2.  Aufl.  1900.  Bd.I,  S.  264  ff. 


Lorenz,  Techn.  Wärmelehre. 


9 
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zelnen  Melsstellen  nahezu  konstant  geblieben  sind,  was  natür- 
lich darauf  zurückzuführen  ist,  dals  in  der  Mündung  nahe  dem 
Punkte  3  die  Strömungsgeschwindigkeit  u  mit  der  Sehallgeschwin- 
digkeit a  identisch  geworden  ist.  Da  die  Druckänderung  dp  :  dx 
in  der  Stromrichtung  durchweg  negativ  war,  so  folgt  aus 
Gl.  (13),  dals  innerhalb  des  Rohres  durchweg  m  <  a  geblieben 
ist.  Auch  die  Zeun ersehen  Versuche,  bei  denen  ein  glattes 
Messingrohr  von  5,1  mm  Durchmesser  und  ca.  4  m  Länge  an- 
gewandt und  mit  einem  Vakuum  von  22,6  mm  Wassersäule  in 
der  Vorlage  begonnen  wurde,  ergaben  in  gleicher  Weise  zu- 
sammengestellt ein  dem  Fliegnerschen  ähnliches  Diagramm, 
welches  in  Fig.  37  der  Deutlichkeit  halber  mit  vergröfsertem 
Abscissenmalsstabe  verzeichnet  ist.     Die  Melsstellen  1  und  3  be- 


i  .^-- 

— . -- 

— — - — 



i- 

^o^-""^ 

^  -•- 

j^-_ 

--  '^^ 

% 

^^ 


Fig.  37. 


Fig.  38. 


fanden  sich  hier  76  bzw.  74  mm  von  den  Rohrenden,  so  dals 
an  der  Stelle  3  wahrscheinlich  noch  ein  erheblicher  Überdruck 
geherrscht  haben  dürfte.  Wenn  sich  darum  auch  über  den  Aus- 
flufsvorgang  selbst  daraus  nichts  weiter  entnehmen  lälst,  als 
dals  derselbe  infolge  der  Widerstände  in  der  langen  Lei- 
tung nicht  mehr  unter  dem  kritischen  Druckverhältnis  Pk'-Pi, 
welches  übrigens  aus  demselben  Grunde  auch  bei  Fliegner  an  der 
Mefsstelle  3  schon  unterschritten  war,  sich  vollzieht,  so  stimmen 
doch  beide  Versuchsreihen  dahin  überein,  dals  der  Druck 
im  Rohre  in  der  Stromrichtung  stetig  abnimmt  und 
daher  die  Stromgeschwindigkeit  sicher  nicht  vor 
der  Mündung  die  Schallgeschwindigkeit  erreicht. 

Dies  letztere  trat  bei  den  Versuchen  ein,  sobald  zwischen 
dem  Mündungsdruck  und  dem  Druck  vor  der  Mühdung  eine 
endliche  Differenz  bestand,  welche  sich  im  Diagramm  Fig.  38  der 
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Drücke  als  Funktion  des  Abstandes  auf  der  Rohrachse  als  Span- 

dp 
nungssprung  kennzeichnet,  für  den  in  Gl.  (13)  ^  =  —  oo    zu 

setzen  ist.  Dies  aber  ist  nur  möglich  f ür  tt  =  a ,  so  dals 
die  Strömgeschwindigkeit  in  der  Mündung  eines 
zylindrischen  Rohres  immer  dann  mit  der  Schall- 
geschwindigkeit übereinstimmen  muls,  wenn  der 
Mündungsdruck  grölser  ist  als  der  Druck  vor  der 
Mündung.  Der  Mündungsdruck  p  kann  nun  sowohl  aus  den 
Versuchen  von  Zeuner  wie  aus  denen  Fliegners  durch  Extra- 
polation i)  im  nebenstehenden  Diagramm  erhalten  werden. 
Anderseits  aber  lälst  er  sich  auch  leicht  berechnen,  wozu  wir 
am  einfachsten  auf  Gl.  (8)  bzw.  (8a)  zurückgreifen.  Diese  Glei- 
chungen ergeben  durch  Integration 

1*2  —  ui^  =  2^  ^^—  (jpi  Vi  —  1?  v)        .     .     .     (14), 

worin  der  Index  1  irgend  einen  Anfangszustand  bedeutet.  Nehmen 
wir  hierfür  den  bekannten  Zustand  im  Ausflulsreservoir,  so  ist 
wegen  der  Ruhe  in  demselben  zunächst  Wi  =  0  oder 

w2=:2ö';^(i?ivi  — pt;)        ....     (14a) 

Setzen   wir   dann  noch  für  den  Mündungsquerschnitt  nach 

dem  obigen  Sätze 

u^  =:  a^  =  xgpvy 

so  folgt 

2  OK  2 

a2  =  xgpv  =  ^^-p^  pivi  =^^-q-j  ai2     .     .     .     (15), 

wenn  man  mit  Ui  die  dem  Zustande  piVi  entsprechende  Schall- 
geschwindigkeit bezeichnet.  Anderseits  beobachtet  man  die 
Ausflufsmenge  Q,  für  welche  die  Gl.  (1)  bzw.  (2),  d.  h.  hier 
Gv  ^=  Fa,  gilt.    Mit  a^  =  xgpv  folgt  daraus 

F 
0'  =  ^9qV (16)i 


^)  Diese  Extrapolation  ist  natürlich  nar  zulässig  für  sehr  geringe 
Abstände  von  den  benachbarten  Mefsstellen  im  Verhältnis  zur  ge- 
samten Rohrlänge.  Diese  Bedingung  ist  aber  bei  Zeuners  und 
Fliegners  Anordnungen  durchaus  erfüllt. 

9* 
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so  dals  sowohl  der  Berechnung  der  Schallgeschwindigkeit  im 
Mündungsquerschnitt  wie  auch  der  Ermittlung  des  Mündungs- 
druckes selbst  nichts  mehr  im  Wege  steht.  Die  erstere  ist, 
wie  man  aus  (15)  sofort  erkennt,  von  den  Widerständen 
in  der  Rohrleitung  durchaus  unabhängig.  Die- 
selben ziehen,  wie  schon  Zeuner,  der  die  Formel  (15)  ab- 
geleitet hat,  bemerkte,  lediglich  die  Ausflufsmenge  bedeutend 
herab.  Der  nach  (16)  aus  Zeuners  Versuchen  berechnete  Mün- 
dungsdruck p  steht  übrigens  in  voller  Übereinstimmung  mit 
dem  Ergebnis  der  Extrapolation  in  Fig.  38.  Für  die  weiteren 
Untersuchungen  ist  nun  noch  der  Umstand  bedeutungsvoll,  dafs 
die  letzten  Formeln  (14)  bis.  (16)  ganz  unabhängig  von  der 
Änderung  des  Querschnitts  längs  der  Rohrachse 
sind,  also  durchaus  nicht  blols  für  zylindrische  Rohre  gelten. 
Wir  dürfen  demnach  auch  für  den  allgemeinen  Fall  von  ihnen 
Gebrauch  machen  und  insbesondere  an  Stelle  von  (14a),  d.  h. 
für  den  anfänglichen  Ruhezustand  pi  Vi  mit  Mi  =  0 

u^{x  —  l)  =  2(ai^  —  a^) (17) 

setzen,  worin  a  wieder  die  dem  Produkte  pv  entsprechende 
Schallgeschwindigkeit  bedeutet.  Für  u  =  a  geht  (17)  in  (15) 
über,  und  zwar  unabhängig  davon,  ob  dieser  Fall  erst  am  Rohr- 
ende oder  schon  im  Innern  des  Rohres  eintritt,  so  dafs  nur 
ein  und  dieselbe  durch  (15)  gegebene  Schallgeschwin- 
digkeit an  irgend  einerStellemit  der  Strom  gesch  win- 
digkeit übereinstimmen  kann. 

Für  zyhndrische  Rohre  fand  dieses  Zusammenfallen  am 
Rohrende  statt  und  bedingte  dort  einen  Spannungssprung; 
in  Rohren  mit  veränderlichem  Querschnitt  ergibt  sich  dagegen 
für  die  zugehörige  Stelle,  wenn  wir  die  Gl.  (10a)  beiderseits  mit 
m2  —  a2  multiplizieren,  also  schreiben 

1    dlgnp    .    ^uA        ^  j       w2       dlgnF' 


X 


(^'-'^')\^-kr  +  '^n^=^'\^''^ — 1^    (18)' 


und  erst  dann  unter  der  Voraussetzung   eines  stetigen  Druck- 
verlaufes u^  =  a^  setzen, 

'-^-'^ <-) 
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Da  dieser  Wert  stets  positiv  ist,  so  erkennt  man,  dals  die 
Stromgeschwindigkeit  mit  der  Schallgeschwindig- 
keit nur  im  Innern  divergenter  Rohre  zusammen- 
fallen kann.  Eine  solche  Stelle  wollen  wir  als  tönenden 
Querschnitt  und  mit  ^o  bezeichnen,  weil  dort,  wie  wir  im 
vorletzten  Paragraphen  gesehen  haben,  stationäre  Schallwellen 
möglich  sind.  Für  den  Zustand  des  Gases  im  Querschnitt  Fq 
gilt  alsdann  die  aus  (17)  für  u^  ==  a^  =  xgpoVo  hervorgehende, 
mit  (15)  streng  genommen  identische  Gleichung 

PoVo  =  -^^-t:jPiVi (20), 

welche  für  runkehrbar  adiabatische  Expansion  aus  dem  Anfangs- 
zustand, wie  sie  für  gut  abgerundete,  d.  h.  genauer  überhaupt 
widerstandsfreie  Mündungen  sich  einstellt,  in  die  bekannte 
Formel  für  den  kritischen  Mündungsdruck  beim  Ausflufe  über- 
geht. Dies  wird  man  in  erster  Annäherung  auch  für  unseren 
Vorgang  annehmen  dürfen,  wenigstens  so  lange  die  Querschnitts- 
änderung bis  zu  Fq  vollkommen  stetig  verläuft.  Damit  bestimmt 
sich  derDruck  imtönenden  Querschnitt  für  denEin- 
tritt  der  Schallgeschwindigkeit  mit  PqVq*^  =:  piVi'' ein- 
fach  zu 


-^^(Mf     ' 


Po==Pi{-,^:^]  (20a), 

während  er  für  geringere  Geschwindigkeiten  nicht  so  tief  herab- 
sinkt. 

Schreiben  wir  nunmehr  die  Gl.  (18)  in  der  Form 

/j.   dlgnp    ,    ^  M*\  M^       /      w2       ilgn^\ 

[x       dx      +  ^   a^/  =  w2_a2  ^^^^«2-      dx    j       ^^^^^ 

und  führen  in  dieselbe  den  tönenden  Querschnitt  durch  (19) 
ein,  ohne  die  Stromgeschwindigkeit  mit  der  Schallgeschwindig- 
keit zu  identifizieren,  so  ergibt  sich 

'-^-«?(«-«^ m. 

also  ein  positiver  Wert  für  die  Druckänderung,  d.  h. 
erreicht    die    Stromgeschwindigkeit    im    tönenden 
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Querschnitt  nicht  die  Schallgeschwindigkeit,  so 
wird  derselbe  vom  Gase  unter  Drucksteigerung 
passiert.  Nun  können  wir  aber  auch  die  Gl.  (7)  durch  Einfüh- 
rung der  Schallgeschwindigkeit  a^  =  xgpv  auf  die  Form 

bringen. 

Diese  Gleichung  liefert  uns  sofort  als  Bedingung  für  den 
Eintritt  eines  ausgezeichneten  Wertes  der  Geschwindigkeit  mit 
du  :  dx  =  0 

dlsnp  ^  u2 

-4^  =  -''^^ (23) 

und  nach  Einsetzen  dieses  Ausdruckes  in  (18a) 

woraus,    da   sowohl  u^   und  a^,   als  auch  x  und  C   stets   positiv 
sind,  hervorgeht,  dafs  ausgezeichnete  Werte  der  Strom - 
geschwindigkeit  nur  in  divergenten  Rohren  und  bei 
abnehmendem  Drucke  auftreten  können. 
Durch  Addition  von  (23)  und  (24)  folgt  weiter 

^^^^^  =0    oder    pF=Co     .     ,     .     .     (25) 

d.  h.  dieDruckkurve  im  j?2^- Diagramm  hat  im  Punkte 
der  maximalen  Stromgeschwindigkeit  die  Richtung 
der  gleichseitigen  Hyperbel  durch  diesen  Punkt. 

Die  vorstehende  Theorie  der  stationären  Strömung  des  Ver- 
fassers i)  ist  nun  von  Prandtl  und  Proell^)  gleichzeitig  und 
unabhängig  voneinander  etwas  weiter  ausgebildet  worden,  worauf 
wir  mit  Rücksicht  auf  die  Versuchsergebnisse  von  Stodola 
noch  mit  einigen  Worten  eingehen  müssen.    Substituiert  man  in 

Fu 

unserer    Gl.  (7)  und  (14a)  v  = -^,  so  folgt 


^)  Lorenz:  Die  stationäre  Strömung  von  Gasen  durch  Rohre 
mit  veränderlichem  Querschnitt.  Phys.  Zeitschr.  IV.  1903  u.  Zeitschr. 
d.  V.  d.  Ing.  1903. 

')  Prandtl:  Beitrag  zur  Theorie  der  Durchströmung  durch  Düsen, 
mit  einem  Zusatz  von  Proell;  Ztschr.  d.  V.  deutscher  Ingenieure  1904. 
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pF      i^iVi        y.  —  1 


u 


G  '~     u     .      2gx 
Fdp    ,    du    ,    ^  u    ^ 


(26) 


a    ^  9  ^^  9 
Die   erste   dieser  Gleichungen    ergibt   durch    Differentiation 
Fdp    ,    ^dF  ( p^v^        x-l\ 


a    ^  "^   G  ~      \   m2    ^    2^>c 
und  nach  Subtraktion  der  zweiten  Gl.  (26) 


oder 


^   G          g              y  w2      '  ^gx  j       ^  ^   9 

G              \9       \  ^^  ^9^  ]\             9 

F 

Ersetzt  man  hierin  p  -jr  durch  die    rechte  Seite   der   ersten 


Gl.  (26),  so  folgt 

lUignj-      ; 


\     1*2 


<^lgnii       \   W^  '2gx  I      dx  g 

dx  K   -\-  1  PiVi 


(27) 


2gyi  m2 

d.  h.  eine  Differentialgleichung  zwischen  u  und  x,  deren  Inte- 
gration allerdings  die  Kenntnis  der  Abhängigkeit  der  Grölsen  F 
und  5  von  x  voraussetzen  würde.  Das  allgemeine  Integral  hat 
dann  die  Form 

(D{u,x)  =  C (28), 

worin,  da  bei  unverändertem  Innendruck  p^  jedem  Aufsendruck  p2 
ein  anderer  Verlauf  der  Druckkurve  p  =f(x)  also  auch  der 
Geschwindigkeitskurve  entspricht,  der  Parameter  C  eine  Funk- 
tion von  j?2  sein  muls.  Nun  ist  aber  auch  erfahrungsgemäls 
durch  P2  bei  festgelegtem  pi  Vi  die  Ausflulsmenge  G  gegeben,  so 
dafs  wir  den  Parameter  C  in  dieser  ausdrücken  dürfen.  Es 
entsteht  nun  die  Frage,  ob  wie  beim  Ausflufs  aus  einfachen 
Mündungen  auch  für  den  allgemeinen  Fall  die  Ausflulsmenge  G 
beim  Sinken  vonj92  unter  einem  gewissen  Betrag  konstant,  also 
unabhängig  von  P2  wird.  Alsdann  wird  dG  =  0,  also  G  ein 
Maximum  sein  und  wegen  des  Zusammenhanges  mit  C  auch 
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du 


hx 


Bein.i)    Nach  GL  (27)  ist  aber  dann 

j?i  Vi        X  —  1 W  Ign  jP 
~Ü2  2gi€  1 


—  —  0  — ^  — 
hx  "      ~  g 


dx 


(28a) 


(28b) 


zwei  Bedingungen,  welche  mit  (15)  auf  m  =  a  und  den  durch  (19) 
definierten  tönenden  Querschnitt  führen,  d.  h.  im  Falle  der 
tönende  Querschnitt  wirklich  mit  Schallgeschwin- 
digkeit durchströmt  wird,  erreicht  die  Ausfluls- 
menge  Q  ein  Maximum  und  bleibt  unabhängig  vom 
Aulsendruck,  ganz  wie  beim  Ausfluls  aus  widerstandsfreien 
Mündungen. 

Dieser  Satz  wird  nun  durch  die  schon  in  §  10  erwähnten 
Versuche  von  Blaefs-Gutermuth  sowie  solche  von  Sto- 
dola^)  an  divergenten  Rohren  vollkommen  bestätigt.  Dieselben 
ergaben  für  die  Durchflufsmenge  G  in  ihrer  Abhängigkeit  vom 
Verhältnis  p2  :  Pi    des  Aulsendrucks  zum  GefäJfedrucke  das  in 

Fig.  39  dargestellte  Diagramm, 
in  welches  dasjenige  für  wider- 
standsfreie Mündungen  punktiert 
eingetragen  ist.  Das  letztere 
verläuft  horizontal,  solange  der 
Aulsendruck  höher  ist  als  der 
kritische  Mündungsdruck  po» 
während  für  divergente  Rohre 
sich  ein  bedeutend  höherer  Wert 
P'q   ergibt.     Dies   deutet    darauf 

*)  Die  Bedingung  dG  =  -r^  dC  =  0  könnte  natürlich  auch  durch 

die  Gleichung  -r^  =  0  erfüllt  werden,  deren  Diskussion  allerdings  die 

Kenntnis  des  Zusammenhangs  G  und  C  voraussetzt.  Die  Gl.  (28a) 
versagt  nur  in  dem  unwahrscheinlichen  Falle,  dafs  dG  :  dC  =  co  wird. 
*)  Stodola:  Die  Dampfturhinen  und  die  Aussichten  der  Wärme- 
kraftmaschinen. Zeitschr.  d.  V.  d.  Ingenieure  1903,  auch  in  Buchform 
erschienen. 
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hin,  dafs  innerhalb  des  divergenten  Rohres  tiefere  Pressungen 
als  der  Aufsendruck,  also  Druckmii)ima  sich  einstellen  werden, 
bzw.  dafs  der  hierfür  gültige  kritische  Druck  Po'  im  tönenden 
Querschnitt  mit  höheren  Aufsendrucken  vereinbar  ist.  In  der 
Tat  fanden  sowohl  Fliegner  mit  Luft,  als  auch  Stodola  mit 


Fig.  40. 


Dampf  ganz  erhebliche  Depressionen  im  Rohrinnem,  wie  aus 
dem  der  Stodolaschen  Abhandlung  entnommenen  Druckkurven- 
diagramm Fig.  40  deutlich  hervorgeht. 

Wird  der  tönende  Querschnitt  nicht  mit  Schallgeschwindig- 
keit, sondern  mit  u<,a  passiert,  so  erhält  man  für  den  Eintritt 
eines    Druckminimums    aus    Gl.  (18a)    nach    Wegschaffen    des 

.    dp 
Nenners  w^  —  ^2  mit  -^  =  0 


dlgnF       ,        .vv«*^    .    V 


(29) 
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d.  h.  die  Bedingung  für  divergente  Rohre  in  Überein- 
stimmung mit  Stodolas  Diagramm.  Mit  Hilfe  der  Formeln  (26) 
und  (15)  schreibt  sich  Gl.  (27)  auch  kürzer 

dlgnF  u^ 

^^S^^  _       dx  """^^a2 

-Ji  -    .    ^    /-         ^     ......     (27a) 


y.-\-  1  /  w2 
2       \a^ 


Dieser  Ausdruck  wird  positiv,   d.  h.   die   Geschwindig- 
keit nimmt  an  der  betrachteten  Stelle  zu,   wenn  dort 

füru2^a2,-^^xC^, 

und  die  Geschwindigkeit  nimmt  ab,  wenn 

dlgnF 
ist.  Im  kleinsten  Querschnitt,  d.h.  für — ^ —  ^0    kann 

hiernach  eine  Geschwindigkeitszunahme  nur  ein- 
treten, solange  dort  die  Schallgeschwindigkeit  noch 
nicht  erreicht  ist.  Alsdann  hat  man  auch  für  den  tönen- 
den Querschnitt  aus  (27a)  und  (19) 

dx     -      X  +  1 ^^^^' 

wonachim  tönenden  Querschnitt  die  Stromgeschwin- 
digkeit abnimmt,  solange  sie  die  Schallgeschwin- 
digkeit noch  nicht  erreicht  hat. 

Tritt   dies  dann  ein,    so  ergibt   mit  (15)   und  (19)  Gl.  (27) 

bzw.  (27a)  den  unbestimmten  Wert  ^.  Differenziert  man  jedoch 
Zähler  und  Nenner,  so  folgt 


w2      ^ 


dlgnM\^  ^p^Vi    dlgn^  dflgnw 


oder  mit  (15)  und  (19) 


dx    I  m2  clx  dx 

d^]gnF       1    dl; 


dx^  q  dx 


IdlgnuV  dlgnu 1_^  fd^lguF  _     d^ 

\    dx    j'^^'^    'dx~    "  x+  l\     dx^      ~  ""  dx 
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Diese  Gleichung  ergibt  die  beiden  Werte 


dlgnu  X?  /^       _J_  (dHguF  dV\ 

dX       ~^      2      -    ]/      ^       '^7C-\-l\       dX^  ""^     dx)      ^"^^^^ 

wonach  die  Kurve  der  u  im  tönenden  Querschnitt 
einen  Knote.^punkt  besitzt,  der  durch  den  Schnitt 
zweier  sich  dort  schneidender  Kurvenzweige  ent. 
steht.  Ganz  analog  folgt  für  die  Druckkurve  aus  der  zweiten 
Gl.  (26),  welche  wir  auch  ifi  der  Form 

Fp    dlgnp       1^  d]gnu    ,    C  ^  q 
Gu      dx     ~^  g      dx     ~^  g 

schreiben  können,  mit  der  für  den  tönenden  Querschnitt  gelten- 
den Beziehung 

pF  __  pv  _piVi       X  —  1  _    1 
Gu        «2  vr  2gx         gx^ 

sowie  mit  (31)  auf 

Es  besitzt  also  auch  die  Druckkurve  zwei  Kurvenzweige, 
welche  sich  im  tönenden  Querschnitt  schneiden. 

Um  über  den  Verlauf  der  von  ötodola  aufgenommenen 
Druckkurven  auf  theoretischem  Wege  Aufschlufs  zu  erhalten, 
müssen  wir  die  Gl.  (27)  integrieren,  was  nur  auf  Grund  einer 
Annahme  über  den  Widerstandskoeffizienten  ^  möglich  ist. 
Setzen  wir  mit  Prandtl  und  Pro  eil  im  einfachsten  Falle 
C  =  0,  so  erhalten  wir  offenbar  eine  umkehrbare  adiaba- 
tische Zustandsänderung  wie  beim  widerstandsfreien  Aus- 
flufs.     Alsdann  ergibt  sich  aus  (27)  durch  Integration 

oder  in  Verbindung  mit  der  ersten  Gl.  (26) 
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wonach  sich  die  Integrationskonstante  durch  Festlegung  des  Zu- 
ßtandes  ^v  in  ü'gendeinem  Querschnitt  F  ergibt,  da  hierfür 
durch 

2  <7x 

auch  u  gegeben  ist.  Für  den  tönenden  Querschnitt  erhalten 
wir  aus  (19) 

^-« («')■ 

derselbe  fällt  also  hierfür  mit  dem  kleinsten  Quer- 
schnitt zusammen. 

Wird   in   demselben  die  Schallgeschwindigkeit   noch    nicht 
erreicht,  so  folgt  aus  Gl.  (27)  und  der  zweiten  Formel  (26) 

1  =  0    und     1  =  0     .....     (27b). 

€0  dafs  in  diesem  Falle  Druck  und  Geschwindigkeit 
im  tönenden  Querschnitt  ausgezeichnete  Werte  an- 
nehmen. Die  Gleichung  der  Druckkurve  ergibt  sich  nach 
Elimination  der  Grölsen  u  und  v  aus  Gl.  {14a)  mit  Hilfe  der 
Adiabate 

sowie  mit 


zu 


Gv  =  Fu 

x+l 


j^  =  ,r— [^H^ij  -\Pi)    [  •  •  •  •  (^^) 

Die  Konstante  G  bestimmt  sich  hierin  durch  Festlegung  des 
Druckes  P2  für  den  Endquerschnitt  F^  und  hat  demnach  für 
jede  Druckkurve  einen  anderen  Wert.  Für  ^  =  ±  c»,  was  für 
divergente  Rohre  auch  x  =  <x)  bedingt,  wird 

p  =  0    oder    p  =  jpi, 
d.  h.    die   durch   Gl.  (34)   gegebenen   Druckkurven   ÄqBo,   AB 
nähern    sich    dem   Isobaren  ^  =  0    und   p  =pi    asymptotisch 
(Fig.  41).     Natürlich  hat  hiervon  nur  der  obere  Zweig  mit  der 
Asymptote  pi  einen  Sinn. 

Für  den  Eintritt  der  Schallgeschwindigkeit  im  tönenden 
Querschnitt  Fq  folgt  aus  (31)  und  (32)  mit  C  =  0 
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(31a), 


Ign^  dlgnp  l/-^ 


d\gn 


mgnF 


dx^ 


so    dafs   in  diesem   Falle  die  beiden  Kurvenzweige  CDEq  und 

CqDE  sich  scheiden.     Der  Druck  im  tönenden  Querschnitt  wird 

d(G^) 
jetzt  vollkommen  identisch  mit  dem  für  —^ —  =  0  und  F  =  F^ 


Fig.  41. 


sich  ergebenden  kritischen  Ausflufsdruck  (20a)  in  widerstands- 
freien Mündungen,  und  die  AusfluXsmenge  bleibt  bei  weiterer 
Abnahme  des  Druckes  p^  konstant.  Wir  können  demnach  an 
Stelle  von  (34)  mit  dieser  konstanten  Ausflufsmenge 


«o  =  ^oa(-|-T)"-' 
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für  die  weiteren  Druckkurveö,  wegen  der  ümkehrbarkeit  des 
ganzen  Vorgangs,  welche  uns  gestattet,  an  Stelle  von  pi  den 
AuXsendruck  p^  einzuführen,  auch  schreiben 

2  X  4  i 


F^        x  —  i  V2 


ä'-sri  ■■'"•' 


Die  hierdurch  dargestellten  Druckkurven  HJK  bzw.  H'  J'K 
an  divergenten  Rohren  haben  die  beiden  Asymptoten  j?  =  0  und 
p  =  P2\   aufserdem  aber  besitzen  sie  für  einen  Minimalwert  des 

Querschnitts  senkrechte  Tangenten,  für  welche  sich  aus  -^ —  =  0 


sich  ergibt  v  =  Vi  (^T+t)' 


Daraus  folgt  aber  auch  für  diese  Punkte  mit  der  ersten  Gl.  (26) 
dp        du  GqF 


oder  wegen  (27) 


dx        dx     g 


=  QO 


2  qx 

W2  =   -_^-_pjt;^  =^a\ 


Da  wir  nun  wissen,  dafs  die  Stromgeschwindigkeit  nur  im 
tönenden  Querschnitt  mit  der  Schallgeschwindigkeit  überein- 
stimmen kann,  so  liegt  in  unserem  Resultate  ein  Widerspruch, 
der  sich  praktisch  dadurch  ganz  einfach  löst,  dafs  sich  zwischen 
den  zuletzt  diskutierten  Kurven  und  der  Expansionslinie  CDEq 
ins  Vakuum  eine  Übergangskurve  i)  herstellt,  durch  welche  der 
untere  Zweig  der  Druckkurve  einschliefslich  des  Punktes  mit 
senkrechter  Tangente  ausgeschaltet  wird.  Ein  Vergleich  mit  den 
von  Stödola  wirklich  erhaltenen  Druckkurven  (Fig.  40),  der  natur- 
gemäfs  nur  qualitativer  Natur  sein  kann,  bestätigt  die  hier  vor- 
getragene Theorie  in  befriedigender  Weise.    Aufserdem  erkennt 


*)  Prandtl,  a.  a.  0.,  ist  geneigt,  für  den  Übergang  einen  schon 
von  Stodola  herangezogenen  Stofs  zu  Hilfe  za  nehmen  und  erhält 
auf  diese  Weise  eine  senkrechte  unstetige  Verbindung  beider  Kurven, 
welche  mit  Stodolas  Ergebnissen  indessen  nicht  übereinstimmt.  Ich 
bezweifle  daher,  ob  unser  bisheriger  Ansatz  des  ganzen  Problems  aus- 
reicht, derartige  Übergänge,  welche  auf  labile  Zustandsänderungen 
hindeuten,  zu  verfolgen. 
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man  aus  (31a),  dals  die  Geschwindigkeit  auf  der  Expansionslinie 
ins  Vakuum  vom  tönenden  Querschnitt  ab  zunimmt,  also  die 
Schallgeschwindigkeit  überschreitet,  ein  von  Fliegner  und 
neuerdings  von  P.  Emden  bestrittenes  Resultat,  welches  übri- 
gens schon  Z  e  u  n  e  r  vorausgesagt  hatte.  Dasselbe  ist  inzwischen 
von  E.  Lewickii)  experimentell  durch  Messung  der  Strahl- 
reaktion bei  Ausfluls  von  Dampf  aus  divergenten  Rohren  aulser 
Zweifel  gestellt  worden,  so  dafs  sich  die  gegenteiligen  Ansichten 
erledigen. 

SchUelslich  sei  noch  darauf  hingewiesen,  dafs  das  Auftreten 
eines  Unterdruckes  im  Innern  eines  divergenten  Rohres  die 
intensiv  saugende  Wirkung  der  durchströmenden  Masse  auf  die 
durch  Öffnungen  des  Rohres  in  der  Nähe  des  tönenden  Quer- 
schnitts mit  dem  Innern  in  Verbindung  stehende  Umgebung  er- 
klärt. Vielleicht  gehngt  es,  auf  Grund  dieser  Erscheinung  aus 
der  vorstehend  entwickelten  Theorie  eine  solche  für  Strahl- 
apparate  in  Zukunft  herauszuarbeiten. 

§  13.    Der  Luftwiderstand. 

Bewegung  einer  dünnen  iScheibe  durch  die  Luft.  Formel  für  den  Be- 
wegungswiderstand. Abhängigkeit  des  Gesamtwiderstandskoeffizienten 
von  der  Geschwindigkeit.  Sprung  beim  Überschreiten  der  Schall- 
geschwindigkeit. Erfahrungsresultate  aus  der  Ballistik.  Schallwellen 
in  der  Umgebung  des  Projektils. 

Bewegt  man  einen  festen  Körper  durch  die  Luft,  so  be- 
gegnet derselbe  einem  Widerstand,  welcher  erfahrungsgemäfs 
mit  der  Geschwindigkeit  rasch  zunimmt.  Für  sehr  kleine  Ge- 
schwindigkeiten, wie  sie  z.  B.  bei  Pendelschwingungen  auftreten, 
genügt  es,  diesen  Widerstand  einfach  der  Geschwindigkeit  pro- 
portional zu  setzen,  wodurch  in  die  Bewegungsgleichungen  ein 
sog.  DämpfungsgUed  eintritt,  dessen  Einflufs  sich  mathematisch 


^)  Siehe  die  Arbeiten :  F 1  i  e  g  n  e  r :  >  Versuche  über  das  Ausströmen 
u.  8.  w.«,  Schweiz.  Bauzeitung  1898,  sowie:  >Noch  einmal  die  Düse  der 
Lavalturbinen«,  ebenda,  1903  S.  175;  P.  Emden:  >Die  Ausströmungs- 
erscheinungen des  Wasserdampfes« .  Dissertation,  München  1903. 
Zeuner:  >Theorie  der  Turbinen«,  1899,  S.  273.  E.  Lewicki:  >Die 
Anwendung  hoher  Oberhitzung  beim  Betriebe  von  Dampfturbinen«, 
Zeitschr.  d.  V.  d.  Ingenieure,  1903,  S.  491. 
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meist  ohne  Schwierigkeiten  verfolgen  läTst.  Wesentlich  anders 
liegen  dagegen  die  Verhilltnisse  für  grölsere  Geschwindigkeiten, 
mit  denen  sich  vor  allem  die  Geschosse  bewegen.  Zahlreiche 
Versuche,  auf  rein  empirischem  Wege  zu  einer  für  solche 
Geschwindigkeiten  gültigen  Widerstandsformel  zu  gelangen, 
haben  entschieden  zu  keinem  befriedigenden  Resultat  geführt, 
so  daTs  über  dieses  Gebiet  trotz  eines  umfassenden  Versuchs- 
materials noch  überall  eine  grofse  Unklarheit  herrscht.  Im  fol- 
genden soll  darum  der  Versuch  gemacht  werden,  diese  Frage 
auf  rein  theoretischem  Wege  einer  angenäherten  Lösung  ent- 
gegenzuführen, wobei  uns  die  im  letzten  Paragraphen  ent- 
wickelte allgemeine  Theorie  der  stationären  Gasströmung  als 
Grundlage  und  der  Vergleich  der  Ergebnisse  mit  der  Erfah- 
rung als  Prüfstein  für  die  Zulässigkeit  unserer  Voraussetzungen 
dienen  wird. 

Wir  denken  uns  zunächst  in  Fig.  42  eine  Kreisscheibe  vom 
Querschnitt  F  und  der  Dicke  l  mit  einer  zu  F  senkrechten  kon- 

^ ^  stauten   Geschwindigkeit  u  durch    die   um- 

/  ^^^       gebende  Luft  hindurchbewegt.   Alsdann  wird 

I     /      '*)       N    \     die  Luft  in  der  Umgebung  dieses  Körpers 


( 


\ 

\    ' 


y /  I 


einen  Wirbel  bilden,  von  dem  sich  nur  soviel 
aussagen  läfst,   dafs  sein  Querschnitt  an  der 
I    f  ^^^     Stelle,  welche  die  Platte  augenblicklich  ein- 

!    *^  )       ;    I      nimmt  bzw.  unmittelbar  vor  und  hinter  der- 

\  J      selben  mit  F  identisch  ist,  wenn  wir,  was 

"^^ ---^  bei   Bewegungserscheinungen   von  Körpern 

Fig.  42.  immer    zutrifft ,     keine    Unstetigkeiten    zu- 

lassen. Vor  dem  Zylinder  herrscht  nun- 
mehr der  Druck  pi,  hinter  demselben  jp2,  woraus  ein  Be- 
wegungswiderstand (pi  —  i?2)  ^  resultiert.  Aufserdem  aber 
erfährt  der  Körper  an  seinem  Mantel  durch  die  dort  mit  ihm 
in  Berührung  stehende  Luftschicht  einen  Widerstand,  der  in 
seinem  Wesen  vollkommen  identisch  mit  dem  früher  schon 
eingeführten  Rohrwiderstand  bei  der  stationären  Gasströmung 
sein  mufs  und  für  den  wir  daher  auch  wieder,   wie  im  vorigen 

Paragraphen ,    f  i  —  l  setzen  wollen,  worin  ?i  einen  erf ahrungs- 

mälsig  zu  bestimmenden  Widerstandskoeffizienten  bedeutet,  dessen 
Gröfse    von    der   Beschaffenheit  der   Oberfläche   und   von   der 
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Konfiguration  (z.  B.  dem  Durchmesser)  des  Körpers  abhängt. 
Somit  erhalten  wir  einen  Gesamtwiderstand  von 

P=^ijl  +  (Pi-P2)F  .....    (1), 

in  dem  wir  nunmehr  die  Druckdifferenz  pi  —  p2  zu  bestimmen 
haben.  Dieselbe  wird,  da  sich  der  ganze  Vorgang  in  der  freien 
Atmosphäre  abspielt,  im  allgemeinen  nicht  grofs  sein,  so  zwar, 
dals  sich  die  beiden  Drücke  pi  und  p2  wenigstens  für  mälsige 
Geschwindigkeiten  nicht  erheblich  von  dem  Drucke  p  der  um- 
gebenden Luft  unterscheiden.  Anderseits  haben  wir  aber  auch 
für  die  stationäre  Strömung,  welche  in  unmittelbarer  Nachbar- 
schaft, d.  h.  kurz  vor  und  hinter  unserem  Körper  zylinderisch  er- 
folgt, wegen  — | =  0  nach  Gl.  (10a)  des  vorigen  Paragraphen 

--J^=—^^ä-\^  +  ^^   •     ••     •     (2). 

worin  $2  einen  neuen,  wiederum  empirisch  zu  bestimmenden 
Widerstandskoeffizienten  bedeutet,  welcher  im  wesentlichen  durch 
die  innere  Reibung  der  Luft  bedingt  ist.  Diese  Gleichung  ist 
nun  sofort  integrabel,  wenn  sowohl  u  als  auch  a  als  konstant 
angesehen  werden  dürfen.  Die  erstere  Annahme  deckt  sich  mit 
unserer  Voraussetzung,  die  zweite  ist  im  wesentlichen  durch 
geringe  Unterschiede  der  Drücke  px  und  p2  von  p  begründet, 
so  dafs  wir  auch  nach  Integration  über  die  Mantellänge  l  an- 
genähert 


i?i-i?2  =  ~^C2^/>^(l  +  52Z3pj      ...    (3) 

schreiben  dürfen.  Streng  genommen  gilt  natürlich  diese  Formel 
nur  für  unendlich  kurze  Körper,  wie  sie  denn  auch  für  l  =  dx 
und  pi  —  P2  =  dp  mit  (2)  identisch  ist.  Setzen  wir  nunmehr 
dieses  Resultat  in  (1)  ein,  so  erhalten  wir  für  den  Gesamtwider- 
stand des  Körpers  oder  strenger  einer  dünnen  Scheibe  von  der 
Fläche  F 

P. .=  ?,/.-- _xC,ii.^-,(l  +  ^_-^j    ...     (4) 

In  der  Ballistik  ist   es  nun  gebräuchlich,   unter  Zugrunde- 
legung des  quadratischen  Widerstandsgesetzes,   welches  offenbar 

Lorenz,  Techn.  Wärmelehre.  10 
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sich  aus  (4)  für  kleine  Werte  von  u  durch  Vernachlässigung 
von  «2  gegen  a^  im  zweiten  Gliede  der  Klammer  ergibt,  einen 
Gesamtwiderstandskoeffizienten  ^q  einzuführen,  so 
zwar,  dafs 

oder  nach  Gl.  (4) 


(5) 


wird.    Hierfür  dürfen  wir  aber  wegen  a^  =  xgpv  auch  schreiben 

Co  =  -  ti  -  -  ?2  -^1  +  ^zr^2J  =  f?i  -  Ca  „2  _  „2     (5a) 

Der  Gesamtwiderstandskoeffizient  ist  hiernach 
selbst  wieder  eine  Funktion  der  Geschwindigkeit, 
deren  Abhängigkeit  durch  Fig.  43  verdeuthcht  wird. 
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Fig.  43. 


^(Ci-C2^)  =  Ci   undx-^t2f  =  02 


für  «2  =  0 
»     «2  <-;;  «2 
»      «2  =  ^2 

» .  t*2  >  a2 

»  W2      3=      QQ 


fo  =  Ci 
Co<Ci 

Co  =   +  00 
Co>Cx+C2 

f 0  =  Ol  +  C2. 
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Es  unterliegt  nun  gar  keinem  Zweifel,  dafs  in  der  Umgebung 
der  Stelle  u^  =  a2,  für  welche  Gl.  (5a)  einen  Spannungssprung 
von  —  00  bis  +  00  anzeigt,  wir  uns  ebenso  aulserhalb  des 
Gültigkeitsbereiches  unserer  Voraussetzungen  befinden,  wie  z.  B. 
für  den  Fall  der  Resonanz  ungedämpfter,  erzwungener  Schwin- 
gungen. (Siehe  Bd.  I.)  Demnach  darf  imsere  Formel  nicht  den 
Anspruch  erheben,  das  wirkliche  Verhalten  des  Widerstands- 
koeffizienten fo  ^  allen  Einzelheiten  widerzugeben;  wir  müssen 
uns  vielmehr  mit  der  Tatsache  begnügen,  dals  sie  für  u^  =  a^ 
überhaupt  ein  plötzliches  Ansteigen  und  für  weiteres  Anwachsen 
der  Geschwindigkeit  z*2  >  a^  wieder  einen  allmählichen  Abfall 
anzeigt.  Dieses  plötzHche  Ansteigen  von  ^o  beim  Überschreiten 
der  Schallgeschwindigkeit  ist  aber  durch  die  schönen  Versuche 
von  Mach  experimentell  erwiesen,  während  neuerdings  auch 
Siaccii)  die  Abnahme  von  ^o  bei  weiterer  Steigerung  von  u 
festgestellt  hat.  Der  Übergang  der  beiden  aus  Gl.  (5a)  hervor- 
gehenden Zweige  von  Co  zu  beiden  Seiten  der  Ordinate  für 
w2  ~  a^  verläuft  in  Wirklichkeit  nach  den  Angaben  des  letzteren 
in  der  punktiert  eingetragenen  Kurve,  die  sich  wenigstens  mit 
unseren  Voraussetzungen  einer  exakten  Formulierung  entzieht. 
Wir  haben  es  jedenfalls  hier  mit  einer  ganz  ähnUchen  Erschei- 
nung zu  tun,  wie  beim  B  i  d  o  n  e  sehen  Wassersprung  in  Kanälen 
mit  eingebautem  Grundwehr,  wobei  ebenfalls  sich  in  Wirklichkeit 
ein  fast  sprungweiser  Übergang  zwischen  zwei  für  sich  asymp- 
totisch ins  Unendliche  verlaufenden  Kurvenzweigen  erfolgt. 

Für  die  wirkliche  Grölse  des  Geschofswiderstandes  kommen 
übrigens  noch  einige  Gesichtspunkte  in  Betracht,  die  bei  Auf- 
stellung unserer  Formel  für  den  Widerstandskoeffizienten  Co  keine 
Berücksichtigung  gefunden  haben.    Von  diesen  Nebeneinflüssen 


^)  Die  ursprüngliche  Annahme  von  Mach  (siehe  Oranz:  Compen- 
dium  der  äufseren  Ballistik,  S.  39),  dafs  der  Widerstandskoeffizient  zu 
beiden  Seiten  der  Schallgeschwindigkeit  konstant  und  nach  den  Formeln 

Pi  =  0,0116 yFu^  für  u<Ca 

Pj  =  0,0323  y  Fu*  f  ür  w  >  a 

zu  berechnen  sei,  ist  nach  neueren  Feststellungen  von  S  i  a  c  c  i  (Rivista 
d'artigleria  e  genio,  1896,  S.  341,  welche  in  Fig.  44  zu  einem  Diagramm 
vereinigt  sind,  nicht  mehr  aufrecht  zu  erhalten,  sondern  durch  einen 
der  Fig.  43  ungefähr  entsprechenden  Verlauf  zu  ersetzen. 
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ist  derjenige  der  Greschofsform,  welcher  sicherlich  in  hohem  Mafae 
vorhanden  ist,  schon  darum  nicht  in  unserer  Formel  (5)  zum 
Ausdruck  gelangt,  weil  diese  streng^  genommen  nur  für  unend- 
lich dünne  Platten  gilt,  und  schon  durch  die  Einführung  einer 
endlichen  Geschofslänge  l  zu  einer  Näherungsgleichung  wird.  In 
der  Ballistik  sucht  man  nun  diesem  Einflufs  durch  Einführung 
eines  für  jedes  Geschols  konstanten  Faktors,  des  sog.  Form- 
koeffizienten,  gerecht  zu  werden.  Die  zahlreichen  Versuche 
der  Mathematiker,  auf  Grund  eines  empirisch  vorgelegten  Luft- 
widerstandsgesetzes mit  Hilfe  der  Variationsrechnung  diejenige 
Spitzenform  zu  ermitteln,  für  welche  unter  sonst  gleichen  Um- 
ständen der  Gesamtwiderstand  ein  Minimum  wird,  lassen  sich 
jedenfalls  auf  Grund  unserer  Anschauungen  nicht  mehr  recht- 
fertigen und  können  darum  hier  übergangen  werden.  Die  Haupt- 
sache an  unseren  modernen  Langgeschossen  ist  jedenfalls  der 
Mantel,  welcher  im  Gegensatz  zu  der  früher  üblichen  Kugel- 
gestalt gewählt  wurde,  um  dem  Geschols  mit  Hilfe  von  sog. 
Zügen  im  Geschützrohr  bzw.  Gewehrlauf  eine  Rotation  um  die 
geometrische  Längsachse  zu  erteilen  und  es  durch  das  dynamische 
Bestreben  der  Erhaltung  der  Rotationsachse  (Kreiselwirkung)  am 
Überschlagen  zu  verhindern.  Die  Spitze  selbst  dient  alsdann 
wesentlich  zur  Erleichterung  des  Eindringens  in  das  aus  mehr 
oder  weniger  festen  Körpern  bestehende  Zielobjekt,  wobei  die 
Konzentration  des  durch  die  Verzögerung  beim  Auftreffen  ent- 
stehenden Massendruckes  auf  eine  kleine  Fläche  (aus  hartem 
Material)  die  Hauptrolle  spielt. 

Dagegen  beeinflufst  die  Rotation  selbst  naturgemäfs  den 
Umfangswiderstand,  dessen  Koeffizienten  wir  oben  mit  ?i  be- 
zeichneten, ganz  bedeutend  durch  das  Bestreben,  den  um  das 
Geschols  sich  bildenden  Luftwirbeln  ebenfalls  eine  Rotation  um 
die  Gescholsachse  zu  erteilen.  Da  indessen  wenigstens  beim 
Verlassen  des  Rohres  die  Winkelgeßchwindigkeit  der  Geschols- 
rotation  der  fortschreitenden  Geschwindigkeit  proportional  ist, 
so  kann  man  unter  der  Voraussetzung  dieser  angenähert  wohl 
für  die  ganze  Flugbahn  gültigen  Proportionalität,  den  Einflufs  der 
Rotation  durch  geeignete  Wahl  des  Koeffizienten  Ci  des  ümfangs- 
widerstandes  berücksichtigen.  Leitet  man  die  Koeffizienten  über- 
haupt aus  Versuchen  mit  rotierenden  Langgeschossen,  d,  h. 
durch  Geschwindigkeitsbestimmungen  an   verschiedenen  Stellen 
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der  Flugbahn  ab,   so  enthalten  sie  ohnehin  schon  den  Einfluls 
der  Rotation. 

Schließlich  ist  auch  der  Umstand  nicht  aufser  acht  zu 
lassen,  dafs  die  infolge  der  Rotation  eine  Präzessionsbewegung 
vollziehende  Gescholsachse  nur  im  Anfang  in  die  ßewegungs- 
richtung  hineinfallen,  später  aber  ganz  erheblich  von  derselben 
abweichen  wird.  Da  nun  diese  Präzessionsbewegung  selbst 
mit  der  Gescholsgeschwindigkeit  variiert,  während  die  Ab- 
weichung der  Achse  von  der  Bewegungsrichtung  ebenso  wirkt, 


als  wenn  die  Gröfse  des  Geschofsquerschnittes  F  und  die 
Gescholslänge  l  sich  änderten,  so  wird  diese  ganze  Erscheinung 
eine  Veränderlichkeit  des  Formkoeffizienten  zur  Folge  haben, 
die  sich  natürlich  angesichts  der  grolsen  Komplikation  des  Vor- 
gangs einer  analytischen  Formulierung  entzieht.  Beachtet  man 
nun,  dafs  alle  diese  Einflüsse  bei  den  Versuchen  zusammen- 
wirkten, welche  man  für  empirische  Bestimmung  des  Widerstands- 
koeffizienten anstellte,  ohne  dafs  es  möglich  war,  sie  im  einzelnen 
für  verschiedene  Geschofsformen  festzulegen,  so  mufs  man  sich 
eigentlich  wundern,  dals  die  verschiedenen  Ergebnisse  nicht 
noch  mehr  von  einander  abweichen,  als  es  in  Fig.  44  zur  Er- 
scheinung  kommt.     Vielleicht    hat    die    summarische    Art    der 
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Definition!)  des  zu  bestimmenden  Gescholswiderstandes  P  aus 
der  Abnahme  der  kinetischen  Gescholsenergie  an  zwei  Stellen 
mit  dem  Horizontalabstande  x  durch  die  Arbeitsformel 

^-J        2x  •     •      (^)^ 

worin  %  und  W2   direkt  gemessen  und  P  alsdann  der  mittleren 

Wi  -1-  Mo 

Geschwindigkeit  — - —    zugeordnet   wurde,    etwas    zum   Aus- 

gleich  mancher  Nebeneinflüsse  beigetragen.  Jedenfalls  erkennt 
man  hieraus  die  geringe  Zuverlässigkeit  der  empirischen  Er- 
mittlungen in  der  Ballistik  verglichen  mit  anderen  Zweigen  der 
Mechanik  und  Wärmelehre. 

Im  wohltuenden  Gegensatze  hierzu  stehen  die  Untersuchungen 
von  E.  Mach 2)  über  das  Verhalten  der  Luft  in  der  Umgebung 
des  bewegten  Projektils  auf  photographischem  Wege,  welche  ebenso 
geeignet  sind,  unsere  Darstellung  zu  ergänzen  wie  die  Photo- 
gramme Emdens,  die  das  Auftreten  von  Schallwellen  in  Gas- 
strahlen zeigen  (siehe  §  10).  Die  Geschofsspitze  wird  nämlich  in  der 
Luft  Störungen  des  Gleichgewichtszustandes  hervorrufen,  welche 
sich  mit  der  Schallgeschwindigkeit  a  nach  allen  Seiten  ausbreiten 
und  schon  dadurch  einen  Teil  des  Energieverlustes  erklären. 
Solange  die  Geschofsgesch windigkeit  u  <C  a  bleibt,  eilen  die 
Schallwellen  dem  Geschofs  voran,  für  w  >  a  dagegen  überholt 
das  Geschofs  die  von  ihm  erzeugten  Schallwellen.  Dieser  Vor- 
gang tritt  auf  den  Photogrammen  Machs,  von  denen  Fig.  45 
schematisch  eines  wiedergibt,  deutlich 
hervor.  Um  das  Geschofs  gruppiert  sich 
danach  eine  Luftschicht,  mit  der  vorderen 
Begrenzung .  ungefähr  in  Gestalt  eines 
Rotationshyperboloids ,  dessen  Scheitel 
etwas  der  Geschofsspitze  voraneüt,  wäh- 
rend hinter  dem  Geschofs  im  sogenannten 
Schulskanal    die  Luft    wirbelartig    nach- 

^)  Siehe  den  Artikel  >Äuf8ere  Ballistik<  von  0.  Cranz  in  Bd.  IV 
(Mechanik,  herausgegeben  von  F.  Klein)  der  Enzyklopädie  der  math. 
Wissenschaften. 

*)  E.  Mach  und  P.  Sal  eher,  Wiener  Berichte.  1887,  Bd.  95,  S.  765. 
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strömt.  Da  auch  der  Raum  hinter  dem  Geschols  sich  deutlich 
erkennbar  kegelarlig  abgrenzt,  so  lag  die  Annahme  nahe,  dafs 
durch  das  Projektil  die  ganze  zwischen  den  Begrenzungsflächen 
befindliche  Luftmasse  mitgerissen  würde,  wodurch  natürlich 
ein  ganz  enormes  Ansteigen  des  Widerstandes  gerechtfertigt 
erschien.  Indessen  ist  diese  Ansicht  durch  anderweitige  Ver- 
suche, bei  denen  ein  Hindernis  vom  Projektil  durchbohrt  wurde, 
wobei  nach  dem  Durchschlagen  die  hierbei  vernichtete  Schall- 
welle von  neuem,  also  in  anderer  Luft  wieder  hervortrat,  wider- 
legt worden.  Wir  haben  es  also  mit  einer  scharf  ausgeprägten 
Welle,  der  sog.  Kopfwelle,  zu  tun,  welche  vom  Geschols 
unter  Erregung  immer  neuer  Luftschichten  mitgeführt  wird.  In 
der  Tat  zeigen  sich  auch  aufserhalb  des  Gescholsmantels  beim 
genaueren  Studium  des  Photogrammes  Schichtenlinien,  aus  deren 
Ablenkung  in  der  Bewegungsrichtung  auf  eine 
relative  Verschiebung  des  Projektils  gegen  die 
Luftmasse  geschlossen  werden  mufs.  Denken  wir 
uns  nun  mit  Mach  das  Geschofs  durch  einen 
unendlich  dünnen  Stab  von  der  Länge  AB  (vgl. 
Fig.  46)  ersetzt,  so  ist  bei  der  Geschwindigkeit  u  die  ^^^  ^g 

Zeit  zum  Durchfliegen  dieser  Entfernung 

t=l. 

u 

In  derselben  Zeit  gelangt  aber  die  von  der  Spitze,  als  sie 
sich  im  Punkte  B  befand,  erregte  Schallwelle  mit  der  Ge- 
schwindigkeit a  nach  C,  so  dass  C  und  A  einer  denselben  Zu- 
stand umfassenden  Luftschicht  angehören.  Bedeutet  nun  a  den 
Winkel  an  der  Spitze  des  Dreiecks  ABC,  so  folgt  auch 

BC         l  sin  a 

~~    a     ~"       a 
also 

a  =  u  8in  «.  bzw.  sm  «  =  —     .     .     .     .       (7) 

Man  kann  mithin  aus  der  Neigung  der  Erzeugenden  A  C  des 
Kegels  gegen  die  Bewegungsrichtung  die  Geschofsgeschwindigkeit 
aus  der  Schallgeschwindigkeit  a  ermitteln,  wenn  der  Zustand 
der  Luft  in  der  Umgebung  bekannt  ist.  Für  u  =  a  wird  «  =  90^, 
während  für  m  <  a  die  Gl.  (7)  ihren  Sinn  verliert,    d.  h.  keine 
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Kopfwelle  zur  Ausbildung  gelangt.  Da  nun  beim  wirklichen 
Geschofs  mit  endlicher  Ausdehnung  für  t*  >  a  die  Kopfwelle 
nicht  kegelförmig,  sondern  an  der  Kopfspitze  hyperbolisch  ab- 
gerundet erscheint,  entsprechend  «  =  90^,  so  muls  man  an- 
nehmen, dafs  dort  die  Luft  so  weit  komprimiert  ist,  daüs  die 
diesem  Zustande  entsprechende  Schallgeschwindigkeit  a  mit  der 
augenbhcklichen  Gescholsgesch windigkeit  übereinstimmt.  Daraus 
folgt  aber  in  Übereinstimmung  mit  der  Beobachtung,  dals  der 
vom  Geschofs  erregte  Schall  von  demselben  mit  Geschols- 
geschwindigkeit  in  der  Bewegungsrichtung  mit  fortgetragen  wird, 
während  der  davon  scharf  zu  unterscheidende  Knall  beim  Ab- 
feuern des  Geschützes  nur  mit  gewöhnlicher  Schallgeschwindig- 
keit sich  fortpflanzt. 


Kapitel  III. 

Das  Entropieprinzip  und  das  Verhalten 
gesättigter  Dämpfe. 


§  14.    Der  Yerwandlungswert  der  Wärme. 

Unmöglichkeit  der  vollständigen  Umwandlung  der  Wärme  in  Arbeit 
beim  Übergang  von  höher  zu  tiefer  temperierten  Körpern.  Umkehr- 
bare und  nicht  umkehrbare  Kreisprozesse.  Der  Verwandlungswert  der 
Wärme  eine  Temperaturfunktion.  Spezialfall  des  Carnotschen  Pro- 
zesses.   Thomsons  absolute  Temperaturskala.    Adiabate  und  Isotherme. 

Überblickt  man  die  bisher  von  uns  untersuchten  Vorgänge, 
mit  denen  Umwandlungen  von  Wärme  in  Arbeit  oder  umgekehrt 
verbunden  waren,  so  erkennt  man,  dafs  es  zwar  stets  möglich 
ist,  den  gesamten  Vorrat  von  mechanischer  Arbeit  in  die  Energie- 
form der  Wärme  überzuführen,  dafs  aber  im  umgekehrten  Falle  die 
von  einem  oder  mehreren  Körpern  abgegebene  Wärme  nur  zu  einem 
Bruchteile  als  mechanische  Arbeit  auftritt,  während  der  Rest  in 
anderen  Körpern  als  Wärme  wieder  zum  Vorschein  kommt. 
Weiterhin  zeigt  sich,  dafs  dieser  letztere  Vorgang  der  Arbeits- 
erzeugung aus  Wärme  nur  dann  auftritt,  wenn  der 
Wärmeübergang  von  höher  temperierten  Körpern 
nach  solchen  von  niederer  Temperatur  stattfindet, 
während  im  umgekehrten  Falle  z.  B.  bei  der  Kalt- 
luftmaschine ein  Arbeitsaufwand  sich  ergab.  Dafs 
der  Wärmeübergang  vom  höheren  zum  niederen  Temperatur- 
niveau   sich     auch    ohne    merkbare    Arbeitsleistung    abspielen 
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kann,  wie  bei  der  später  zu  untersuchenden  Wärmeleitung  oder 
Strahlung,  steht  damit  nicht  im  Widerspruch,  sondern  deutet 
nur  darauf  hin,  dafs  wir  innerhalb  gewisser  Grenzen  die  Um- 
wandlung von  Wärme  in  Arbeit  in  der  Hand  haben.  Da  wir 
nun  für  die  technische  Arbeitserzeugung  zum  weitaus  gröfsten 
Teile  auf  Brennstoffe  (vor  allem  Kohle)  angewiesen  sind,  deren 
höchste  Ausnützung  durch  diese  Grenzen  eingeschränkt  ist,  so 
gewinnt  die  Kenntnis  derselben  offenbar  die  grölste  praktische 
Bedeutung. 

Das  Energieprinzip,  welches  den  ersten  Hauptsatz  der  Wärme- 
mechanik umfalst,  gibt  uns  darüber  allerdings  keinen  Aufschlula. 
Nach  demselben  erscheint  jede  Arbeitsleistung  L  bzw.  deren 
Wärmeäquivalent  AL  als  Differenz  zweier  Wärmemengen  Qx 
und  Q2  also 

AL  =  Qx-q2 (1), 

ohne  dafs  man  über  das  Verhältnis  dieser  Werte  zueinander 
von  vornherein  etwas  aussagen  könnte.  Nur  soviel  erkennt 
man  sofort,  dals  der  Wärmeübergang  um  so  reiner  ver- 
läuft, je  weniger  Arbeit  dabei  aufgewendet  oder  geleistet 
wird.  Berühren  sich  z.  B.  zwei  verschieden  temperierte  Körper, 
ohne  dafs  ihnen  Gelegenheit  zu  Volumänderungen  gegeben  ist, 
so  wird  mit  L  =  0  einfach  Qi  =  Q2  werden.  Einen  derartigen 
nicht  mit  Arbeitsleistung  verbundenen  Wärmeüber- 
gang bezeichnet  man  nun,  da  er  erfahrungsmäfsig  nur 
vom  höher  temperierten  Körper  nach  dem  nieder  tem- 
perierten und  niemals  umgekehrt  erfolgt,  als  einen 
nicht  umkehrbaren  oder  irreversibelen.  Solche  Vorgänge 
sind  naturgemäfs  gänzlich  zu  vermeiden,  wenn  es  sich  um  die 
Gewinnung  des  Arbeitsmaximums  beim  Übergang  von  Wärme 
handelt,  und  darum  dürfen  hierbei  die  beiden  miteinander  in 
Wärmeaustausch  befindlichen  Körper  nicht  eher  in  direkte 
Berührung  gebracht  werden,  als  bis  ihre  Temperaturen  durch 
die  Arbeitsabgabe  selbst  gleich  geworden  sind.  Da  dies  im  all- 
gemeinen gar  nicht  einzutreten  braucht,  so  ergibt  sich  hieraus 
die  Notwendigkeit  der  Einschaltung  eines  dritten  Körpers,  den 
wir  als  den  arbeitenden  oder  vermittelnden  Körper  be- 
zeichnen wollen.  Derselbe  nimmt  die  Wärme  Ci  vom  höher 
temperierten   Körper  auf  und  gibt  nach  Leistung  der  äuXseren 
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Arbeit  AL  den  Betrag  Q2  an  den  nieder  temperierten  Körper 
weiter,  ohne  selbst  dauernd  Energie  aufzuspeichern  oder  zu 
verlieren.  Er  durchläuft  mithin  einen  Kreispro zefs,  welcher 
jedenfalls  dadurch  gekennzeichnet  ist,  dafs  die  Zustandsände- 
rungen  während  der  Berührungen  mit  dem  wärmeren  bzw.  käl- 
teren Körper  bei  den  Temperaturen  dieser  Körper  selbst  ver- 
laufen müssen,  da  sonst  nicht  umkehrbare  Wärmeübergänge 
zwischen  dem  arbeitenden  Körper  einerseits  und  den  Wärme 
abgebenden  bzw.  aufnehmenden  Körpern  anderseits  sich  ein- 
stellen. Praktisch  ist  diese  Bedingung  allerdings  niemals  voll- 
ständig, sondern  nur  durch  Vergröfserung  der  Wärmeübergangs- 
flächen zwischen  den  austauschenden  Köi-pem  mit  beliebiger 
Annäherung  durchführbar.  Man  bezeichnet  darum  einen  der- 
artigen Kreisprozefs  ohne  jeden  nicht  umkehrbaren  Wärme- 
übergang als  einen  theoretisch  vollkommenen  Kreis- 
prozefs. 

Handelt  es  sich  nur  um  unendlich  kleine  Wärmemengen  d  Qi 
und  d  Q2»  welche  von  einem  Körper  K^  von  der  absoluten  Tem- 
peratur Ti  abgegeben,  bzw.  von  Z2  bei  T2  aufgenommen  werden, 
so  liegt  auf  der  Hand,  dafs  der 
vermittelnde  Körper  G  zwischen 
diesen  beiden  Vorgängen  ohne 
jede  äufsere  Einwirkung  steht, 
d.  h.  also  adiäbatische  Zu- 
standsänderungen  vollziehen 

mufs.  Wir  erhalten  damit  als 
Bild  eines  derartigen  umkehr- 
baren Elementarkreislaufes 
in  Fig.  47  einen  Flächenstreifen 
zwischen  zwei  unendlich  benach- 
barten Adiabaten,  welcher  oben 
und    unten    durch    Isothermen-    * 

demente  für  die  Temperaturen  Ti  und  T^  der  Körper  Ki  und  K2 
begrenzt  ist.  Der  Inhalt  dieses  Flächenstreifens  im  Druckvolumen- 
diagramm ergibt,  wie  wir  schon  früher  gesehen  haben,  die  beim 
Kreisprozefs  selbst  frei  gewordene  Arbeit  dL,  welche  sich  für 
diesen  Fall  nach  Gl.  (1)  auch  aus 


Fig.  47. 


AdL  =  dQi-'dQ2 


(la) 
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berechnet.  Die  Gestalt  unseres  Fiächenstreifens  hängt  nun 
offenbar  wesentlich  vom  Verlaufe  der  Adiabaten  und  damit  von 
der  Natur  des  den  Kreisprozefs  vollziehenden  vermittelnden 
Körpers  ab.  Dagegen  läfst  sich  leicht  einsehen,  dals  der  Inhalt 
des  Streifens  und  folglich  das  Arbeitsergebnis  des  Kreislaufes 
selbst  davon  unabhängig  sein  muls.  Denken  wir  uns  nämlich, 
nachdem  die  Wärme  dQ2  von  K2  aufgenommen  ist,  den  Kreis- 
lauf umgekehrt  vollzogen,  so  wird  offenbar,  da  die  Adiabaten 
umkehrbare  Druckkurven  sind,  der  ganze  Wärmeübergang  unter 
Wiederaufwendung  der  vorher  gewonnenen  Arbeit  dL  wieder 
rückgängig  gemacht.  Dasselbe  mufs  aber  auch  eintreten,  wenn 
wir  uns  eines  anderen  Körpers  O'  zu  diesem  Zwecke  bedienen, 
dessen  Druckkurven  im  allgemeinen  einen  ganz  anderen  Verlauf 
haben  werden,  als  diejenige  von  G.  Denn,  da  die  auf  den 
Körper  G'  verwendete  Arbeit  dL  identisch  sein  soll  mit  der 
durch  den  Körper  G  vorher  gewonnenen,  so  haben  wir  jetzt  an 
Stelle  von  (la) 

AdL  =  dQi'  —  dQ2 (Ib) 

oder 

dQi'  —  dQi  =  dQ2'  —  dQ2 (2) 

Diese  Differenz  kann  aber  niemals  positiv  sein, 
da  sie  ja  sonst  eine  Wärmemenge  darstellen  würde, 
welche  ohne  übrigbleibende  Arbeitsleistung,  d.  h. 
von  selbst  vom  nieder  temperierten  Körper  ^2  nach 
dem  höher  temperierten  Ki  übergetreten  wäre,  was 
wir  schon  oben  als  in  Widerspruch  mit  der  Erfahrung  kennen 
gelernt  haben.  Dagegen  kann  sie  wohl  negativ  sein,  d.  h.  es 
ist  möglich  bei  der  Rückführung  des  Kreislaufes  weniger  Wärme 
von  K2  aufzunehmen  und  mit  der  früher  gewonnenen  Arbeit 
alsdann  auch  weniger  Wärme  an  Ki  wieder  abzugeben,  als  vor- 
her bei  der  Arbeitsleistung  übergegangen  war.  In  diesem  Falle 
aber  hätten  wir  als  Gesamtergebnis  einen  nicht  umkehrbaren, 
also  ohne  Arbeitsgewinn  verlaufenden  Wärmeübergang  vom 
höheren  zum  niederen  Temperaturniveau  vor  uns,  der  auch  als 
Begleiterscheinung,  wie  schon  oben  auseinandergesetzt,  die  Er- 
zielung der  maximalen  Arbeit  für  einen  Wärmeübergang  aus- 
schliefst. Für  die  ümkehrbarkeit  des  Vorgangs  ist  es  also  not- 
wendig,   dafs    die    Differenzen    auf   beiden  Seiten   von  (2)    ver- 
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schwinden,   d.  h.  dafs  das  aus  Gl.  (la)  hervorgehende  Maximum 
des  Verhältnisses 

dQi        ^      dQ, ^^> 

unabhängig  von  der  Natur  des  vermittelnden  Körpers  sein  muls. 
Dann  aber  kann  es,  da  die  Eigenschaften  eines  solchen  wesent- 
lich durch  seinen  Druck  und  sein  Volumen  gegeben  sind,  auch 
nicht  von  diesen  die  Form  des  Diagramms  Fig.  47  bestimmen- 
den Variabelen,  sondern  nur  noch  von  den  Temperaturen  Tj 
und  T2  abhängen,  bei  welchen  die  beiden  Wärmemengen  dQi 
und  dQ2  von  Ki  abgegeben  bzw.  von  K2  aufgenommen  werden. 
Die  vorstehend  nachgewiesene  Unabhängigkeit  des  Höchst- 
wertes des  Verhältnisses  ÄdL  :  dQi,  welchen  wir  als  den  Ver- 
wandlungswert der  Wärme  für  unseren  Kreisprozefs  be- 
zeichnen wollen,  von  der  Natur  des  arbeitenden  Körpers  bietet 
uns  nun  insofern  ein  Mittel  zu  seiner  Bestimmung,  als  wir  hierzu 
einen  beliebigen  Körper  mit  vollständig  bekannten  Eigenschaften 
den  Kreisprozefs  durchlaufen  lassen  können,  ohne  der  All- 
gemeinheit des  Resultates  Abbruch  zu  tun.  Nach  dem  Vor- 
gange von  Clausius,  welchem  man  den  von  uns  bisher  ein- 
geschlagenen Weg  überhaupt  verdankt,  wählen  wir  hierzu  irgend- 
ein vollkommenes  Gas  mit  der  Zustandsgieichung 

pv  =  ET 
und  der  Wärmegleichung 

dQ^CvdT-^-Äpdv, 

Die  beiden  Isothermen  für  Tj  und  T2  sind  demnach  durch 


P2V2=RT2\ ^^^ 

gegeben,  denen  wegen  dTi  =  Oy  dT2  =  0  die  Wärmeelemente 

dQi  =  ApidVi\ 

dQ2  =  Äp2dv2\ ^  ^ 

entsprechen.  Mit  Rücksicht  hierauf  wird  unser  Verwandlungs- 
wert Gl.  (3) 

erscheint  also  zunächst  abhängig  von  den  Drücken  und  Volum- 
änderungen des  arbeitenden  Körpers.    Mit  Hilfe  der  Isothermen- 
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formein  (4)  bietet  es  allerdings  keine  Schwierigkeiten,  vor  allem 
statt  der  beiden  Drucke  pi  und  p^  ^i^  Temperaturen  T^  und  T^ 
einzuführen  und  statt  (3a)  zu  schreiben 

dL        ^         T2  dv2    Vi 
~I\  dvi    ~ 


(3b) 


^^1  'i'i  avi   V2 

Die  Elimination  der  Volumina  dagegen  gelingt  erst  durch  Zu- 
hilfenahme der  Gleichung  der  Adiabate,  welche  die  Punkte  piVi 
und  P2V2  miteinander  verbindet.  Diese  Gleichung  lautet  unter 
Einführung  des  Verhältnisses  Cp  :  Cv  =  x  nach  früherem 

woraus  sich  durch  Differentiation  bei  konstanten  Temperaturen, 
d.  h.  beim  Übergang  zu  der  in  unserem  Diagramm  unendlich 
benachbarten  Adiabate  auf  den  beiden  Isothermenelementen 


(6a) 


d^i~\T2l  V,   ■     ■■     ■     ■     ■ 

ergibt.    Damit  aber  erscheint  endlich  der  Verwandlungswert 

als  eine  reine  und  zwar  sehr  einfache  Temperatur- 
funktion, indem  die  beiden  Wärmeeleimente  rfQi  und 
dQ2  sich  wie  ihre  absoluten  Übergangstemperaturen 
im  umkehrbaren  Kreisprozesse  verhalten,  wofür  man 
auch  setzen  darf 


(8) 


Fig.  48. 


dQi  __dQ2 
Ti  -  T2  • 
Diese  Gleichung  ist  sofort  inte- 
grabel,  wenn  sich  die  beiden 
Temperaturen  Ti  bzw.  T2  der 
Körper  Ki  und  K2  infolge  der 
Wärmeentziehung  oder  -zufuhr 
nicht  ändern,  d.  h.  wenn  diese 
Körper  selbst  isothermische  Zu- 
standsänderungen  erleiden.  Als- 
dann erhalten  wir  an  Stelle  un- 
seres Elementarstreifens  Fig.  47 
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eine  endliche  Fläche  im  Druck- Volumendiagramm  Fig.  48,  deren 
Inhalt  den  durch  GL  (1)  gegebenen  Arbeitsgewinn  beim  Durch- 
laufen des  Kreisprozesses  in  der  Pfeilrichtung  bedeutet,  während 
die  beiden  Wärmemengen  in  der  aus  (8)  durch  Integration  her- 
vorgehenden Beziehung 

Y^^% ,  .     .     (8a) 

stehen.  Die  Hinzufügung  einer  Integrationskonstante  ist  hierbei 
unnötig,  da  die  Gröfsen  Qi  und  Q2  selbst  als  negative  oder  posi- 
tive Zuwüchse  des  Wärmeinhaltes  von  K^  bzw.  K2  erscheinen. 
Kreisprozesse  dieser  Art  hat  zuerst  der  Franzose  Sadi  Carnot 
(1834)  untersucht  und  daraus  schon  die  Abhängigkeit  des  Arbeits- 
gewinnes von  den  beiden  Temperaturen  allein  geschlossen,  ob- 
wohl man  sich  damals  über  die  energetische  Natur  der  Wärme 
selbst  nicht  klai*  geworden  war.  Nach  ihm  bezeichnet  man  einen 
solchen  Kreislauf  zwischen  zwei  Isothermen  und  zwei  Adiabaten 
meist  als  Carnotschen  Prozefs. 

Um  denselben  in  einer  Maschine  praktisch  durchzuführen, 
mülste  man  diese  im  allgemeinen  mit  vier  Zylindern  ausrüsten, 
deren  jeder  für  einen  Expansions-  bzw.  Kompressionsvorgang 
zwischen  zwei  Drucken  bestimmt  ist.  Dabei  ist  ein  Ausgangs- 
zustand des  arbeitenden  Körpers  willkürlich,  d.  h.  man  kann 
z.  B.  bei  gegebener  unterer  Temperatur  den  niedrigsten  Druck  i?^' 
beliebig  wählen.  Von  diesem  ausgehend  hätte  man  zunächst 
mit  dem  Arbeitsaufwand  ^2)  entsprechend  Aex  FVkcYi^  p^^  p^*  P2  P2 
im  Diagramm  Fig.  48,  den  arbeitenden  Körper  auf  p^'  isotherm 
zu  verdichten  und  gleichzeitig  die  Wärme  Q2  abzuleiten.  Die  prak- 
tischen Schwierigkeiten,  welche  isothermischen  Zustandsände- 
rungen  von  Gasen  begegnen,  haben  wir  schon  gelegentlich  der 
Besprechung  der  Luftmaschinen  erwähnt ;  sie  werden  naturgemäfs 
auch  hier  zur  Geltung  kommen,  wenn  wir  nicht  in  der  Lage 
sind,  zu  anderen  arbeitenden  Körpern  unsere  Zuflucht  zu  nehmen. 
Solche  werden  wir  später  in  den  gesättigten  Dämpfen  kennen 
lernen ;  einstweilen  jedoch  scheint  es  zweckmäfsig,  den  Prozefs 
mit  einem  Gase  wenigstens  in  Gedanken  durchzuführen. 

Auf  die  isotherme  Kompression  folgt  sodann  eine  adiaba- 
tische bis  auf  den  Druck  pi  mit  dem  Arbeitsaufwand  1^12",  dem 
die  Fläche  P2' Pi' Pi* P2"  ^^  unserem  Druck- Volumendiagramm 
proportional  ist.    Nunmehr  ist  die  obere  Isotherme  Ti  erreicht, 
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auf  welcher  in  einem  dritten  Zylinder  eine  erste  Expansion  unter 
Wärmezufuhr  Qi  stattfindet,  wobei  der  Druck  auf  pi  sinkt  und 
die  Arbeit  Li  gewonnen  wird.  Auch  dieser  Vorgang  begegnet 
naturgemäls  wieder  den  schon  berührten  praktischen  Schwierig- 
keiten, welche  für  die  sich  hieran  anschliefsende  adiabatische 
Expansion  bis  zum  Anfangzustand  mit  dem  Arbeitsgewinn  1^12' 
in  geringerem  Mafse  bestehen. 
Der  gesamte  Arbeitsgewinn 


L  =  Li  -\-  L12  —  L2  —  1^12 


(9) 


setzt  sich  demnach  aus  zwei  positiven  und  zwei  negativen  Be- 
standteilen zusammen,  von  deren  Gröfsen Verhältnissen,  wie  wir 
schon  bei  der  Untersuchung  der  Luftmaschinenkraftprozesse 
sahen,  der  sog.  mechanische  Wirkungsgrad  und  damit  der  effek- 
tive Arbeitsgewinn  abhängt.  Um  hierüber  und  damit  über  die 
praktische  Ausführbarkeit  des  Carnotschen  Kreisprozesses  Auf- 
schlufs  zu  gewinnen,  erscheint  es  notwendig,  den  Vorgang  im 
einzelnen  rechnerisch  zu  verfolgen,  wobei  wir  voraussetzen  wollen, 
dafs  in  den  Maschinen  die  Gasmenge  G  in  der  Zeiteinheit  zirku- 
hert.  Alsdann  haben  wir,  da  bei  isothermischen  Zustandsände- 
rungen  die  Arbeit  der  während  der  Expansion  zugeführten  bzw. 
bei  der  Kompression  abgeleiteten  Wärme  äquivalent  ist,  sofort 
die  Gleichungen 


Qi  ==  ALi  =  AGpi^Vi'  Ign^^AGRTi  Ign  ^ 


Q2  =  ÄL2  =  Ä  Gp^  v^  Ign 


P2' 


AGET^Xgn 


P2' 


(10). 


worin  Vi  und  V2  die  den  Drücken  pi  und  ^2  ^^  unserem  Diagramm 
Fig.  48  entsprechenden  spezifischen  Volumina  bedeuten.  Daraus 
folgt  aber  sofort,  dafs  die  beiden  adiabatischen  Arbeitsbeträge 
L12  und  L12*  einander  gleich  sein  müssen;  in  der  Tat  sind  sie 
nach  den  Ergebnissen  des  §  6  durch 


X—  1 
X—  1 


=  ^(T,-r,) 


=  ^{T^-T^) 


(11) 
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gegeben,  wobei  v^  dem  Drucke  p2  entspricht.  Eine  weitere  BC' 
Ziehung  zwischen  den  vier  Pressungen  ergibt  sich  aus  der 
Adiabatengleichung 

so  dafs  wir  in  (10)  auch  haben 

'^^'i=''^^1i    (^^^> 

eine  Beziehung,  die  wir  natürlich  auch  aus  der  Verbindung  von 
(8a)  mit  (10)  hätten  folgern  können.  Dazu  tritt  schliefslich  noch 
die  Energiegleichung 

ALi  =  Qi-Q2 
aus  der  mit  (8a)  bei  vorgeschriebener  Arbeitsleistung  in  der  Zeit- 
einheit sich    die    beiden   Wärmemengen   Qi  und   Q2   berechnen 
lassen. 

In  den  drei  Gleichungen  (10)  und  (12)  bzw.  (12a)  haben  wir 
nunmehr  die  Unbekannten  Gpi  p2Pi"P2',  von  denen  wir  somit 
zwei  willkürlich  wählen  dürfen.  Als  solche  bieten  sich  offenbar 
zwanglos  einerseits  die  Gasmenge  (r,  welche  nach  (11)  der  adia- 
batischen Arbeit  direkt  proportional  ist  und  anderseits  einer 
der  Drücke,  z.  B.  der  tiefste  P2  oder  der  höchstq^pi"  aus  äufseren 
Gründen,  worunter  die  Widerstandsfähigkeit  der  Zylinder  gegen 
Drücke  bei  hohen  Temperaturen  die  Hauptrolle  spielt. 

Es  sei  beispielsweise  die  Aufgabe  *  gestellt,  eine  Maschine  von 
Ni  =  100  PSi  zu  konstruieren,  welche  mit  atmosphärischer  Luft 
zwischen  den  Temperaturen  +21^  und  327®,  also  absolut  T,  =  300° 
und  Ti  =  600®  einen  Carnotschen  Kreislauf  vollzieht.  Alsdann  ist 
zunächst 

ft       300  ""     '     y^  2        2  ' 

d.  h.  von  der  bei  der  oberen  Temperatur  zugeführten  Wärme  wird  in 
der  Maschine  die  Hälfte  in  mechanische  Arbeit  umgewandelt.    Da  nun 
weiterhin  1  PSi  stündlich  einer  Wärmemenge  von  637  WE  äquivalent 
ist,  so  beträgt  die  in  der  gleichen  Zeit  zuzuführende  Wärmemenge 
Q,  =  2'eSl'Ni  =  127400  WE. 
Nunmehr  setzen  wir  fest,   dafs   aus    Gründen    der   leichteren  Er- 
gänzung der  Luftfüllung  der  Maschine  der  niederste  Druck  j>,'  =  1  kg/qcm 
abs.,   d.  h    mit   dem  Atmospärendruck  nahezu    übereinstimmen    soll, 
Lorenz,  Techn.  Wärmelehre.  11 
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während  die  höchste  Pressung  aus  Festigkeitsgründen  nicht  über 
p^'  =  30  kg/qcm  abs.  ansteigen  darf.  Dann  folgt  aus  Gl.  (12)  ev..  mit 
Hilfe  der  Tabelle  IV  aus  dem  Temperaturverhältnis  Tj :  T,  =  2 

^'  =  21^' =  11 

und  weiterhin  ans  p,"  :p,'  =  30  nach  Voraussetzung 
i'."_P>"_30 


oder  angenähert 


r   —     ,   —  1  ,  =  2,72 


lgn^-V  =  lgn^  =  l. 


Pi  "    P,' 

Beachten  wir  ferner,  dafs  für  Luft  AR  =  Cp  —  c»  =  0,0692  ist,  so 

folgt  nunmehr  aus  (10)   die  stündlich  in   der  Maschine  zirkulierende 

Luftmenge 

r «!_         _      127400 

^ S^         0  0692.600  =  ^^^^  ^^ 

^ET.lgn^         0,üby2.bü0 

und  aus  (11)  das  Äquivalent  der  Leistung  jedes  der  beiden  adiabatisch 
arbeitenden  Kompressoren 

AL,^'  =  AL^^"  =  GcpiT^^T^)  =  3070  •  0,2377  •  300  =  218900  WE 
oder  in  Pferdestärken  angenähert 

^1^  =  N,^'  =  344  PSi , 
während  die  isothermische  Expansion   bei   der  oberen  Temperatur  T^ 

liefert  und  die  Kompression  bei  der  unteren  Temperatur 

N^  =  Ni  =  100  PSi 
erfordert.    Das  Ergebnis  Ni  setzt  sich  demnach  zusammen  aus 

Ni  =  {N,  +  N,^')  -  (iV,  +  N,^")  =  (544  —  444)  PSi , 
erscheint  also  als  Differenz  zweier  viel  gröfserer  Werte,  so  dafs,  wie 
wir  früher  erkannt  haben,  infolge  der  den  positiven  und  negativen 
Bestandteilen  nahezu  proportionalen  Reibungsverlusten  nur  ein  geringer 
Bruchteil  der  indizierten  Leistung  effektiv  zur  Verfügung  stehen  dürfte. 
Daraus  folgt  aber,  dafs  ganz  abgesehen  von  den  schon  betonten  Schwierig- 
keiten der  isothermischen  Zustandsänderungen  der  hier  geschilderte 
Oarnotprozefs  praktisch  unbrauchbar  ist,  was  naturgemäfs  seiner  wärme- 
theoretischen Bedeutung  keinen  Abbruch  täte. 

Diese  Bedeutung  liegt  nicht  zum  wenigsten  in  der  von 
W.  Thomson  (jetzt  Lord  Kelvin)  erkannten  Möglichkeit  der  Auf- 
stellung einer  absoluten  Temperaturskala  im  Gegensatz  zu 
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der  bisher  von  uns  benützten,  welche  sich  an  die  ganz  willkürliche 
Einteilung  des  Quecksilberthermometers  zwischen  dem  Gefrier- 
und  Siedepunkt  anschlols.  Wären  wir  demnach  imstande,  einen 
Camotprozels  mit  voller  Strenge  durchzuführen,  so  hätten  wir  im 
Quotienten  der  beiden  Wärmemengen  Qi  und  Q2,  welche  nach  dem 
ersten  Hauptsatze  auch  als  Energiegrölsen  aufgefafst  werden 
müssen,  gleichzeitig  das  von  der  Natur  irgendwelcher  Körper 
unabhängige  Verhältnis  der  entsprechenden  absoluten  Tempera- 
turen. Mit  unserer  in  §  2  gegebenen  Definition  der  Temperatur 
als  kinetischer  Molekular-  bezw.  Atomenergie  der  Körper  steht 
dieses  Resultat  insofern  in  gutem  Einklang,  als  es  geradezu  auf 
eine  Messung  der  Temperatur  durch  mechanische 
Energiebeträge  hinführt.  Wenn  auch  die  praktische  Ver- 
wendung dieser  Tatsache  infolge  der  ünausführbarkeit  vollkommen 
umkehrbarer  thermomechanischer  Vorgänge  scheitert  und  wir 
infolge  dessen  ohne  unsere  empirische  Temperaturskala  nicht 
auskommen  können,  so  ist  doch  nunmehr  die  Unabhängigkeit 
des  Temperaturbegriffs  von  irgendwelcher  Körpereigenschaft 
und  damit  seine  universelle  Bedeutung  festgestellt. 

Mit  Hilfe  der  vorstehenden  Betrachtungen  lälst  sich  schlielslich 
auch  die  Frage  beantworten,  ob  eine  Adiabate  mit  einer  Isotherme 
.sich  in  mehr  als  einem  Punkte  schneiden  kann  oder  nicht.  Es 
seien  z.  B.  in  Fig.  49  Ä  und  B  die 
Schnittpunkte  der  Isotherme  für  To 
mit  der  Adiabate  ÄCB,  Alsdann  er- 
halten wir  durch  eine  benachbarte 
Adiabate  mit  den  Schnittpunkten  J.'  B' 
einen  Camotschen  Elementarkreis- 
prozefs  AA'B*By  dessen  Inhalt  einen 
Arbeitsgewinn  dL  ergibt,  wobei  die 
Wärme  dQi  während  der  Zustands- 
änderung  A'Ä  vom  arbeitenden  Körper 
aufgenommen  und  dQ^  auf  dem  Wege 
BB'  wieder  abgegeben  worden  ist.    Da 

nun  diese  beiden  Zustandsänderungen  A*A  und  BBf  einer  und 
derselben  Isotherme  zugehören,  so  ist  in  diesem  elementaren 
Carnotprozels  Arbeit  gewonnen  worden,  ohne  dals  Wärme  vom 
höheren  Temperatumiveau  zu  einem  niederen  gelangte.  Nach 
Gl.  (8)  würde  man  aber  hierfür  wegen   Ti  =  T2  =  T  erhalten 

II* 


Fig.  49. 
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dQi  =  dQ2,  also  dL  =  0  in  Widerspruch  mit  unserer  Annahme 
zweier  Schnittpunkte,  so  dals  wir  den  Satz  aussprechen  können : 
eine  Adiabate  kann  sich  nur  in  einem  Punkte  mit 
einer  Isotherme  desselben  Körpers  schneiden. 

Weiterhin  erkennt  man,  dafs,  wenn  irgend  eine  Adiabate 
sich  mit  einer  Isotherme  gar  nicht,  d.  h.  erst  im  Unendlichen 
schneiden  würde,  dies  auch  für  die  benachbarte  Adiabate  gilt. 
Ein  zwischen  ihnen  verlaufender  Carnotprozefs  würde  damit 
eine  unendlich  groXse  Arbeitsausbeute  ergeben,  was  mit  Gl.  (17) 
wieder  unvereinbar  ist.  Daraus  folgt,  dafs  jede  Adiabate 
mit  jeder  Isotherme  sich  in  einem  und  nur  einem 
Punkte  schneiden  mufs. 

§  15.    Die  Entropie  und  der  zweite  Hauptsatz  der  Wärme- 

mechanik. 

Definition  der  Entropie.  Änderung  desselben  mit  dem  Zustande  der 
Körper.  Zunahme  der  Entropie  eines  abgeschlossenen  Systems.  Das 
Entropie-Temperatur-  oder  Wärmediagramm.  Spezifische  Wärme  und 
Entropieänderung.  Anwendung  auf  vollkommene  Gase.  Der  zweite 
Hauptsatz  der  Wärmemechanik. 

Das  Ergebnis  der  Untersuchungen  des  letzten  Paragraphen 
war  neben  der  Feststellung  des  Verwandlungswertes  der  Wärme 
beim  Übergang  von  einem  höheren  zum  niederen  Temperatur- 
niveau durch  Vermittlung  eines  umkehrbaren  Eiementarkreis- 
Prozesses  der  Satz  von  der  Proportionalität  der  beiden 
Wärmeelemente  mit  den  entsprechenden  absoluten 
Temperaturen,  wofür  wir  auch 

dQ^  _  dQ2  ,^. 

Ti    -    T2       ^'^ 

schreiben  durften.    In  dieser  Form  besagt  der  Satz  aber,   daf& 

dem  vermittelnden  Körper  während  des  Durchlaufens   des  um- 

dQi         dQ2 
kehrbarenElementarkreisprozessesein  Gröfsenelement^r-  =  -jf- 

einmal  zugeführt  und  dann  wieder  entzogen  wurde,  so  dafs  am 
Schlüsse  des  Vorgangs  der  ursprüngliche  Zustand  wieder  erreicht 
ist.  Dafür  können  wir  auch  sagen,  dafs  in  dem  Körper  eine  Gröfse 

'«  (2) 
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zwei  sich  gegenseitig  aufhebende,  einander  also  gleichwertige 
Verwandlungen  im  Laufe  des  Elementarkreisprozesses  erlitten 
hat.  Nach  dem  griechischen  Worte  für  »Verwandlungc  wollen 
wir  darum  mit  Clausius  diese  neue  GröfseÄ  als  die  Entropie 
bezeichnen  und  versuchen,  ihre  hauptsächlichsten  Eigenschaften 
festzustellen.  Fassen  wir  zunächst  wieder  das  aus  den  drei 
Körpern  Ki,  K^  und  G  bestehende  System  ins  Auge,  an  dem 
wir  den  umkehrbaren  Elementarkreisprozels  im  letzten  Para- 
graphen studierten,  so  erkennen  wir,  dafs  nach  Ablauf  desselben 

der  Körper  Ki  ein  Grölsenelement  -fjr-  verloren,  K^  dagegen  das 

nach  Gl.  (1)  gleichwertige  Grölsenelement  -^  gewonnen  hat,  wäh- 

rend  der  vermittelnde  Körper  unverändert  geblieben  ist. 
Dehnen  wir  daher  den  Begriff  der  Entropie  auf  unser  ganzes 
System  aus,  so  erkennen  wir,  dafs  ihre  Veränderungen  in*  dem- 
selben sich  nach  Ablauf  eines  umkehrbaren  Elementarkreislaufes 
aufgehoben  haben. 

Wie  verhält  sich  nun  die  Entropie  bei  einem  nicht  um- 
kehrbaren Vorgange? 

Zur  Beantwortung  dieser  Frage  wollen  wir  sogleich  den 
extremen  Fall  eines  einfachen  Wärmeaustausches  der  beiden 
Körper  Ki  und  K2  betrachten,  wobei  die  Mitwirkung  irgend- 
eines dritten  Körpers  G  unnötig  ist  Dem  Körper  Zi  wird  hier- 
bei jedenfalls  dieselbe  Wärme  entzogen,  welche  der  Körper  K2 
aufnimmt,  so  dafs  wir  zunächst 

dQi  =  dQ2  =  dQ 

setzen  dürfen.  Die  Entropieänderung  des  ganzen  Systems  schreibt 
sich  dann,  wenn  wir  die  Wärmezufuhr  positiv  setzen 


^^  =  ^--t^=^^\-k--T;) 


T;-irj>^'   •     •     •     (3) 

d.  h.    beim   blofsen  Wärmeaustausch  zweier  Körper 
nimmt  die  Entropie  des  Systems  zu. 

Schalten  wir  nunmehr  wieder  einen  vermittelnden  Körper  G 
zwischen  Ki  und  K2  D^it  den  Temperaturen  Ti  und  T2  ein,  und 
lassen  ihn  einen  Elementarkreislauf  Fig.  50  zwischen  den  Tempera- 
turen Ti  <  Ti  und  T2  >  T2  vollziehen,  so  nützen  wir  offenbar 
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den  Verwandlungswert  der  Wärme  nicht  mehr  vollständig  aus, 
da  zwischen  den  Temperaturen  Ti  und  Tj'  bzw.  T2  und  T2 
nicht  umkehrbare  Wärmeübergänge  stattfinden.  Da  wir  indessen 
den  arbeitenden  Körper  selbst  hierbei  in  seinen  Anfangszustand 
wieder  zurückführen,  d.  h.  den  Elementarprozefs  zwischen  T^ 
und  T2'  als  umkehrbar  ansehen  dürfen,  so  gilt  zunächst 


dQ2 


dQi 


während  der  Körper  Ki  das  Entropieelement  -^  verloren,    der 

Körper  K2  dagegen  -^  gewonnen  hat.  Die  gesamte  Entropie - 
änderung  des  Systems  ist  also  infolge  der  letzten  Beziehung 

Hierin  sind  aber  wegen  T2'  >  T2,  Ti  >  Ti  beide  Klammeraus- 
drücke positiv  und  damit  wird  für  diesen  allgemeineren  Elemen- 
tarprozefs wieder 

dS>0 (4a) 


-7r7]  +  dQ: 


' \T{        tJ 


w 


Flg.  50. 


Fig.  61. 


Zu  genau  demselben  Ergebnis  wären  wir  auch  gelangt,  wenn 
wir  den  Vorgang  im  umgekehrten  Sinne,  und  zwar  derart  hätten 
verlaufen  lassen,  dals  jetzt  natürlich,  um  eine  Wärmeaufnahme 
dQ2  bei  niederer  und  eine  Abgabe  dQi  bei  höherer  Temperatur 
zu  ermöglichen,  Ti'  >  Ti ,  T2'  <  T2  zu  setzen  wäre,  siehe  Fig.  51, 
wobei   man   natürlich  Arbeit  aufzuwenden  hätte.     Dafs  dieselbe 
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grölser  ausfällt  als  wenn  nach  der  Voraussetzung  eines  umkehr- 
baren Elementarprozesses  Ti  =  Ti ,  T2  =  T2  ist,  lehrt  ein  Blick 
auf  die  Figur. 

Erinnern  wir  uns  schlielslich  noch  der  Voraussetzung,  dafs 
unser  aus  3  Körpern  Ki  K2  und  G  bestehendes  System  mit 
seiner  Umgebung  nicht  im  Wärmeaustausch  begriffen,  d.  h. 
thermisch  isoliert  sein  soll,  was  natürlich  eine  Aufnahme  bzw. 
Abgabe  von  mechanischer  Arbeit  nicht  ausschliefst,  so  haben 
wir  in  der  Entropie  dieses  Systems  eine  Gröfse  vor 
uns,  welche  sich  nur  im  positiven  Sinne  ändern 
kann.  Eine  solche  Entropiezunahme  tritt  alsdann 
stets  ein,  wenn  in  dem  System  nicht  umkehrbare 
Zustandsänderungen  vor  sich  gehen. 

Fassen  wir  nunmehr  den  vermittelnden  Körper  wieder 
allein  ins  Auge,  so  erkennen  wir,  dafs  die  Entropieänderung 
desselben  mit  der  Wärmezufuhr  bzw.  Wärmeentziehung  un- 
trennbar verbunden  ist,  während  für  die  adiabatischen  Zustands- 
änderungen wegen  dQ^O  auch  dS  =  0  wird.  Die  Adia- 
bate ist  demnach  eine  Druckkurve,  für  welche  die 
Entropie  konstant  bleibt;  ihre  Änderung  in  einen  Körper 
bedingt  somit  den  Übergang  von  einer  Adiabate  nach  einer 
benachbarten,  wobei  die  Übergangsstelle  nach  Gl.  (1)  wegen  der 
Willkürlichkeit  der  beiden  Temperaturen  Ti  und  T2  voUkonamen 
gleichgültig  ist.  Dies  gilt  auch  sofort  für  den  Übergang  zwischen 
zwei  beliebigen  Zustandspunkten  p*  v*  und  p"  v"  im  Druck- 
volumendiagramm,  denen  zwei  Adiabaten  mit  den  Gleichungen 

entsprechen,  da  man  den  Weg 
auch  durch  unendlich  kleine  mit- 
einander abwechselnde  Isothermen 
und  Adiabatenelemente  (Fig.  52) 
ersetzen  kann.  Bezeichnen  wir 
also  die  elementare  Wärmeauf- 
nahme auf  einem  der  ersteren  mit 
dQy  die  zugehörige  Temperatur 
mit  T,  so  folgt,  dafs,  unter  /S' 
und  5"  die  den  beiden  Adiabaten 


168     Kap.  III.    Das  Entropieprinzip  u,  d.  Verhalten  gesättigt.  Dämpfe. 

C  bzw.  C"  und  damit  den  Punkten  p'v'  bzw.  ^"v"  zukommen- 
den Entropie  werte  verstanden, 

S"-S'^]^ '    ■      (5) 

wird.     Dies  aber  ist  nur  möglich,  wenn 

dS  =  ^ (5a) 

ganz  allgemein  ein  vollständiges  Differential  darstellt, 
dessen  Integration  nicht  an  irgend  welche  Beziehungen  zwischen 
den  darin  steckenden  ürvariabelen  gebunden  ist.  Ersetzen  wir 
in  diesem  Ausdruck  das  Wärmeelement  dQ,  bezogen  auf  die 
Gewichtseinheit,  mit  Hilfe  der  ersten  Hauptgleichung  der  Wärme- 
mechanik, nämlich 

dQ  =  A{dU-\-pdv) (6), 

so  wird  die  Entropieänderung  der  Gewichtseinheit 


(dU   .       dv\ 


dS=A\-^  +  p-jr\ (5  b) 

und  hierin  erkennt  man  deutlich,  dals  infolge  der  Möglichkeit 
der  Elimination  einer  der  drei  Variabelen  p  v  T  durch  die  Zu- 
Standsgleichung  die  Entropie  S  ebenso  wie  die  Eigen - 
energie  ü  des  Körpers  eine  reine  Zustandsfunktion 
der  Gewichtseinheit  derselben  darstellt,  welche  iin 
allgemeinen  durch  zwei  Veränderliche  bis  auf  eine  willkürliche 
Konstante  vollkommen  bestimmt  ist.  Wir  dürfen  demnach 
analog  der  Gl.  (4  a)  im  §  5  für  die  Gewichtseinheit  schreiben 

S-So  =  S'(p,v)^S'^(j>,T)f=S'"(v,T)       .    .    (5c) 

Wenn  auch  durch  diese  Überlegungen  die  mathematischen 
Eigenschaften  der  Entropie  und  ihre  Beziehungen  zu  den  übrigen 
Begriffen  der  Wärmemechanik  hinreichend  aufgeklärt  sind,  so 
darf  man  sich  doch  nicht  verhehlen,  dafs  damit  für  das  Vor- 
stellungsvermögen nur  wenig  geleistet  ist.  Diesem  bietet  der 
neue  Begriff  schon  darum  Schwierigkeiten,  weil  er  in  der  ganzen 
Physik  kein  Analogen  besitzt.  Die  von  Zeuner  hierfür  ge- 
brauchte Analogie  des  Gewichtes,  wobei  wegen  der  mechanischen 
Äquivalenz  der  Wärme  die  Temperatur  als  eine  Fallhöhe  er- 
scheint,   gibt  wohl  ein  leidlich    zutreffendes  Bild  umkehrbarer 
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Zustandsändeningen,  versagt  dagegen  vollständig  bei  nicht  um- 
kehrbaren Vorgängen  wegen  der  hierfür  charakteristischen  Ver- 
änderlichkeit der  Entropie.  Aus  diesem  Grunde  wollen  wir  von 
dem  Zeunerschen  »Wärmegewicht«  in  der  Folge  keinen  Gebrauch 
machen  und  müssen  uns  vor  der  Hand  mit  der  Definition  der 
Entropie  als  einer  Zustandsfunktion  der  Körper  begnügen,  welche 
bei  Wärmezufuhr  zwar  zunimmt,  aber  in  einem  um  so  geringeren 
Grade,  als  dabei  die  Körpertemperatur  steigt. 

Der  Zusammenhang  der  Entropie  mit  anderen  wärme- 
theoretischen Grölsen  lälst  sich  natürlich  leichter  verdeutlichen, 
als  der  Entropiebegriff  selbst.  Am  einfachsten  bedient  man  sich 
nach  dem  Vorgange  von  ßelpaire  (1872)  hierzu  eines  Dia- 
grammes,  in  welchem  die  Entropie  als  Abszisse  und  die  absolute 
Temperatur  als  Ordinate  gewählt  ^  f 
werden.  In  diesem  Entropie- 
Temperaturdiagramm 
(Fig.  53)  können  die  Zustands- 
änderungen  eines  Körpers  ebenso 
verfolgt  werden,  wie  in  dem 
von  uns  bisher  ausschliefslich 
gebrauchten  Druckvolumen- 
diagramm. Gewisse  Gröfsen- 
treten  sogar  im  Entropie-Tempe-  Fig.  ös. 

raturdiagramm    viel   deutlicher 

hervor,  als  in  jenem,  so  dals  es  wenigstens  sich  empfiehlt,  beide 
Darstellungsformen  nebeneinander  zu  benützen,  wie  dies  z.  B. 
von  Zeuner  in  seiner  »Techn.  Thermodynamik«  durchgehends 
geschehen  ist. 

So  erkennt  man  aus  Fig.  53  wegen  d(^^=  TdS  sofort,  dafs 
die  Wärmezufuhr  beim  Durchlaufen  der  Zustandskurve  Pi  P  P2 
durch  die  Fläche  Pi  P2  S2  81  gegeben  ist,  woraus  wiederum  folgt, 
dafs  bei  einem  Kreisprozefs  Fig.  54,  der  auch  in  diesem  Dia- 
gramm durch  eine  geschlossene  Linie  sich  darstellt,  die  ein- 
geschlossene Fläche  der  geleisteten  oder  aufgewendeten  Arbeit 
äquivalent  ist.  Besonders  einfach  gestaltet  sich  im  speziellen 
Fall  das  Diagramm  des  Camotschen  Kreislaufes  Fig.  55,  da  sowohl 
die  Isotherme  wie  auch  die  Adiabaten  ganz  unabhängig  von  der 
Natur  des  Körpers  gerade  Linien  parallel  der  Abszissen-  bzw. 
Ordinatenachse  sind. 
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Kehren  wir  schlielslich  noch  einmal  zu  Fig.  53  zurück,  so 
erkennen  wir,  dafo  die  der  Zustandskurve  Pi  PPj  für  den  Punkt  P 
zugehörige  spezifische  Wärme 


dr"~  ^  dT 


a) 


durch  die  Subtangente  des  Punktes  P  auf  der  Entro- 
pieachse gegeben  ist.  Es  heilst  dies  nichts  anderes,  als 
dals  die  spezifische  Wärme  und  die  Entropie  mit 
demselben  Mafsstabe  gemessen  werden  können,  wie 
denn  auch  ihre  Dimensionen  nach  GL  (7)  übereinstimmen.    Für 


Fig.  64. 


Fig.  55. 


konstante  spezifische  Wärmen  ist  die  Gl.  (7)  direkt  integrabel 
und  liefert  für  derartige  Zustandskurven ,  welche  den  schon 
früher  bei  Gasen  erwähnten  Polytropen  im  Druckvolimien- 
diagramm  entsprechen 


S  =  So  +  c]gn-^ 


(8), 


also  logarithmische  Linien,  deren  Verlauf  nur  von  dem 
Werte  der  spezifischen  Wärme  c  abhängt,  nicht  aber  von  den 
sonstigen  Eigenschaften  des  in  Frage  stehenden  Körpers.  Es 
sind  also  vor  allem  die  rein  thermischen  Umwandlungen,  welche 
durch  das  Entropiediagramm  verdeutlicht  werden,  während  im 
Druckvolumendiagramm  die  mechanischen  Grölsen  zuerst  hervor- 
treten. Dieses  letztere  wollen  wir  darum  auch  schlechthin  als 
das  Arbeitsdiagramm,  das  erstere  dagegen  mitMollier(1893) 
als  Wärmediagramm  bezeichnen. 

Die  Eintragung  von  Zustandskurven  in  das  Wärmediagramm 
ist  natürlich  im  allgemeinen   nur   möglich,    wenn  die  Entropie 
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als  Punktion  zweier  ürvariabelen  gegeben  ist,  wie  denn  auch 
die  Konstruktion  von  Druckkurven  im  Arbeitsdiagramm  an  die 
Kenntnis  des  Energieinhaltes  Z7  als  Funktion  zweier  Veränder- 
lichen geknüpft  war.  Für  vollkommene  Gase  haben  wir 
beispielsweise  aus  (5b)  mit  Ädü  =  CvdT 

dT     ■   ^  pdv 
dS  =  Cv-^+Ä^ (9), 

oder  wegen  BT  =  pv  und  AB  =  Cp  —  Cv 

dS  =  Cv  -jT  +  (Cp  —  Cv)  — , 

woraus  durch  Integration  die  Entropieänderung 

S  —  -So  =  Cvlgn  —  +  (cp  —  Ct,)lgn  —  ' ...    (9a) 

hervorgeht.  Für  konstantes  Volumen,  also  t;  =  t;o,  folgt 
daraus  als  Gleichung  der  Zustandskurve  im  Wärmediagramm 

S-- So  =  Cvlgn  yjr        (9b), 

für  konstanten  Druck  wird  dagegen  aus  der  Zustandsgieichung 

BdT=pdv, 
womit  (9)  übergeht  in 

dT  dT  dT 

dS  ==  Cv-jT  -\-AB  -^  =Cp-Y 

oder 

T 
S—So^Cplgn-^fT      .;....     (9c) 

Die  Formeln  (9b)  und  (9c)  hätten  wir  natürlich  ebenso  gut 
auch  aus  (8)  mit  c  ^  Cv  bzw.  c  =  Cp  direkt  ableiten  können. 
Für  manche  Zwecke  empfiehlt  sich  auch  die  Darstellung  der 
Entropie  als  Funktion  von  Druck  und  Volumen.  Eliminiert 
man  aus  (9)  die  Temperatur  mit  Hilfe  der  Gasgleichung  und 
beachtet  wieder  AB  =  Cp  —  c»,  so  folgt 

dp   ,       dv  ,,^. 

dS=Cv-f+Cp-- (10) 

oder  nach  Integration 

Ä— 5o  =  (^lgn^  +  Cplgn^    ....     (10a) 
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Mit  dieser  Gleichung  kann  man  den  Verlauf  der  Entropie 
vollkommener  Gase  im  Arbeitsdiagramm  verfolgen  und  erhält 
z.  B  mit  S  =^  So  sofort  die  Gleichung  der  Adiabate.  Bezeichnet 
man   dann   den  Parameter   der  Adiabate    durch    den  Punkt  pv 

mit  C,  für  po  Vq  dagegen  mit  Cq  so  zwar,  dafs  mit  —  =  x 

Cv 

pv"  =  C  ,       i?oV   =  ^0 
wird,  so  geht  (10a)  auch  über  in 

S-So  =  Cv\gn-ß- (10b) 

«ine  Gleichung,  die  unserer  allgemeinen  Formel  (5)  für  Gase  ent- 
spricht und  deutlich  die  Entropieänderung  beim  Übergang  von 
einer  Adiabate  zur  anderen  erkennen  lälst. 

Nachdem  wir  so  gesehen  haben,  dals  jedem  Körper  ein 
durch  seinen  augenblicklichen  Zustand  bis  auf  eine  willkürliche 
Konstante  bestimmter  Entropiewert  zukommt,  ist  auch  die  En- 
tropie eines  Systems  von  Körpern  als  Summe  der  Entropie- 
beträge der  einzelnen  Körper  bestimmt.  Ist  dieses'  System  nach 
aulsen  vollkommen  isoliert,  so  dafs  sein  Energieinhalt  im  ganzen 
keine  Änderung  erfahren  kann,  so  gilt  dies  vom  Entropieinhalt 
doch  nur  so  lange,  ^s'  innerhalb  des  Systems  vollkommen  um- 
kehrbare Zustandsänderungen  vonstatten  gehen,  bei  denen 
immer  die  Entropieänderung  eines  Körpers  durch  die  entgegen- 
gesetzten eines  oder  mehrerer  anderer  Körper  ausgegUchen  wird. 
Da  weiterhin  die  Erfahrung  lehrt,  dafs  überhaupt  vollkommen 
iimkehrbare  Vorgänge  nicht  durchführbar  sind  oder  anders  aus- 
gedrückt, dafs  jede  umkehrbar  verlaufende  Zustandsänderung 
von  einem  nicht  umkehrbaren  Vorgang,  z.  B.  einem  direkten 
Wärmeübergang  oder  einer  Vernichtung  von  Arbeit  in  Wärme 
begleitet  ist,  so  wird  in  Wirklichkeit  jede  Zustandsänderung  in 
unserem  isolierten  System  zu  einer  Entropievermehrung  führen, 
während  die  Energie  von  höher  temperierten  Körpern  des  Systems 
auf  nieder  temperierte  übergegangen  ist.  Dieser  Übergang  mufs 
mit  der  Zeit  zu  einem  Endzustande  führen,  bei  welchem  alle 
Unterschiede  insbesondere  diejenigen  der  Temperatur  im  System 
ausgeglichen,  die  Energie  aber,  welche  in  demselben  ursprüng- 
lich verschieden  konzentriert  war,  unter  Verminderung  ihres  nur 
von  Temperaturdifferenzen  abhängigen  Verwandlungswertes  gleich- 
mäfsig  über  das  ganze  System  zerstreut  ist.     Daraus  ziehen  wir 
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den  Schluls,  dals  mit  jeder  Energiezerstreuung  inner- 
halb eines  Systems  eine  Entropiesteigerung  des- 
selben verbunden  ist  und  bezeichnen  diese  Folgerung  als 
den  zweiten  Hauptsatz  der  Wärmemechanik.  Im 
Grunde  genommen  ist  derselbe  nichts  als  eine  Folge  des  Clausius- 
sehen  Satzes,  dals  niemals  Wärme  von  selbst,  d.  h.  ohne  Kom- 
pensaion  von  nieder  temperierten  Körpern  zu  höher  temperierten 
übergehen  kann,  so  dals  auch  diese  Erfahrungstatsache  häufig 
als  zweiter  Hauptsatz  angesprochen  wird. 

Das  obige  Ergebnis  läfst  sich  natürüch  sofort  auf  das  ganze 
Weltall  übertragen,  sobald  es  gestattet  ist,  dasselbe  nach  jeder 
Hinsicht  als  endlich  und  isoUert  aufzufassen.  Alsdann  würde  in 
demselben,  worauf  wiederum  Clausius  zuerst  hinwies,  die  Entropie 
einem  Maximum  zustreben,  welches  nach  vollende- 
tem Temperaturausgleich  eintreten  und  weitere 
Vorgänge  ausschliefsen  würde. 

§  16«    Idealkreisprozesse  yon  Wärmemaschineii. 

Die  Warmem  aschinen:   Motoren  und  Kühl-  bzw.  Heizmaschinen.    Be- 
dingang  für  den  idealen  Verlauf  eines  Kreisprozesses.    Polytropiscbe 
Kreisprozesse,  Mannigfaltigkeit  derselben  bei   gegebenen  äufseren  Be- 
dingungen.    Spezialgleich ungen  und  Zahlenbeispiele. 

Die  Untersuchungen  des  vorletzten  Paragraphen  führten  uns 
zu  dem  Ergebnis,  dafs  in  einem  Elementarkreisprozefs  das  Maxi- 
mum von  Wärme  in  Arbeit  verwandelt  werden  kann,  wenn  diese 
Wärme  dQi  dem  arbeitenden  Körper  bei'  der  höchsten  Tem- 
peratur zugeführt  und  ein  kleinerer  Betrag  dQ2  bei  der  tiefsten 
entzogen  wurde.  Handelt  es  sich  im  umgekehrten  Falle  um 
eine  Wärmeüberführung  vom  niederen  Temperaturniveau  auf  ein 
höheres,  so  wird  der  hierzu  nötige  Arbeitsaufwand  ein  Minimum, 
wenn  man  das  untere  Niveau  so  hoch  und  das  obere  so  tief  als 
möglich  hält.  Die  eigentliche  Wärmeübertragung  zwischen  dem 
arbeitenden  Körper  G  und  den  beiden  anderen  Körpern 
Kl  undK^,  von  denen  wir  den  einen  als  den  Heizkörper,  den 
andern  als  Kühlkörper  bezeichnen  dürfen,  müfste  dabei  in 
durchaus  umkehrbarer  Form,  d.  h.  ohne  jedes  Temperaturgefälle, 
erfolgen,  was  natürlich,  wie  wir  oben  bemerkten,  praktisch  nur 
unvollkommen    erreichbar  ist.     Aus   diesem   Grunde   sind   alle 
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durchweg  umkehrbaren  Kreisprozesse  nichts  als  Idealvorgänge, 
deren  Ergebnissen  man  sich  in  der  ausführenden  Technik  der 
Wärmemaschinen  so  weit  als  möglich  zu  nähern  versuchen 
wird,  und  welche  somit  einen  Vergleichsmalsstab  für  die  Voll- 
kommenheit der  ausgeführten  Maschinen  darbieten. 

Unter  einer  Wärmemaschine  verstehen  wir  dabei  ganz  allge- 
mein eine  Vorrichtung,  welche  uns  beim  Wärmeübergang  vom 
höheren  Temperaturniveau  zum  niederen  nützliche  Arbeit  liefert 
oder  welche  umgekehrt  uns  ermöglicht,  unter  Aufwendung  von 
Arbeit  einem  Körper  Wärme  bei  niederer  Temperatur  zu  ent- 
ziehen und  sie  auf  einem  höher  temperierten  Körper  zu  über- 
tragen. Im  ersteren  Falle  bezeichnen  wir  die  Wärmemaschine 
wohl  auch  als  eine  Wärmekraftmaschine,  Wärmemotor 
oder  kurz  als  Motor,  im  anderen  Falle  dagegen  als  Kälte- 
oder  Kühlmaschine.  Wenn  hierbei  nicht  die  Wärmeaufnahme 
bei  niederer  Temperatur  das  Ziel  der  Vorrichtung  bilden  sollte, 
sondern  die  Wärmeabgabe  bei  höherer  Temperatur,  so  könnte 
man  auch  von  einer  Heizmaschine  sprechen.  Dabei  ist  zu 
bemerken,  dals  diese  letztere  theoretisch  nicht  nur  denkbare, 
sondern  auch  wohl  berechtigte  Maschinengattung  praktisch  noch 
keine  Bedeutung  erlangt  hat,  weil  die  nicht  umkehrbare  Wärme- 
zuführung in  unseren  gewöhnlichen  Heizapparaten  (z.  B.  den 
Öfen)  den  bei  niederem  Preise  der  Wärmequelle,  d.  h.  des  Brenn- 
materials, alles  überwiegenden  Vorteil  der  Einfachheit  besitzt. 
In  der  Folge  wollen  wir  uns  übrigens  zunächst  nur  mit 
Wärmemaschinen  befassen,  welche  die  Wärme  von 
Körpern  empfangen  bezw.  an 
solche  abgeben,  die  nicht  selbst 
am  Kreisprozesse  teil- 
nehmen, wodurch  vor  allem 
chemische  Vorgänge  innerhalb 
der  Maschinen  vorerst  ausge- 
schlossen sind.  Den  vorderhand 
noch  unbekannten  Idealprozefs 
unserer  Wärmemaschine  Fig.  56 
Fig.  66.  denken  wir  uns  nunmehr  durch 

eine  Schar  von  Adiabaten  in 
lauter  elementare  Kreisprozesse  zerlegt,  welche  wir  offenbar,  ohne 
am  Gesamtresultat  etwas  zu  ändern,   hintereinander  durchlaufen 
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können.  Jedem  dieser  Elementarprozesse  entspricht  eine  Wärme- 
aufnahme dQi  bei  der  Temperatur  Ti  und  eine  Wärmeabgabe 
dQ2  bei  72,  wenn  es  sich  um  einen  Motor  handelt,  d.  h.  wenn 
der  Prozels  im  Arbeitsdiagramm  im  Sinne  des  Uhrzeigers  durch- 
laufen wird.  Alsdann  gilt  aber  für  diesen  Prozels,  dessen  obere 
Temperatur  momentan  mit  derjenigen  des  Heizkörpers,  und  dessen 
untere  mit  der  augenblickÜchen  des  Kühlkörpers  übereinstimmen 
muls,  die  Entropiegleichung 

dQi_  dQ2 
woraus  sich  durch  Integration 


(1) 


ergibt.  Diese  Formel  sagt  nichts  anderes  aus,  als  dals  auch 
durch  den  endlichen  Prozels  die  Gesamtentropie 
des  Systems  nicht  geändert  werden  darf,  wenn  der- 
selbe ideal  verlaufen  soll.  Die  Temperaturen  Ti  und  T2 
werden  nun  im  allgemeinen  nicht,  wie  wir  dies  am  Carnot- 
Prozefs  kennen  gelernt  haben,  unveränderlich  bleiben,  so  dafs 
die  in  (1)  angedeutete  Integration  nicht  ohne  weiteres  ausführbar 
ist.  In  der  Praxis  stehen  uns  nun  fast  immer  tropfbare  Flüssig- 
keiten oder  Gase  als  Heizkörper  Ki  bzw.  Kühlkörper  K^  zur 
Verfügung,  welche  bei  konstantem  Drucke  (z.  B.  der  Atmosphäre) 
Wärme  abgeben  oder  aufnehmen.  Alsdann  aber  haben  wir, 
wenn  unter  Ci  und  C2  die  entsprechenden  konstanten  spezifischen 
Wärmen  verstanden 

dQi=^''^K^CidT^        dQ2  =  K2C2dT2    ...       (2) 

in  (1)  einzuführen  und  erhalten  dann  nach  Ausführung  der 
Integration  zwischen  den  Grenzen  Ti' >  Ti",  22'>r^2" 

rn  f  rp  r 

-^1^1  Ign  ^  =  J^2  <^2  Ign  ^      .     .     .     .      (3), 

d.  h.  einen  zwischen  4  Temperaturen  verlaufenden  Vorgang, 
um  über  denselben  nähere  Auskunft  zu  erhalten,  müssen  wir 
ihn  natürüch  am  arbeitenden  Körper  selbst  verfolgen.  Bezeichnen 
wir  das  Gewicht  desselben  wie  früher  mit  ö,  die  spezifische 
Wärme  der  Zustandskurve  während  der  Wärmeaufnahme  von 
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Kl  mit  c',  diejenige  während  der  Wärmeabgabe  von  K2  mit  c", 
so  folgt  auch 

dQi  =  tGc'dTi,       dQ2=TO&'dT2    ...      (4) 

je  nachdem  die  Temperatur  von  G  während  der  Wärmeaufnahme 
zu  und  während  der  Abgabe  abnimmt  oder  umgekehrt.  Nun 
sind  aber  die  Temperaturänderungen  schon  durch  diejenigen 
der  Körper  Ki  und  -£"2,  also  durch  (2)  bestimmt,  so  dafs  wir  auch 
setzen  dürfen 

G&  =  ± ^iCi,        Gc"  =  T  -K^ca (5) 

Daraus  erkennt  man,  dafs  bei  gegebener  Menge  G  des  arbeiten- 
den Körpers  die  spezifische  Wärme  c'  und  c"  der  Zustands- 
kurven  während  der  Wärmeaufnahme  und  -abgäbe  ihres  abso- 
luten Betrags  nach  gegeben  sind,  während  ihr  Vorzeichen  von 
demjenigen  der  Temperaturänderung  im  Verlaufe  des  Kreis- 
prozesses abhängt.  Die  hierin  begründete  Mannigfaltigkeit 
von  Kreisläufen   tritt   am   deutlichsten   im   Wärmediagramm 

Fig.  57  hervor.  In  dem- 
selben liegen  zunächst  die 
vier  Isothermen  Ti,  Ti", 
T2',  ^2"  als  Parallele  zur 
Abszissenachse  fest.  Als- 
dann können  wir  willkür- 
lich sowohl  das  Gewicht  G 
als  auch  einen  Anfangszu- 
stand z.  B.  T2"  S2'\  wählen 
und  haben  es  darauf  noch 
in  der. Hand,  der  von  da 
ausgehenden  Zustandskur  ve 
eine  positive  oder  negative  spezifische  Wärme  c",  deren  Absolut- 
wert durch  i^)  gegeben  ist,  vorzuschreiben.  Die  Schnittpunkte 
dieser  Kurven  (Polytropen)  mit  der  Isotherme  T2'  seien  iSa  und 
Sb,  sie  bestimmen  zugleich  zwei  Adiabaten  mit  denselben  Entropie- 
werten, welche  die  Isothermen  Ti'  und  T2"  in  den  Punkten 
'S'a'  Sb'  bzw.  Sa"  Sb''  schneiden.  Welchen  von  diesen  Schnitt- 
punkten wir  für  die  Fortsetzung  unseres  Prozesses  wählen  wollen» 
ist  natürlich  wieder  gleichgültig  und  bedingt  nur  das  Vorzeichen 
der  spezifischen  Wärme  c'  bei  der  Wärmeaufnahme.  Hiemach 
erhalten  wir  für  den  willkürlich  gewählten  Ausgangspunkt  <S2"' 
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auf  der  Isotherme  T^*  vier  einander  vollkommen  gleichwertige 
umkehrbare  Kreisläufe,  nämlich 

S2"  S^'  Sa''  Sa  ^2"  So  St'  Si" 

&"  S{'  Sa'  Sa  S2"  Si,  Sb"  Si\ 

so  dals  man  wegen  der  Wahlfreiheit  von  S2*  und  -G  im  ganzen 
006  Kreisprozesse  zur  Verfügung  hat,  welche  sämtlich  der 
Gl.  (3)  Genüge  leisten.  Da  jeder  dieser  Vorgänge  sich  aus 
vier  Zustandsänderungen  zusammensetzt,  so  sind,  wie  schon  für  den 
Camotprozels  eines  vollkommenen  Gases,  im  allgemeinen  vier  ver- 
schiedene Zylinder  zur  Durchführung  unserer  Idealprozesse  nötig. 
Will  man  den  Vorgang  im  speziellen  Falle  z.  B.  mit  einem 
Gase  in  nur  zwei  Zylindern  vollziehen,  so  ist  es  notwendig, 
die  Wärme  bei  konstantem  Drucke  aufzunehmen  und  ab- 
zugeben.    Dann  aber  hat  man     \^ 

c'  =  c"  =  Cp 
zu  setzen,  womit  aus  (5) 

KiCi  =  K2C2  , 
sich  ergibt  und  (3)  in 
T^'         T2' 

übergeht.       Das      Arbeitsdia-      ^ 

gramm  Fig.  58    nimmt  damit  Fig.  58. 

eine  Form  an,    die  wir  schon 

bei  der  Besprechung  der  Luftmaschinen  kennen   gelernt  haben. 

Der  schraffierte  Arbeitsgewinn  folgt  alsdann  aus 

ÄL  =  Gcp  (Ti'  —  Ti'O  —  Gcp  (T2'  —  Ta'O  .  .  (6), 
wozu  noch  die  Gleichungen  für  die  Wärmezufuhr  und  Ent- 
ziehung 

Qi  =  Gcp  (Ti'  -  Ti")  =  E^  Ca  (T,'  -  T^") 

Q^  =  Gcp  (T2'-T2")  =  K2C2  W-T2") 
treten.    Der  Verwandlungswert  der  zugeführten  Wärme  Qi  wird 
schUelslich  für  diesen  Kreislauf 


(5  a) 


(3  a) 


(7) 


AL 


—  1 


oder  wegen  (3  a) 


AL 
Qi 


=  1 


Ta" 
2\" 


=  1 


2V 

Ti- 


cs), 
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entspricht  also  einem  Carnotprozels  zwischen  den  Temperaturen 
Ti"  und  22"  bzw.  einem  gleichwertigen  zwischen  T^  und  T2. 
Die  Ausführbarkeit  dieses  Vorganges  hängt  natürlich  wesentlich 
davon  ab,  ob  die  Bedingungen  (5  a)  und  (3a)  erfüllbar  sind. 
Andernfalls  kann  man  den  Vorgang  durch  Einschaltung  eines 
Regenerators  vervollkommnen,  wie  wir  schon  im  §  7  gesehen 
haben.  Eine  vollständige  Anpassung  an  den  durch  Gl.  (3)  ge- 
kennzeichneten Idealvorgang,  den  ich  wegen  der  polytropischen 
Zustandskurven  bei  der  Wärmeaufnahme  und  -abgäbe  seitens 
des  arbeitenden  Körpers  als  einen  polytropischen  Kreis- 
prozelsi)  im  Gegensatze  zu  dem  Camotschen  bezeichne,  wird 
dann  allerdings  nicht  mehr  erreichbar.  Wir  wollen  darum  für 
die  beiden  folgenden  Zahlenbeispiele  von  dem  zuletzt  besprochenen 

Spezialfälle  absehen  und  die 
gesamte  Energieumwandlung  für 
gegebene  äulsere  Bedingungen 
einmal  in  einem  idealen  Motor 
und  dann  in  einer  vollkommenen 
Kühlmasehine  berechnen.  Die 
auf    die    einzelnen    Phasen    des 

[jT^I^:^^  Kreislaufes  entfallenden  Arbeits- 

^*  föj  V  betrage  ergeben  sich  aus  derFor- 

*     mel  für  den  ersten  Hauptsatz  zu 


^^'''''  ÄL  =  Q^ÄGiü-^üo)    (9) 

wenn  man  den  Energieinhalt  des  arbeitenden  Körpers  als  Funk- 
tion zweier  Variabein  kennt.  Entsprechen  dann  den  Tempera- 
turen Ti'  jTi"  T2'  T2"  Energieinhalte  üi  Z7i"  ZJg'  Ü2''  sowie  Drücke 
PiPi''P2P2'  ^^^  spezifische  Volumina  Vi' Vi"  V2' ^2"?  so  ergibt 
sich  z.  B.  für  die  Arbeitsleistung  während  der  Wärmeaufnahme  Qi 
im  Diagrammabschnitt  pi"  Ti"  Ti'jpi'  Fig.  59 

ÄLi  =  Gc'  (Ti'  —  Ti")  -  AG{üi'  —  CTi")  —  AG  (pi'  Vi'  — i^i"t;i")  (9a) 

Die  adiabatische  Expansionsarbeit  pi*  T{  T^lp^    ™   zweiten 
Zylinder  beträgt  dann  wegen  §  =  0 

^Li2'  ^-AGiJJi-^  W)  -  ^ ^ {P2  V2'  - i>i' i^iO  .      (9b) 


1)  Lorenz;  Beiträge   zur  Beurteilung  der  Kühlmaschinen,   Zeit- 
schrift d.  V.  d.  Ing.  1894. 
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Im  dritten  Zylinder  wird  die  Wärme  Q2  abgegeben,  und 
dabei  ist  die  Arbeit  (jpg"  2^2"  ^2'i?2') 

ÄL2  =  öc"  (T2"  —  T2')  +  ÄG{U2'  —  ZJa'O  +  ÄG  (i>2'  va'  — P2"  ^2")  (9c) 

aufzuwenden,   während   im    vierten   Zylinder,    dem    Diagramm- 
abschnitt pi"  Ti"  ^2"  P2">  der  adiabatische  Arbeitsaufwand 

.IL12"  =  ÄOiU^''  —  C^i")  +  ÄG{P2''V2"  — l>i" Vi")  .     (9d) 

entspricht.      Durch  algebraische  Addition  fallen  alle  Gröfsen  ü 
und  die  Produkte  pv  heraus  und  es  bleibt  nur 

ÄL  =  Gd  (Ti'  -~  Ti")  —  öc"  (T2'  —  T2")     .     .     (10), 

oder  wegen 

Öl  =  GC  (Ti'  -  2V0  =  Äici  (Ti'  -  Ti-)  1 

(22  =  ÖC"  (T2'  -  ^2")  =  ^2^2  (Tr^  -  T^')\  '        ^     ^ 

die  für  alle  Kreisprozesse  gültige  Formel 

^X -01-02 (12) 

übrig,  welche  mit  3)  zusammen  den  gesamten  Energieumsatz  in 
unserem  polytropischen  Kreisprozefs  bestimmt. 

Wenn  wir  uns  auch  angesichts  der  praktischen  ündurch- 
führbarkeit  dieser  Kreisprozesse  mit  der  speziellen  Ermittlung 
der  Einzelarbeiten  nicht  befassen  wollen,  so  erscheint  doch  der 
Hinweis  von  Interesse,  dafs  die  Formeln  (9a)  bis  (9c)  sich  für 
vollkommene  Gase  besonders  einfach  gestalten.  Wegen  der  Be- 
ziehungen 

A{U—TJ")=:Cv{T'—T") 

^(p' V"  — /' v')  =  AB{r  —  T")  ^ic^  —  Cv)  (T'  —  T") 
vereinfachen  sich  die  Ausdrücke  nämlich  in 

ÄL^     =  G  (C  -  cp)  (Ti'  -  Ti") 

ÄL^r^  =Gcp{Ti'  -T2') 

AL2     =  G  (c"  —  Cp)  (T2"  —  T2O 

AL,^'  =  Gcp  (T2"  -  Ti"), 

deren  Addition  natürlich  wieder  auf  (10)  führt. 

Es  seien  nunmehr  für  einen  Motor  beispielsweise  K^  =  20  kg 
Heizgas  gegeben,  welche  durch  Verbrennung  von  etwa  1  kg  Steinkohle 
in  atmosphärischer  Luft  entstanden  sein  und  eine  absolute  Anfangs- 
temperatur von  T/  =  1850  *»  (also  t/  =  1577  «  C)  besitzen  mögen.  Durch 
Abkühlung  bis  auf  die  absolute  Lufttemperatur  T^'  =  288  •  (t^'  =  -f  15  «  C) 

12* 
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kann  ihnen  nun  bei  konstantem  Druck,  entsprechend  einer  spezifischen 
Wärme  c^  =  0,24  eine  Gesamtwärme  von 

Qt  ==  ^1  Ci  i^i  —  ^i)  =  '5^500  WE 
entzogen  werden,  von  der  ein  möglichst  hoher  Betrag  in  mechanische  Ar- 
beit umgewandelt  werden  soll.  Hierzu  mögen  als  Kühlkörper  K^  =  100  kg 
Wasser   von   der   Anfangstemperatur    T^"  =  283«  (V  = +10o)   ver- 
fügbar sein. 

Alsdann  ergibt  sich  aus  Gl.  (3)  unseres  Ideal  Vorgangs  mit  c,  =  1 
1  fi'SO  T ' 

für  die  Ablauftemperatur  dieses  Wassers 

Ts'  =  309,43  (oder  r^'  =  36,43  <>), 
und  damit  für  die  Wärmeentziehung 

Q^  =  K^c, (T^-T^')  =  2643  WE, 
so  dafs  aus  dem  Prozefs  ein  Arbeitsgewinn  von 

AL=q,'-Q^  =  4857  WE, 
oder  ein  Verwandlüngswert  von 

resultiert.    Mit  unseren  20  kg  Heizgasen  bzw.  1  kg  Kohle  erzielen  wir 
demnach 

ein  von  wirklichen  Maschinen  weitaus  nicht  erreichter  Wert. 

Als  zweites  Beispiel  betrachten  wir  den  Kreisprozefs  in  einer 
Kühlmaschine,  welche  eine  Salzlösungsmenge  K^  mit  der  spezifischen 
Wärme  c^  =  0,9  der  Temperatur  T^'  =  271  <>  (t/  =  —  2  «  0)  auf  T/'  =  268  « 
(tj"  ==  —  5 «  C)  abzukühlen  hat,  während  ihr  wieder  Kühlwasser  von 
der  Anfangstemperatur  T^'  =  283  «  (t,"  ==  -flO<>  G)  in  solcher  Menge 
JSTa  zur  Verfügung  steht,  dafs  es  mit  T^  =  293«  (t,'  =  +20«)  ablaufen 
kann.  Alsdann  ergibt  unsere  Gl.  (3)  das  Verhältnis  der  Kühl- 
wassermenge zur  Solemenge,  nämlich  mit  Cj  =  1 

K,  _      Ign271-lgn268  _ 

K,  ~  '''  Ign293-lgn283  "  '''^'^ 

und  daraus  der  theoretische  Arbeitsaufwand   im  Verhältnis  zur  Kälte- 
leistung Qi 

AL  _q^  E^l  T,'-  r,"  0,288    10_ 

Q,   -  Q\       ^  -  £,  c,  T'  -  T''  0,9    "  3 


§  17.    Änderangen  des  Aggregatzastandes. 


181 


oder 


i^.0,06,. 


Man  würde  also  mit  1  PS  d.  h.  mit  637  WE  Arbeitsaufwand  pro 
Stande  unter  den  obigen  Bedingungen  eine  Kälteleistung  von 

erzielen. 

Denken  wir  uns  schliefslicb  die  Arbeit  von  dem  oben  berechneten 
Motor  ohne  jeden  Zwischenverlust  bestritten,  so  würde  man  mit  1  kg 
Kohlen  erst  7,62  PS  gewinnen  und  mit  diesem  eine  Kälteleistung  von 

7,62- 9  550  =  72850  WE 
erreichen  können.    Aus   diesem  Beispiel   erkennt  man   deutlich,   dafs 
dieser   Wärmeübergang   von  der    nieder    temperierten   Salzlösung  an 
das  Kühlwasser  kompensiert  wird    durch   den   umkehrbaren   Wärme- 
übergang von  den  Heizgasen  an  eine  andere  Wassermenge. 


§  17.    Änderungen  des  Aggregatzustandes. 

Schmelzwärme  und  Verdampfungswärme.  Schmelzdruck-,  Dampfspan- 
nungs-  und  Sublimationsdruckkurve.  Kritische  Punkte  und  Verzwei- 
gungspunkt.  Koexistenz  verschiedener  Aggregatzustände,  Mischungs- 
verhältnis. Grenzkurven  und  Sättigungsgebiet.  Experimentelle  Be- 
stimmung der  spezifischen  Volumina. 

Schon  am  Schluls  des  §  3  haben  wir  gesehen,  dals  die  Körper 
in  der  Natur  im  allgemeinen  in  drei  verschiedene  Formen  oder 
Aggregatzuständen  vorkommen,  und  dals  der  Übergang 
aus  einem  derartigen  Zustand  in 
den  anderen  mit  beträchtlichen 
Wärmeerscheinungen  verbunden 
ist.  Um  dieses  Verhalten  zu 
studieren,  gehen  wir  von  einem 
Körper  im  festen  Aggregat- 
zustande aus,  der  eine  Anfangs- 
temperatur Tq  haben  möge,  und 
führen  ihm  bei  dem  konstanten 
Drucke  p  Wärme  zu.  Die  hier- 
durch hervorgerufene  Tempe- 
raturerhöhung können  wir  nun 

am  bequemsten  in  einem  Druck-Temperatur diagramm  Fig.  60 
verfolgen,  und  finden  so,  dafs  nach  dem  Erreichen  einer  Tem- 
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peratur  Ti  der  Körper  zu  schmelzen  beginnt.  Trotzdem  dieser 
Vorgang  eine  ganz  erhebliche  Wärmemenge,  die  wir  auf  die 
Gewichtseinheit  des  Körpers  bezogen  als  dessen  Schmelz- 
wärme bezeichnen,  absorbiert,  ändert  sich  die  Temperatur  hier- 
bei nicht,  bis  die  Gesamtmasse  des  Körpers  vollständig  in  den 
flüssigen  Aggregatzustand  übergegangen  ist.  Erst  dann  steigt  die 
Temperatur  der  nunmehr  homogenen  Flüssigkeit  weiter  bis  T2y 
wo  die  Verdampfung  beginnt  und  bleibt  wieder  bis  zu  deren 
Vollendung  konstant,  wobei  die  Verdampfungswärme  vom 
Körper  aufgenommen  wird.  In  unserem  Diagramm  entsprechen 
dem  Schmelzprozels  und  der  Verdampfung  wegen  der  dabei  gleich- 
bleibenden Temperaturen  die  Punkte  p  Ti  bzw.  p  T2 ,  während  die 
der  Abszissenachse  parallele  Linie  konstanten  Druckes  direkt 
die  Temperaturzunahme  vor  und  nach  dem  Schmelzen  bzw.  vor 
und  nach  der  vollendeten  Verdampfung  angibt.  Wiederholen 
wir  den  ganzen  Vorgang  unter  einem  anderen  und  zwar  höheren 
Drucke  p'  so  ändert  sich  am  allgemeinen  Verhalten  des  Kör- 
pers nichts,  als  dals  wir  andere  Punkte  p  Ti  bzw.  p  T2'  für  die 
beiden  Aggregatzustandsänderungen  erhalten,  woraus  zunächst 
hervorgeht,  dals  zwischen  den  hierbei  herrschenden  Tempera- 
turen und  dem  Drucke  bestimmte  Beziehungen  bestehen 
müssen.  Diese  Beziehungen  nun  ergeben  sich  sofort  durch  die 
Verbindung  aller  auf  diese  Weise  gefundenen  Punkte  p  Ti  bzw. 
pT2  unter  sich,  wodurch  wir  offenbar  zwei  Kurven  erhalten, 
welche  den  festen,  flüssigen  und  dampfförmigen  Aggregatzustand 
in  unserem  Diagramm  voneinander  abschliefsen  und  darum  auch 
als  Schmelzdruck-  und  Dampfdruck- oder  Dampf  span- 
nungskurve  bezeichnet  werden. 

Setzt  man  diese  beiden  Kurven  nach  oben  hin  fort,  so  ge- 
langt man  schliefslich  zu  zwei  Punkten  Ki  und  K2,  bei  denen 
der  Übergang  vom  festen  in  den  flüssigen  Zustand  bzw.  von 
diesem  in  den  gasförmigen  stetig  durch  die  ganze  Masse  hin- 
durch erfolgt,  ohne  dafs  erst  zwei  verschiedene  Zustandsformen 
gleichzeitig  nebeneinander  bestehen.  Es  heilst  dies  z.  B.  für 
den  Punkt  Ei  nichts  anderes  als  dals  der  feste  Körper  bei  der 
Annäherung  an  diesem  Punkt  durch  den  hohen  Druck  immer 
plastischer,  die  Flüssigkeit  dagegen  immer  zäher  wird,  bis  schliefs- 
lich in  Kl  selbst  kein  Unterschied  mehr  zwischen  ihnen  besteht. 
Damit    aber  verlieren   auch  die    beiden   Spannungskurven 
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oberhalb  der  Punkte  Ki  und  K2  als  Grenzen  zwischen  verschie- 
denen Aggregatzuständen  ihren  Sinn,  bzw.  diese  Kurven  finden 
in  den  Punkten  Ki  und  K2  ihr  Ende.  Man  bezeichnet  diese 
Punkte  nach  dem  Vorgange  von  Andrews,  der  zuerst  den 
stetigen  Übergang  der  Flüssigkeit  in  die  Dampfform  oberhalb 
K2  nachwies,  als  kritische  Punkte  des  Körpers,  und 
spricht  demgemäXs  auch  von  kritischen  Drucken  und  kri- 
tischen Temperaturen.  Setzen  wir  dagegen  die  beiden 
Spannungskurven  nach  unten  hin  fort,  d.  h.  wiederholen  wir 
den  anfangs  geschilderten  Vorgang  bei  immer  niederen  Drucken, 
so  gelangen  wir  schliefslich  zu  einem  Punkt  Z,  unterhalb  dessen 
der  Körper  a,ls  Flüssigkeit  nicht  mehr  bestehen  kann,  so  dals 
er  aus  dem  festen  Zustande  bei  Wärmezufuhr  unmittelbar  in  den 
dampfförmigen  übergeht.  Einen  derartigen  Vorgang  bezeichnet 
man  aber  als  eine  Sublimation,  so  daüs  sich  an  unsere  beiden 
Spannungskurven  die  Sublimationsdruckkurve  als  Grenze 
zwischen  dem  festen  und  gasförmigen  Aggregatzustand  im  Druck- 
Temperaturdiagramm  amVerzweigungspunkteZ  anschliefst. 
Der  Verlauf  dieser  Kurve  ist  übrigens  erst  für  wenige  Körper 
und  auch  für  diese  nur  auf  eine  kurze  Strecke  hinreichend  genau 
festgelegt;  da  man  sich  aber  auf  Grund  der  kinetischen  Auf- 
fassung der  Wärme  als  Atomenergie  bei  festen  Körpern  und 
Molekularenergie  von  Gasen  beide  Zustandsformen  beim  abso- 
luten Nullpunkt  bzw.  beim  Drucke  p  =  0  ineinander  übergehend, 
also  jedenfalls  bis  dahin  gesondert  nebeneinander  denken  kann, 
so  scheint  die  Subiimationsdruckkurve  nach  diesem  Punkte  hin 
zu  verlaufen. 

Die  Abgrenzung  der  Aggregatzustände  durch  die  Spannungs- 
kurven in  unserem  Druck-Temperaturdiagramm  schliefst  indessen 
nicht  die  Existenz  eines  Zustandes  im  Gebiete  des  andern  voll- 
kommen aus.  So  hat  man  z.  B.  für  Wasser  die  Dampfspan- 
nungskurve auch  unterhalb  des  Verzweigungspunktes,  der  bei 
ca.  +  0,0079  0  C  imd  p  =  4,6  mm  Hg  liegt,  beobachtet  und  ge- 
funden, dafe  sie  als  stetige  Fortsetzung  des  Teiles  ZK2  über  der 
Sublimationskurve  bleibt.  Dieser  in  Fig.  60  punktiert  angedeutete 
Verlauf  der  Dampfspannungskurve  der  »unterkühlten«  Flüssig- 
keiten scheint  jedoch  nicht  stabilen  Zuständen  des  Körpers  zu- 
zugehören,  da  z.  B.  das  unterkühlte  Wasser  bei  der  geringsten 
Stöi-ung.in  seiner  Gesamtmasse  erstarrt.    Ganz  ebenso  gelingt  es. 
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gelegentlich  eine  Flüssigkieit  auf  eine  höhere  Temperatur,  als 
sie  dem  Dampfdrucke  entspricht,  ohne  Verdampfung  zu  erhitzen, 
d.  h.  in  einen  labilen  Zustand  überzuführen,  den  sie  infolge 
einer  minimalen  Störung  sofort  aufgibt,  um  in  den  entsprechen- 
den stabilen  überzugehen. 

Angesichts  der  nur  sehr  unvollkommenen  experimentellen 
Unterlagen  für  das  Studium  dieser  zweifellos  merkwürdigen  Vor- 
gänge können  wir  uns  mit  denselben  um  so  weniger  an  dieser 
Stelle  weiter  befassen,  als  sie  technisch  fast  ganz  bedeutungslos 
sind.  Für  die  Erkenntnis  der  uns  vor  allem  interessierenden 
stabilen  Gleichgewichtszustände  reicht  übrigens  das  bisher  be- 
nützte Druck-Temperaturdiagramm  nicht  vollständig  aus,  da  es 
z.  B.  keine  Auskunft  darüber  gibt,  wie  viel  von  einem  Körper 
auf  einer  der  Spannungskurven  in  einem  oder  dem  andern  Aggregat- 
zustande sich  befindet.  DaTs  beide  Bestandteile  in  jedem  Ver- 
hältnis miteinander  im  stabilen  Gleichgewichte  stehen,  ergibt 
sich  dagegen  sofort  aus  der  Überlegung,  dals  die  Umwandlung 
des  einen  in  den  andern  nur  durch  äulsere  Wärmezufuhr  unter 
Aufrechterhaltung  des  Druckes  erfolgt,  also  jederzeit  unterbrochen 
und  wieder  aufgenommen  werden  kann.  Die  Umwandlung  selbst 
geht  durchaus  stetig  und  der  Wärmezufuhr  proportional  vor 
sich;  aufserdem  ist  sie  vollkommen  umkehrbar.  Wir  haben  es 
also  in  jedem  Augenblicke  einer  derartigen  Aggregatzustands- 
änderung  mit  eindeutig  bestimmten  Zuständen  zu  tun,  was  aus 
unserem  p  T-Diagramm  nicht  ohne  weiteres  zu  ersehen  ist. 

Aus  diesem  Grunde  wollen  wir  die  hier  geschilderten  Ver- 
hältnisse noch  einmal  im  Druck- Volumen-  oder  Arbeits- 
diagramm (Fig.  61),  und  zwar  an  dem  physikalisch  und  tech- 
nisch gleich  wichtigen  Wasser 
verfolgen.  Wir  erwärmen  zu- 
nächst die  Gewichtseinheit  Eis 
von  einer  beliebigen  Anfangs- 
temperatur To,  der  ein  be- 
stimmtes spezifisches  Volumen 
Vq  bei  atmosphärischem  Drucke 
Po  entspricht,  unter  diesem 
Drucke  auf  Ti  =  273  oder  0^0. 

^ ^ .        -    Dabei    wird    das    spezifische 

Fig.  61.  '  Volumen  sich  ausdehnen  auf 
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Vi  =  1,09  1/kg.  Bringen  wir  darauf  das  Eis  zum  Schmelzen, 
wozu  wir  pro  1  kg  ungefähr  «  =  79  WE  unter  Atmosphären- 
druck benötigen,  so  erhalten  wir  Wasser  von  gleicher  Temperatur 
und  einem  spezifischen  Volumen  von  i;jl'  =  1  <  v^.  Die  Aggregat- 
zustandsänderung  ist  also  in  diesem  Falle  mit  einer  Zusammen- 
ziehung verbunden,  welche  auch  durch  weitere  Erwärmung  der 
Flüssigkeit  bei  demselben  Drucke  nicht  wieder  ausgeglichen  wird, 
da  bei  Tg  =  3730  oder  +1000  C,  also  dem  Siedepunkte  des 
Wassers,  dessen  spezifisches  Volumen  erst  auf  vg  =  1,04  1/kg 
angewachsen  ist. 

Bei  dieser  Temperatur  beginnt  die  Verdampfung,  welche  für 
1  kg  unter  Atmosphärendruck  eine  Wärmezufuhr  von  r  =  537  WE 
erfordert  und  einen  Volumenzuwachs  auf  V2'  =  1650 1/kg  zur 
Folge  hat.  Erst  nachdem  alles  Wasser  in  Dampfform  über- 
gegangen, der  Körper  in  diesem  Aggregatzustande  also  wieder 
homogen  geworden  ist,  tritt  bei  weiterer  Erwärmung  eine  Tem- 
peraturerhöhung ein,  welche,  verbunden  mit  der  Ausdehnung,  um 
so  regelmäfsiger  verläuft,  je  weiter  man  sich  von  dem  Volumen 
V2"  entfernt.  In  diesem  Zustande  unmittelbar  nach  der  Ver- 
dampfung des  letzten  Flüssigkeitselementes,  bezeichnen  wir  den 
Dampf  als  trocken  gesättigt,  während  er  bei  weiterer  Er- 
wärmung überhitzt  wird  und  immer  mehr  die  Eigenschaften 
der  vollkommenen  Gase  annimmt.  Vor  der  trockenen  Sättigung 
haben  wir  es  mit  einem  Gemisch  von  Flüssigkeit  und  Dampf 
zu  tun,  dessen  gegenseitiges  Mischungsverhältnis 
offenbar  das  Gesamtvolumen  bestimmt  bzw.  durch 
dieses  gegeben  ist.  Es  liegt  dies  einfach  daran,  dafs  so- 
wohl der  Dampfgehalt,  den  wir  pro  Gewichtseinheit  mit  x  be- 
zeichnen, als  auch  die  restierende  Flüssigkeit  1  — x  ihre  spezifischen 
Volumina  während  der  Verdampfung,  die  ja  bei  konstantem  Druck 
und  konstanter  Temperatur  erfolgt,  nicht  äi^dern.  Daher  hat 
man  für  das  spezifische  Volumen  des  auch  als  nasser 
Dampf  bezeichneten  Gemisches  mit  x  kg  Dampfgehalt 

Vj,  =  XV2''  +  {l—x)  V2'  =  V^'  +  X  (V2"  —  V2')     .      .      (1) 

Eine  ganz  gleiche  Formel 

%  =  yvi'  +  {l—y)vi  =  v'i+y  (vi'  —  Vi)  .  .  (la) 
gilt  natürlich  auch  für  die  Mischung  von  y  kg  Wasser  und 
(1  —  y)  kg  Eis  beim  Schmelzen.    Für  die  Gültigkeit  der  Formel  (1) 
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ist  es  gleichgültig,  ob  die  Mischung  der  beiden  Bestandteile  in 
verschiedenen  Aggregatzustanden  etwa  eine  homogene,  auf  alle 
Volumelemente  sich  gleichzeitig  erstreckende  ist  oder  ob  darunter 
nur  ein  Nebeneinanderexistieren  zu  verstehen  ist,  wenn  nur 
der  Druck  bzw.  die  Temperatur  in  allen  Volumelementen  dieselben 
und  zwar  die  nach  der  Spannungskurve  Fig.  60  zusanmiengehö- 
rigen  Werte  besitzen.  Wäre  dies  nicht  der  Fall,  so  würde  zwischen 
beiden  Bestandteilen  auch  ohne  äuXsere  Wärmezufuhr  ein  Wärme- 
austausch eintreten  und  das  thermische  Gleichgewicht  gestört  sein. 
Aus  dieser  Betrachtung  ergibt  sich  aber  auch  weiterhin  die 
zur  Bildung  des  Gemisches  von  x  kg  Dampfgehalt  aus  1  kg 
Flüssigkeit  notwendige  latente  Wärme.  Dieselbe  kann  nämüch, 
da  die  restierende  Flüssigkeit  während  der  Zustandsänderung 
weder  ihren  Druck  noch  ihre  Temperatur  ändert,  nur  zur  Er- 
höhung des  Dampfgehaltes  dienen  und  beträgt  sonach,  wenn  r 
die  latente  Verdampfungswärme  von  1  kg  bedeutet,  für 
unser  Gemisch 

rx  =  xr (2) 

Ebenso  hätten  wir  die  Schmelzwärme  eines  Gemisches 
aus  Wasser  und  Eis  durch  einen  Wassergehalt  von  y  kg 

Sy  =  ys (2a) 

Wiederholen  wir  schlielslich  den  ganzen  Vorgang  bei  anderen 
Drucken,  so  finden  wir  wohl  andere  Werte  für  die  Volumina 
V1V1V2V2"  mit  anderen  Schmelztemperaturen  Ti  und  Siedetem- 
peratur T2,  sowie  im  allgemeinen  eine  Abnahme  der  latenten 
Wärmen  r  und  s  mit  steigendem  Drucke,  ohne  dafs  sich  aber  an 
den  Betrachtungen,  die  uns  zu  den  Formeln  (1),  (la)  und  (2), 
(2a)  führten,  etwas  ändert.  Daher  gelten  diese  Formeln  für 
alle  Aggregatzustandsänderungen  unter  beliebigen  Pressungen,  und 
zwar,  da  auch  andere  Körper  sich  hierbei  wie  Wasser  verhalten, 
für  beliebige  Substanzen. 

Ein  anschauliches  Bild  hierüber  gewährt  uns  das  Arbeits- 
diagramm, wenn  wir  in  demselben  die  sämtlichen  Punkte  der  zu 
je  einem  Aggregatzustand  gehörigen  spezifischen  Volumina  für 
alle  Pressungen  miteinander  verbinden,  wie  es  in^  Fig.  61  ge- 
schehen ist.  Auf  diese  Weise  erhalten  wir  vier  sog.  Grenz- 
kurven, von  denen  je  zwei  in  einem  kritischen  Punkte  K^ 
bzw.  K2  stetig  ineinander  übergehen.    Bei  niederen  Drucken  kann 
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es,  wie  die  Figur  dem  Verhalten  des  Wasserdampfes  entsprechend 
andeutet,  vorkommen,  daXs  die  Grenzkurve  v^  der  siedenden 
Flüssigkeit  in  das  zwischen  den  Grenzkurven  des  schmelzenden 
Festkörpers  und  der  erstarrenden  Flüssigkeit  eingeschlossene  Be- 
reich eindringt,  so  daTs  dort  die  Angabe  des  Druckes  und  Volu- 
mens nicht  hinreicht,  um  den  Zustand  des  Körpers  eindeutig 
zu  bestimmen.  Es  gehört  vielmehr  hierzu  noch  die  Temperatur- 
angabe, durch  welche  mit  Hilfe  des  i?  T-Diagramms  die  end- 
gültige Entscheidung  hierüber  getroffen  werden  kann.  Die  drei 
Grenzkurven  AerviViV^*  treffen  sich  zweifellos  nahe  der  Abzissen- 
achse  in  einem  dem  Verzweigungspunkte  Z  des  p  T-Diagramm 
entsprechenden  Punktes,  ohne  dafs  es  bis  jetzt  möglich  wäre, 
aus  vorhandenen  Beobachtungen  denselben  im  Arbeitsdiagramm 
genau  festzulegen.  Anderseits  nähert  sich  die  Grenzkurve  v^'  des 
trockenen  gesättigten  Dampfes  asymptotisch  der  v-Achse,  woraus 
wir  erkennen,  dafs  mit  sinkendem  Drucke,  wie  bei  vollkommenen 
Gasen,  das  spezifische  Volumen  unbegrenzt  zunimmt.  Das  von 
dieser  Grenzkurve  und  der  mit  ihr  in  K2  zusammenlaufenden  V2 
der  siedenden  Flüssigkeit  eingeschlossene  Gebiet  werden  wir  in 
der  Folge  kurz  als  das  Sättigungsgebiet  bezeichnen,  in 
demselben  ist  mit  der  Lage  eines  Punktes  auf  einer  Linie  kon- 
stanten Druckes  (Fig.  61)  bzw.  durch  das  Abstandsverhältnis  von 
den  beiden  Grenzkurven 

t^x  —  V2    __        J»JV2^  —  V2')_      _        ^      •  ,„. 

V2"—V^'~  {l^X)(V2"  —  V2')~  1—X       •       •       •       W 

das  Mischungsverhältnis  von  Dampf  und  Flüssigkeit  gegeben. 
Da  wir  auch  ebenso  das  Mischungsverhältnis  des  festen  und 
flüssigen  Bestandteiles  eines  gerade  im  Schmelzen  bzw.  ErstaiTen 
begriffenen  Körpers  zwischen  den  beiden  anderen  Grenzkurven 
bestimmen  können,  so  folgt  daraus,  dafs  der  Zustand  eines  behe- 
bigen Körpers  durch  die  Vereinigung  seines  p  T- Diagramms  mit 
dem  pv  oder  Arbeitsdiagramm  auch  für  den  Fall  der  Koexistenz 
zweier  Aggregatzustände  eindeutig  bestimmt  ist. 

Die  Verzeichnung  der  Grenzkurven  im  Arbeitsdiagramm 
setzt  natürlich  die  Kenntnis  der  beiden  spezifischen  Volumina  v" 
und  v'  als  Funktionen  des  Druckes,  bzw.  unter  Zuhilfenahme 
der  Dampf  Spannungskurve  als  Temperaturfunktionen  voraus. 
Während  nun  die  Ermittlung  der  Dampfspannungskurve  ledig- 


r 
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lieh  die  gleichzeitige  Ablesung  der  Temperatür  eines  Bades,  in 
dem  sich  ein  Gefäfs  mit  dem  zu  untersuchenden  Körper  im 
Siedezustande  und  des  Druckes  an  einem  an  das  Gefäls  an- 
geschlossenen Quecksilbermanometer  erfordert,  bietet  die  genaue 
Volumenbestimmung  insbesondere  des  Dampfes  erhebliche 
Schwierigkeiten.  Um  dieselben  wenigstens  einigermafsen  beur- 
teilen zu  können,  wollen  wir  eine  der  gebräuchlichen  Methoden, 
welche  S.  Youngi)  angegeben  und  vielfach  zur  Dampfdichte- 
^-^  bestimmung  angewandt  hat,  hier  kurz  betrachten.  In 
einem  genau  kalibrierten  GlasgefäXs  (Fig.  62)  wird  eine 
bestimmte  Menge  G  kg  der  Flüssigkeit  eingeschlossen, 
durch  Erhitzen  die  Luft  ausgetrieben  und  schliefslich 
das  Gefäfs  zugeschmolzen.  In  einem  Bade  von  d-^C. 
nimmt  der  Inhalt  bald  dieselbe  Temperatur  an,  worauf 
die  Volumina  V  des  flüssigen  und  V"  des  dampfför- 
migen Bestandteiles  beobachtet  werden.  Ist  der  letz- 
tere xkg  pro  1  kg  der  Gesamtmasse,  so  hat  man  die 
beiden  Gleichungen 

V  =  G{l  —  x)  v',    und     V"  =  Gxv"    .     .     .     (4), 

woraus  durch  Eliminination  von  x 

V       l  V"  \ 

G=(^-öirr)-'      (5) 

sich  ergibt.  Benutzt  man  nun  bei  einer  und  derselben  Tem- 
peratur, welcher  naturgemäfs  dieselben  Werte  von  v'  und  v'^  ent- 
sprechen müssen,  izwei  verschiedene  Gefäfse  mit  G^  und  G^  kg 
Inhalt,  so  beobachtet  man  die  Volumina  V^'  Vi*  im  ersten  und 
V2  V2"  im  zweiten  und  kann  dann  aus  den  beiden  Formeln 


Fig.  62. 


die  gesuchten  Volumina  v'  und  v"  berechnen.    Es  ergibt  sich  so 


*)  Journal  of  the  Ohem.  Society  of  London,  1891. 
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V y^  —  Vi  Vi' 


v  = 


Vi"  Oo  —  72"  Gl 
Fl'  72"  ~  72'  7i" 


(6) 


~     n'Ö2-72'Gi 

Der  Mangel  dieser,  wie  aller  verwandter  Methoden  besteht 
nun  darin,  dafs  man  niemals  vor  Niederschlägen  an  den  Wan- 
dungen des  Dampfvolumens  sicher  ist,  wodurch  man  dann  die 
in  demselben  enthaltene  Menge  unterschätzt  und  stets  zu  kleine 
Werte  von  v'^  und  zu  grolse  von  v'  erhält.  Da  die  der  Be- 
obachtung sich  entziehenden  Niederschläge  wahrscheinlich 
bei  allen  Temperaturen  angenähert  gleichbleiben,  die  Dampf- 
dichte dagegen  mit  der  Temperatur  erheblich  steigt,  so  ist  zu 
erwarten,  dafs  der  Fehler  hierbei  abnimmt,  was  auch  durch 
Parallelbeobachtungen  von  einer  grölseren  Zahl  von  Mefsgefäfsen 
bestätigt  wurde. 

§  18.    Energie  und  Entropie  nasser  Dämpfe. 

Die  Fl Üssigkeits wärme  und  spezifische  Wärme  der  inneren  Grenzkurve. 
Innere,  äufsere  und  gesamte  Verdampfungswärme.    Gleichungen  von 
Clausius  und  Clapeyron.    Anwendung  auf  dem   Schmelz-   und    Subli- 
mationsvorgang. Energie-  und  Entropieänderung  beim  Verdampfen. 

Von  den  im  letzten  Paragraphen  erwähnten  beiden  Aggregat- 
zustandsänderungen  ist  nun  die  Verdampfung  bzw.  der  um- 
gekehrte  Vorgang  der  Kondensation  oder  Verflüssigung  bei 
weitem  der  wichtigste.  Wir  wollen  uns  daher  zunächst  mit 
diesem  eingehender  beschäftigen,  wobei  uns  der  Umstand  sehr 
zustatten  komrnt,  dafs  hierüber  an  einigen  Körpern  sehr  zu- 
verlässige und  umfassende  Experimentaluntersuchungen  vor- 
liegen, welche  nicht  nur  die  Prüfung  theoretisch  erhaltener 
Resultate,  sondern  auch  eine  weitgehende  Verwendung  derselben 
für  technische  Zwecke  ermöglichen.  Auf  den  Schmelz-  bzw. 
Erstarrungsvorgang  werden  wir  dabei  nur  insoweit  zurückgreifen» 
als  derselbe  Analogien  mit  der  Verdampfung  bzw.  Kondensation 
aufweist. 

Bei  unseren  Betrachtungen  gehen  wir  von  der  Dampf- 
spannungs kurve  im  j?  T- Diagramm  aus,  die  durch  zahl- 
reiche Versuche,  von  denen  man  die  meisten  dem  Franzosen 
Regnault  verdankt,   empirisch  für  eine  Anzahl  von  Körpera 
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festgelegt  ist.  Eine  analytische  Formulierung  des  Verlaufes 
dieser  Kurve  setzt,  wie  wir  gleich  hier  bemerken  wollen,  die 
Kenntnis  der  Zustandsgieichung  des  Körpers  innerhalb 
eines  Bereiches  voraus,  welches  das  Sättigungsgebiet  umfalst. 
Wie  unvollkommen  wir  aber  gerade  nach  dieser  Richtung  orien- 
tiert sind,  und  welche  Schwierigkeiten  und  Widersprüche  mit 
anderweitigen  Erfahrungsmitteln  sich  aus  der  Verwendung  empi- 
rischer Zustand sgleichungen  ergeben,  werden  wir  noch  eingehend 
festzustellen  haben  und  müssen  uns  daher  vorläufig  mit  der  aus 
Beobachtungen  punktweise  ermittelten  Dampfspannungskurve 
begnügen.  Ganz  dasselbe  gilt  auch  für  die  Grenzkurve,  deren 
für  viele  Körper  gut  bekannter  Verlauf  im  Arbeitsdiagramm 
sich  bis  jetzt  noch  nicht  durch  einen  geschlossenen  Ausdruck 
analytisch  wiedergeben  läfst,  so  dals  man  auch  hier  aui  graphische 
oder  tabellarische  Darstellungen  angewiesen  ist.  Die  beiden  im 
kritischen  Punkte  K  zusammenlaufenden  Äste  dieser  Kurve, 
deren  einer  der  gerade  siedenden  Flüssigkeit  angehört,  während 
der  andere  den  trocken  gesättigten  Dampf  bestimmt,  wollen 
wir  in  der  Folge  kurz  als  innere  und  äufsere  Grenzkurve 
bezeichnen  und  allen  den  ersteren  eigentümlichen  Grölsen  den 
Index',  denen  der  zweiten  dagegen  den  Index"  erteilen.  Die 
bei  gleichem  Drucke  p  beiden  gemeinsame  Temperatur  sei  ab- 
solut genommen  @,  und  in  Zentigraden  der  Celsiusskala  ^, 
während  die  absoluten  Temperaturen  aufserhalb  der  Grenzkurve 
für  einen  und  denselben  Druck  mit  T'  bzw.  T"  bezeichnet 
werden  mögen,  je  nachdem  sie  Punkten  des  Flüssigkeits-  bzw. 
des  Überhitzungsgebietes  zugehören. 

Nunmehr  denken  wir  uns  den  zu  untersuchenden  Körper 
in  flüssiger  Form  bei  O^C  gegeben  und  ändern  den  Druck  so- 
lange, bis  die  Flüssigkeit  bei  dieser  Temperatur  zu  sieden  be- 
ginnt. In  diesem  Zustande  habe  der  Körper  die  Energie  Üq' 
und  die  Entropie  Sq,  beides  Gröfsen,  welche  bis  auf  willkürliche 
Konstante  durch  den  Druck  Pq  und  das  spezifische  Volumen  Vq' 
eindeutig  bestimmt  sind.  Erwärmen  wir  die  Flüssigkeit  unter 
gleichzeitiger  Drucksteigerung  bis  p  so,  daTs  sie  immer  gerade 
im  Siedezustande  verharrt,  ohne  doch  Dampf  zu  entwickeln,  so 
wird  ihre  Zustandsanderung  sich  auf  der  inneren  Grenzkurve  ab- 
spielen und  wir  erhalten  für  die  Wärmezufuhr  pro  1  kg 


§  18.    Energie  und  Entropie  nasser  Dämpfe. 


191 


q  =  Ä  [V 


Po 


(1) 


Diese  Wärmemenge,  welche  nötig  ist,  um  die  Temperatur  der 
Gewichtseinheit  der  Flüssigkeit  auf  der  inneren  Grenzkurve  von 
Öo  =  2730  auf  0  zu  erhöhen,  wollen  wir  nach  dem  Vorgange 
von  Zeuner  als  die  Plüssigkeitswärme  bezeichnen.  Die- 
selbe mufs,  da  sowohl  der  Druck,  wie  auch  das  spezifische 
Volumen  auf  der  Grenzkurve  und  mit  diesem  der  Energieinhalt  TJ* 
durch  die  momentane  Siedetemperatur  0  gegeben  sind,  eine 
reine  Temperaturfunktion  sein,  für  die  man  auch  unter 
Einführung  der  spezifischen  Wärme c'  der  inneren  Grenz- 
kurve 

dq  =  c'dO    oder    q=^c'dG (2) 

schreiben  darf,  worin  natürlich  c'  wieder  eine  reine  Temperatur- 
funktion ist.  Es  läfst  sich  nun  leicht  übersehen,  in  welcher 
Weise  diese  neue  spezifische  Wärme  mit  den  entsprechenden 
Gröfsen  für  konstanten  Druck  Cp'  und  konstantes  Volumen  Cv' 
der  Flüssigkeit  auf  der.  Grenzkurve  zusammenhängt.  Zu  diesem 
Zwecke  denken  wir  uns  im  Arbeitsdiagramm  Fig.  63  die  bei  0 
siedende  Flüssigkeit  einmal  bei  konstantem  Volumen  auf  0  +  dT 
erwärmt,  wobei  der  Druck 
auf  p  -\-  dp  steigt  und  die 
Flüssigkeit  aus  dem  Sätti- 
gungsgebiet heraustritt.  Die 
hieran  nötige  Wärmemenge 
ist  pro  1  kg  Cv'  d  T.  Alsdann 
bringen  wir  sie  durch  Er- 
wärmung bei  konstantem 
Druck  wieder  in  die  Grenz- 
kurve  zurück,  wo  ent- 
sprechend dem  Drucke  p-{'dp 
die      Temperatur      &  -{-  d& 

herrscht,  so  dafs  eine  Wärmemenge  von  Cp'  (d&  —  d  T)  zuzu- 
führen ist.  Entziehen  wir  ihr  schliefsHch,  auf  der  Grenzkurve 
herabsteigend,  die  Flüssigkeitswärme  dq^  so  haben  wir  einen  un- 
endlich kleinen   Kreisprozefs  durchlaufen,   bei  dem   die  gewon- 
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nene  Arbeit  im  Betrage  von  ~  dpdv'  als  Differential  zweiter  Ord- 
nung gegen  die  Wärmeelemente  erster  Ordnung  vernachlässigt 
werden  kann.    Somit  besteht  die  Gleichung 

Cv'dT  +  V  {d@  —  dT)  =  &dQ, 
in    welcher    für    die   Temperaturerhöhung  dT   bei   konstantem 
Volumen 

zu  setzen  ist,  so  dafs  wir  auch  schreiben  dürfen 

(^'-^')^=(^-'-^^')(^l       ....     (3) 


dQ     ^  [br\ 

-T-  und    -r—  I 


Von  den  beiden  Differentialquotienten  -j-  und  ( -r—  1  ist  der 

erste  der  Dampfspannungskurve  im  j9  T-Diagramm  zu  entnehmenr 

-^—\   aus    der  Zustandsgieichung   folgt.     Für    Drücke 

weit  unterhalb   des  kritischen  pky  und  reine  Flüssigkeiten  darf 
man  dieser  mit  hinreichender  Genauigkeit  die  Form 

oder  auch  wegen  der  Kleinheit  der  Volumänderungen 

v'{l+ß{p-Po)}  =  Vo^{l  +  aT'  +  dT'^}  .     .     .     (4) 

Hierin  bedeutet  («  +  ^  ^0  ^^^  Ausdehnungskoeffizienten ^ 
ß  die  kubische  Kompressibilität  der  Flüssigkeit,  po  den  Atmo- 
sphärendruck und  t'  die  Temperatur  gemessen  vom  Nullpunkt 
der  Celsiusskala.     Aus  (4)  folgt  aber  sofort 

ibr\  _  l^i\ v^ 

\i>p  j  -  \hp  1  -  Vo'{a  +  2är')   ■     ■     ■     ■     ^^> 

Beispielsweise  hat  man  für  Wasser  nach  Beobachtungen  von 
Hirn  und  Amagat 

«  =  0,00009,    ^  =  0,000003,    /9  =  0,00004, 

wenn  p  in  Atmosphären  gemessen  wird.    Alsdann  ergibt  sich   für  den 
Siedepunkt  des  Wassers 

(9. =«•«»■ 
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Anderseits  folgt  für  diesen  Punkt  ans  der  Spann ungskurve  nach 
Kegnault 

80  dafs  wir  für  siedendes  Wasser  unter  Atmosphärendruck  nach  Gl.  (3) 

(V  _  «-)  =  ?g?  (V  -  c.')  =  0,002  fe'  -  c.') 
erhalten. 

Da  nun  für  Flüssigkeiten  mit  geringer  Volumänderung  die 
Differenz  Cp'  —  Cv'  ohnehin  nur  sehr  klein  ßein  kann,  so  gilt  dies 
unter  den  vorstehenden  Bedingungen  in  noch  viel  höherem 
Mafsevoncp'  —  c',  so  dals  wir  in  genügendem  Abstände 
vom  kritischen  Punkte  unbedenklich  Cp*  =  &  setzen 
und  für  die  Flüssigkeitswärme  angenähert  an  Stelle 
von  (2) 

s 
dq  =  Cp'  d&    oder   q  =  {  Cp'  dS (2a) 


schreiben  dürfen.  Die  praktische  Bedeutung  dieser  Näherungs- 
formeln liegt  in  der  verhaltnismäfsigen  Leichtigkeit  der  direkten 
Bestimmung  der  spezifischen  Wärme  Cp,  während  die  Ermittlung 
von  c'  wie  diejenige  anderer  spezifischen  Wärmen  nur  auf 
indirektem  Wege  möglich  ist. 

Haben  wir  nun  die  Flüssigkeit  im  Siedezustande  bei  der 
absoluten  Temperatur  ©,  welche  nach  der  Dampfspannungskurve 
in  pT- Diagramm  dem  Drucke  i?  entspricht,  so  wird  jede  weitere 
Wärmezufuhr  bei  konstantem  Drucke  eine  Verdampfung  zur 
Folge  haben,  so  zwar,  dafs  unter  ü"  die  Energie  der  Gewichts- 
einheit trocken  gesättigten  Dampfes  vom  Volumen  v"  verstanden, 
die  latente  oder  Verda^mpf ungswärme  sich  zu 

r  =  Ä{U"—U')-\~Äp{v''  —  v').  ...  (5) 
ergibt.  Da  auch  bei  diesem  Vorgange  durch  die  Temperatur  ® 
sowohl  der  Druck  p  als  auch  die  Volumina  v'  und  v"  gegeben 
sind,  so  gilt  dies  ebenso  von  den  Energiegröfsen  ü*  und  Z7", 
und  daraus  folgt  in  Übereinstimmung  mit  der  Erfahrung,  dafs 
auch  die  Verdampfungswärme  reine  reine  Temperatur- 
funktion sein  mufs. 

Während  nun  für  die  Flüssigkeitswärme  q  infolge  der  mini- 
malen Volumänderungen    die   dem   zweiten    Gliede   der   linken 

Lorenz,  Techn.  Wärmelehre.  13 
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Seite  von  Gl.  (1)  entsprechende  änfeere  Arbeit  nur  eine  unter- 
geordnete Rolle  spielt,  nimmt  dieselbe  beim  Verdampfungs- 
prozels  sehr  beträchtliche  Werte  an.  Es  erscheint  deshalb  sehr 
zweckmäf sig,  mit  Z  e  u  n  e  r  für  die  um  diesen  Betrag  verminderte 
Verdampfungswärme,  welche  nach  der  kinetischen  Auffassung 
das  Äquivalent  der  Disgregationsarbeit  der  Flüssigkeits- 
moleküle darstellt,  eine  besondere  Bezeichnung  einzuführen 
und  diese  neue  Gröfse 

^  z=  r  —  ^i?  {v''~-  vO  =  Ä{ü"—  V)    .     .     .       (6) 

die  innere  Verdämpfungswärme  im  Gegensatze  zu  der 
äufseren  Verdampfungswärme  Ä]^(v"—v')  und  der  ge- 
samten Verdampfungswärme  r  zu  nennen. 

Die  zur  vollständigen  Umwandlung  unserer  Flüssigkeit  von 
©0  oder  0^  C  in  gesättigtem  Dampf  von  @  nötige  Wärmezufuhr 
ergibt  sich  demnach  durch  Addition  von  (1)  und  (5)  pro  1  kg  zu 
*  X  =  q-\-r=:q+Q  +  Ap{v"-'V')  ....  (7) 
und  soll  in  der  Folge  als  Gesamt  wärme  des  trocken 
gesättigten  Dampfes  bezeichnet  werden.  Sie  ist  natürlich 
ebenso  wie  ihre  Bestandteile  q,  r,  bzw.  q  und  Äp{v"  —  v') 
eine  reine  Funktion  der  Sättigungstemperatur  ©.  Die 
Einführung  der  Gesamtwärme  und  ihre  Bestimmung  für  eine 
grofse  Zahl  von  Stoffen  in  weiten  Temperaturintervallen  ist  eines 
der  gröfsten  Verdienste  des  Französen  Regnault,  welcher  da- 
durch zugleich  der  Begründer  der  rationellen  Theorie  der  ge- 
sättigten Dämpfe  geworden  ist. 

Nachdem  wir  so  durch  Zufuhr  der  Gesamtwärme  X  die 
Gewichtseinheit  unserer  Flüssigkeit  in  trocken  gesättigten  Dampf 
verwandelt  haben,  bleibt  uns  nur  noch  die  Bestimmung  der- 
jenigen Wärmemenge  übrig,  mit  welcher  der  Körper  auch  bei 
Veränderung  des  Druckes  und  der  Temperatur  im  trocken  ge- 
sättigten Zustande  erhalten,  oder  mit  anderen  Worten  eine 
Zustandsänderung  auf  der  äufseren  Grenzkurve 
durchlaufen  kann.  Da  der  Verlauf  dieser  Kurve  im  Arbeits- 
diagramm als  bekannt  vorausgesetzt  wird,  so  ist  damit  auch  die 
äufsere  Arbeitsleistung  bei  einer  solchen  Zustandsänderung  durch 
die  anfängliche  und  schliefsliche  Temperatur  bestimmt  und 
unsere  Aufgabe  läuft  im  wesentlichen  auf  die  Ermittlung  der 
spezifischen    Wärme   c"    der   äufseren  Grenzkurve  hinaus. 
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Fig.  64. 


Zu  diesem  Zwecke  lassen  wir  den  Körper  von  einem  Anfangs- 
zustande A  (Fig.  64) ,  in  dem  er  beim  Drucke  p  gerade  die 
Siedetemperatur  0  besitzt,  aber  noch  vollkommen  flüssig  ist, 
ausgehend  einen  Kreisprozefs 
durchlaufen,  indem  wir  ihn 
zunächst  durch  Zufuhr  der 
Wärmemenge  c'd&  auf  der 
inneren  Grenzkurve  erwärmen, 
wodurch  er  in  den  Zustand  A* 
entsprechend  dem  Drucke 
p  -\-  dp  und  der  Siedetempe- 
ratur &  '\-  dQ  übergeht. 
Führen  wir  ihm  dann  bei 
diesem  Drucke  die  dem- 
selben entsprechende  latente  Wärme  r  -[-  dr  zu,  so  ver- 
dampft er  vollständig  unter  Arbeitsleistung  und  gelangt  in  den 
Zustand  JB'.  Nunmehr  entziehen  wir  ihm,  ohne  die  äulsere 
Grenzkurve  zu  verlassen,  das  Wärmeelement  c"d&,  wonach  er 
wieder  die  anfängliche  Temperatur  @  und  den  zugehörigen 
Druck  p  besitzt.  Um  ihn  schliefslich  in  den  ursprünglichen 
Flüssigkeitszustand  zurückzubringen,  brauchen  wir  dann  nur  noch 
die  der  Temperatur  0  entsprechende  Verdampfungswärme  r  zu 
entziehen.  Das  Ergebnis  aller  dieser  Zustandsänderungen  ist 
dann  offenbar  ein  Arbeitsgewinn,  dessen  Äquivalent  sich  aus 
der  Differenz  der  äufseren  latenten  Wärme  bei  den  Temperaturen 
0  und  Q-]-d&  zu  A{v"  —  v')dp  ergibt,  so  dafs  wir  nach  der 
Energiegleichung  auch  haben 

&d('')-{-r-\-dr  —  c"dO  —  r=A(v"—v')dp 
oder  kürzer 


(8) 


Da  nun  &dQ  =  dq  und  q  -{^  r  =  k  war,  so  dürfen  wir  auch 
hierfür  schreiben 


d(^  ^  ^  d& 


(8a) 


Nach  diesen  von  Gl  aus  ins  zuerst  angegebenen  Formeln  ist 
also  die  spezifische  Wärme  c"  des  trocken  gesättigten 
Dampfes  durch  die  uns  schon  bekannten  Temperaturfunktionen 

13* 
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bestimmt.  Ihr  Vorzeichen  hängt,  da  die  Volumsdifferenz  v" — r' 
stets  positiv  ist,  wesentlich  von  der  Veränderlichkeit  der  Gesamt- 
wärme und  des  Druckes  mit  der  Sättigungstemperatur  ab.  Wir 
werden  später  sehen,  dafs  die  letztere  VeränderUchkeit  für  die 
meisten  praktisch  wichtigen  Dämpfe  überwiegt,  so  dafs  für  die- 
selben c"  negativ  wird. 

Durch  eine  geringe  Modifikation  des  eben  betrachteten  Kreis- 
prozesses gelingt  es  weiterhin,  eine  Beziehung  zwischen  der  Ver- 
dampfungswärme und  den  andern  Variabelen  abzuleiten,  welche 
für  die  Theorie  der  Dämpfe  wohl  die  gröfste  Bedeutung  besitzt. 
Legen   wir   nämlich   durch    die   beiden    Schnittpunkte  Ä  und  B 

einer  Isobare  mit  den  Grenz- 
kurven im  Arbeitßdiagramm 
Fig.  65  Adiabaten,  so  schneiden 
dieselben  eine  benachbarte  Iso- 
bare in  den  Punkten  0  und  I>. 
Der  zwischen  den  vier  Punkten 
ÄBDC  eingeschlossene  Prozels 
ist  aber,  da  innerhalb  des  Sätti- 
gungsgebietes der  Druck  sich  nur 
mit  der  Temperatur  ändert,  die 
Isobaren  also  gleichzeitig 
Isothermen  darstellen ,  ein 
elementarer  Carnotscher  Kreislauf ,  dessen  Verwandlungswert 
sofort  durch  das  Verhältnis  dQ:&  gegeben  ist.  Anderseits 
ist  die  bei  der  isothermen  Zustandsänderung  von  Ä  nach  B 
zugeführte  Wärme  r,  während  das  Äquivalent  der  geleisteten 
Arbeit  bis  auf  unendlich  kleine  Gröfsen  zweiter  Ordnung  mit 
Ä(v" — v')dpy  also  dem  schon  aus  dem  zuletzt  untersuchten 
Kreislaufe  gewonnenen  Betrage  übereinstimmt.  Wir  erhalten 
somit   die   zuerst  von  Clapeyron  (1834)  angegebene  Gleichung 


Fig.  65. 


oder 


A{v"-^v')dp 


r  =  ÄG{v"  —  v') 


de 
& 

dp 
Je 


(Ö) 


Mit  dieser  Gleichung  können  wir  aber  auch  sofort  an  Stelle 
von  (8)  schreiben 
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dr 


"'  ~  d@ 


-w=^m{-w)  •  ■  («^) 


eine  Formel,  auf  die  wir  noch  zurückkommen  werden.  Die 
Clape3nron8che  Gl.  (9)  bietet  uns  aufserdem  die  Möglichkeit,  aus 
dem  Verlaufe  der  Dampfspannungskurve  im  p  T-  Diagramm  sowie 
aus  dem  der  Grenzkurven  im  Arbeitsdiagramm  die  latente  Wärme  r 
zu  berechnen.  Häufig  wird  indessen  der  umgekehrte  Weg  ein- 
geschlagen, da  es  leichter  ist,  mit  Hilfe  der  Regnaultschen 
Versuchsmethoden  X  bzw.  r  zu  bestimmen,  als  das  spezifische 
Volumen  v"  der  trocken  gesättigten  Dämpfe,  welches  man  somit 
bei  bekannten  r  aus  (9)  berechnen  kann.  Auf  diese  Weise  sind 
die  Zahlen  der  bekannten  Dampf tabellen  von  Zeuner  ent- 
standen, auf  die  wir  später  eingehen  werden.  Nur  soviel  sei 
an  dieser  Stelle  bemerkt,  dafs  man  aus  Gl.  (9)  über  die  Ver- 
änderüchkeit  von  r  mit  der  Temperatur  schon  aus  dem  AnbHcke 
des  i?  T- Diagramms  und  der  Grenzkurven  im  Arbeitsdiagramm 
Aufschlufs  erhält.  Mit  steigender  Temperatur  nimmt  nämlich 
augenscheinlich  die  Differenz  v"  —  v'  im  allgemeinen  rascher  ab, 
als  der  Differentialquotient  dpidQ  zunimmt,  so  dals  wir 
eine  Abnahme  von  r  mit  steigender  Temperatur  erwarten  dürfen. 
Im  kritischen  Punkte  selbst  hat  dp:d&  noch  einen  end- 
lichen Wert,  während  v"  =  &  geworden  ist,  so  dafs  dort  mit 
dem  Aufhören  des  Unterschiedes  zwischen  Flüssig- 
keit und  Dampf  auch  die  Verdampfungswärme  r 
verschwindet. 

Der  Olapeyronschen  Gleichung  wohnt  indessen  eine  noch  viel 
allgemeinere  Bedeutung  inne,  da  sie  sich  z.  B.  sofort  auch  auf  den 
Schmelzprozefs  anwenden  läfst,  der  ja,  wie  wir  im  vorigen 
Paragraphen  erkannt  haben,  dem  Verdampf ungsvorgang  vollkommen 
analog  verläuft.  Bezeichnen  wir  die  Volumänderung  beim  Schmelzen 
des  festen  Körpers  mit  Jv,  die  Schmelzwärme  wie  früher  mit  8 
und  die  dem  Drucke  j?  entsprechende  Schmelztemperatur  mit  X,  so 
lautet  unsere  Formel 

s  =  Ä%^Jv (9a) 

Nun  haben  wir  früher  gesehen,  dafs  z.  B.  für  den  Übergang  von 
Eis  in  Wasser  J  v  der  Kontraktion  entsprechend  negativ  war,  während 
die  Schmelzwärme  8  sich  positiv  ergab.  Daraus  folgt  aber,  dafs  auch 
der   Differentialquotient    dp  :  d%  negativ    sein    mufs,   d.  h.    dafs    die 
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Schmelzdruckkurve  im  ^T-Diagramm  eine  Drucksteige- 
rung mit  sinkender  Temperatur  anzeigt  (Fig.  60).  Mit  dem  für 
Wasser  und  Eis  gültigen  Werte  Jv= 0,00100  -  0,00109 = -  0,00009  cbm/kg 
und  8CV)80  WE  für  X  =  273»  folgt  in  der  Tat 

d%  273   0,00009 


dp  "^  424 .  80 


-0,00000073^ 


Hierin  ist  der  Druck  in  kg/qm  zu  verstehen,  so  dafs  für  eine 
Atmosphäre  d.  i.  10333  kg/qm  Drucksteigerung  sich  eine  Schmelzpunkt- 
erniedrigung von  etwa  0,0075  ^  in  guter  Übereinstimmung  mit  Beobach- 
tungen von  W.  Thomson  (1851)  ergibt.  Neuerdings  ist  auch  an  zahl- 
reichen anderen  Stoffen  ein   derartiges  Verhalten  festgestellt  werden. 

Hiemach  würde  das  Eis,  welches  bei  0°  (5C  =  273®)  unter  Atmo- 
sphärendruck schmilzt,  im  absoluten  Vakuum  schon  bei  -{-OfiOlb^  zum 
Schmelzen  gebracht  werden  können.  In  Wirklichkeit  aber  gelangen 
wir  damit  schon  in  den  Bereich  der  Sublimation,  welche  ungefähr  bei 
dieser  Temperatur  beginnt  und  der  ein  Dampfdruck  über  dem  Eise 
von  4,6  mm  Hg  =  0,06  Atm.  entspricht.  Durch  diese  Werte  ist  aber 
der  im  letzten  Paragraphen  erwähnte  Verzweigungspunkt  Z  im  pT-  Dia- 
gramm bestimmt.  Unterhalb  desselben  sublimiert  nun  das  Eis,  indem 
es  bei  der  Temperatur  0'  und  dem  Druck  j?'  die  Sublimations- 
wärme aufnimmt,  welche  nichts  anderes  als  die  Summe  aus  der  Ver- 
dampfungswärme r  und  Schmelzwärme  8  sein  kann.  Wir  haben  somit 
für  den  Sublimationsvorgang  die  Gleichung 

r  +  8  =  A0'(t;"-i;)^, (10), 

wofür  wir  auch  wegen  der  Kleinheit  des  Eisvolumens  v  gegen  da» 
Dampfvolumen  v"  bei  den  fraglichen  Temperaturen 

angenähert  schreiben  dürfen.  Ganz  analog  haben  wir  also  auch  für 
die  Verdampfung  aus  der  Flüssigkeit  mit  Vernachlässigung  des  Flüssig- 
keitsvolumens v' 

d& 

Im  Verzweigungspunkte  ist  nun  p  =  p'  und  0  =  0',  ohne  dafs 
diese  Übereinstimmung  sich  auf  den  Differential  quo  tienten  zu  erstrecken 
braucht.  Denn  wir  erhalten  durch  Subtraktion  der  beiden  letzten 
Formeln 

■="-"(K-^j <■■). 
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woraus  man  sofort  erkennt,  dafs  im  p  T-  Diagramm  (Fig.  60)  die  Schmels- 
kurve  p'^  im  Verzweigungspunkt  Z  eine  gröfsere  Neigung  gegen  die 
Temperaturachse  besitzt  als  die  Dampfdruckkorve  p  ®,  In  der  Tat  zeigt  die 
nachstehende  kleine  Tabelle  nach  J  nhlin  (1892),  dals  der  Dampfdruck 
über  Eis  bei  derselben  Temperatur  stets  tiefer  liegt,  als  derjenige  über 
unterkühltem  Wasser. 

Tabelle  X. 


Dampfdruck  über  Eis  und  Wasser. 

Temperatur 

in  oc 

DampfdrucI 
ül 

Eis 

c  in  mm  Rg 
)er 

Wasser 

Differenz 

•     -13 

—  10 

-  5 
0 

1,532 
1,999 
3,068 
4,602 

1,744 
2,197 
3,203 
4,618 

0,212 
0,198 
0,135 
0,016 

Für  0®  ist  die  Differenz  echon  sehr  klein  wegen  der  Nachbarschaft 
des  Verzweigungspunktes.  Dasselbe  Verhalten  wurde  von  Fischer 
(1886)  konstatiert. 

Nach  dieser  Abschweifung  kehren  wir  zu  den  gesättigten 
Dämpfen  zurück  und  bestimmen  zunächst  die  Änderung  der 
Energie  JJ  eines  Gemisches  mit  dem  Dampf gehalte  x  in  der 
Gewichtseinheit.  Dabei  gehen  wir  von  der  ersten  Hauptgleichung 
aus,  die  wir  in  der  Form 

AdV=dQl  —  Apdv (12) 

schreiben  können,  und  berechnen  die  Wärmemienge  d(^  aus 
einem  Elementarkreisprozefs  A  B  CD  im  Sättigungsgebiet  (Fig.  66), 
welches  die  zu  untersuchende 
Zustandsänderung  CD  enthält. 
In  diesem  Kreislauf  nehmen 
wir  den  Punkt  C,  dem  die 
spezifische  Dampfmenge  x  bzw. 
das  spezifische  Volumen  Vx  ent- 
sprechen möge,  zum  Ausgang. 
Der  zugehörige  Druck  sei  p, 
die  Temperatur  0  und  die 
latente  Wärme  r.  Nunmehr 
verflüssigen  wir  das  Gemisch 
vollständig  bei  diesem  Druck  Fig.  66. 
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durch  Entziehung  der  Wärmemenge  xr,  so  dafe  wir  bei  A  die  innere 
Grenzkurve  erreichen.  Auf  dieser  steigern  wir  den  Druck  um  dp 
und  die  Temperatur  um  d&  durch  Zufuhr  des  Wärmeelementes 
dq  =  c'd&  und  gelangen  so  nach  5,  worauf  wir  wieder  verdampf öti, 
bis  die  spezifische  Dampf  menge  x  -{-  dx  im  Punkte  D  erreicht  ist. 
Hierzu  benötigen  wir,  da  auch  die  latente  Wärme  entsprechend 
dem  Drucke  p-{-  dp  auf  r  -]-  dr  steigt,  eine  Wärmezufuhr  von 
xr  -]-  d  (xr).  Gehen  wir  schUefslich  auf  umkehrbarem  Wege 
von  D  nach  C  unter  Entziehung  des  gesuchten  Wärmeelementes 
dQy  so  haben  wir  durch  unseren  Kreislauf  das  Arbeitsäquivalent 
Ä  {vx  —  v')  dp  gewonnen,  und  dürfen  mithin  schreiben 

—  xr  -]-  dq  -{-  xr  -{-  d  (xr)  —  dQ  ^  Ä  (vx  —  v')  dp 
oder 

dQ=±dq-{-d{xr)  — Ä{vx  —  v')dp     .     .     .     (13) 

Führen  wir  diesen  Ausdi*uck  in  (12)  ein  und  beachten,  dafs 
dort  Vx  an  Stelle  von  v  zu  setzen  ist,  so  haben  wir  auch 

Ädü  =  dq-{-  d(xr)  —  Ad  (vxp)  +  Av'dpy 

oder  wegen  GL  (1)  des  vorigen  Paragraphen  Vz  =  v'-\-x  {v'*  —  v') 

Adü  =  dq-\-d  {xr)  —  Ad  {x  (v''  —  v^)  p)  —  Apdv^ 

Sehen  wir  nunmehr  von  der  aufserordentlich  kleinen  Veränder- 
Hchkeit  des  spezifischen  Flüssigkeitsvolumens  v'  gänzlich  ab,  was 
bei  hinreichender  Entfernung  vom  kritischen  Punkte  immer  zu- 
lässig ist,  so  vereinfacht  sich  die  letzte  Gleichung  in 
AdV  =  dq  -{-  d  [xr  ^  Ax  {v"  —  v')  p], 

oder  auch  unter  Einführung  der  inneren  Verdampfungswärme  q 
nach  GL  (6) 

AdV  =  dq-{-d{xQ) (14) 

Gehen  wir  demnach  von  einem  durch  q^x^Qi  gegebenen 
Anfangszustand  aus,  so  hat  sich  beim  Übergang  in  den  Zustand 
qxQ  die  Energie  des  nassen  Dampfes  um  den  Betrag 

TJ—V^  =  -^{q  —  q^  +  XQ—x^Q^),     .     .     (14a) 

geändert,  ein  durch  seine  Einfachheit  gewifs  überraschendes  Er- 
gebnis. 

Die  vorstehende  Betrachtung  können  wir  aber  auch  zur  Ge- 
winnung eines  Ausdruckes  für  die  E  n  t  r  o  p  i  e  änderung  des  nassen 
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Dampfes  benutzen.    Zu  diesem  Zwecke  setzen  wir  zunächst  in 
Gl.  (13)  mit  Hilfe  der  Formel  für  das  spezifische  Volumen 

Vx  —  V*  =  X  iy"  —  v') 
und  erhalten  so  für  die  Wärmezufuhr  bei  einer  beliebigen  Zu- 
standsänderung 

dq  =  dci  +  d{xr)  —  Ax{v*'  —  vf)dp      .     .     (13a) 

Beachten    wir    nunmehr ,    dafs    nach    der   Clapeyronschen 
Gleichung 

^(v"— «')*?  =  ^  d& 

war,  so  wird  aus  (13a) 

dq  =  dq  +  d{xr)-'^dQ, 

oder  nach  Zusammenziehung  der  letzten  beiden  Glieder 

dq^dq  +  edi"^/ (15) 


Diese  Differentialgleichung  ist  nun  im  Gegensatze  zu  (14) 
nicht  ohne  weiteres  integrabel,  da  das  zweite  Glied  der  rechten 
Seite  kein  vollständiges  Differential  darstellt.  Diese  Schwierigkeit 
fällt  aber  sofort  weg,  wenn  wir  durch  die  Temperatur  0  divi- 
dieren und 


dq__dq 
0    -   ©   +'* 


(-) 


schreiben,  worin  das  erste  Glied  der  rechten  Seite  jetzt  offenbar 
die  Entropieänderung   dS*   der   Flüssigkeit   auf   der 
inneren    Grenzkurve    und    die   linke   Seite   die   gesamte 
Entropieänderung  dS  bedeutet. 
Unsere  Gleichung  lautet  somit  auch 


¥) 


dS  =  dS'  +  d[-f^] (16), 

oder  nach  Integration 

S-Si  =  5'-5i'  +  ^-^     .    .    .    (16a), 

worin  der  Index  1  einen  Anfangszustand  andeutet.  Soll  im 
Anfang  gerade  siedende  Flüssigkeit  vorhanden  sein,  welche  durch 
Wärmezufuhr    bei    konstantem    Druck    in    trocken    gesättigten 
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Dampf  übergeführt  wird,  so  haben  wir  iCi  =  0,  x  =  1  und  S^  = 
S'  =  Si',  Bezeichnen  wir  dann  die  Entropie  des  trocken  ge- 
sättigten Dampfes  für  die  Temperatur  ©  mit  Ä",  so  wird  auß 
(16a)  für  diese  Zustandsänderung 

S"-S'  =  ^. (16b), 

SO  dafs  der  Quotient  r :  S  unmittelbar  den  Entropiezuwachs  bei 
der  Verdampfung  angibt.  Die  Differentialgleichung  dieser  Formel 
stimmt  übrigens  mit  (8b)  überein,  da  man  offenbar 

,     .,        ,  &'de  =  QdS" 

schreiben  darf. 

Es  ist  nun  üblich,  ebenso  wie  der  Flüssigkeitswärme  so  auch 

der  Entropie  der  beim  Gefrierpunkt  des  Wassers  (0^  oder  ©o  = 

273  0)  gerade  siedenden   Flüssigkeit  willkürlich    den  Wert  Null 

zuzuschreiben,  und  dann  die  Werte  von 


-i^ 


und    S''  —  S'  = 


© 


(17) 


als  reine  Temperaturfunktionen  in  die  schon  erwähnten  Dampf- 
tab eilen  neben  dem  Druck  p,  der  Siedetemperatur  ©,  dem 
Differentialquotienten  dp  :  d&  sowie  den  spezifischen  Volumina 
v'  und  v"  und  der  Verdampfungswärme  aufzunehmen,  wodurch 
die    rechnerische    Verfolgung    von    Zustandsänderungen    nasser 

Dämpfe  sehr  erleichtert  wird. 
Das  Berechnungsverfahren  der 
Tabellenwerte  hängt  natürlich 
von  den  empirisch  ermittelten 
Ausgangsdaten  ab,  die  für  die 
einzelnen  Substanzen  von  den 
Beobachtern  mit  Rücksicht 
auf  deren  Eigenschaften  und 
die  Zuverlässigkeit  der  Fest- 
stellung verschiedenartig  ge- 
wählt wurden.  Hierauf  sowie 
auf  die  Kontrollen,  welche 
infolge  der  Beobachtung  von 
Werten,  die  miteinander  durch  unsere  Formeln  sich  ergebeti, 
werden  wir  bei  der  speziellen  Behandlung  der  einzelnen  Dampf- 
arten noch  zurückkommen. 


Fig.  67. 
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Schliefslich  sei  noch  erwähnt,  däls  das  thermische  Verhalten 
der  nassen  Dämpfe  am  bequemsten  im  Wärmediagramm  ver- 
folgt werden  kann,  dessen  Konstruktion  bei  bekannter  Abhängig- 
keit der  beiden  Entropien  S'  und  S"  von  der  Temperatur  keine 
Schwierigkeiten  mehr  bereitet.  Auch  in  diesem  Diagramm  ei:- 
halten  wir,  wie  Fig.  67  andeutet,  zwei  Grenzkurven,  die  wegen 
des  Verschwindens  von  *•  im  kritischen  Punkte  zusammenfallen. 

§  19.    Die  Berechnung  von  Dampf tabellen. 

Die  gewöhnliche  und  reduzierte  Spann ungskurve.  Gesamtwärme  von 
Wasserdampf  nach  Regnault.  Unsicherheit  der  spezifischen  Wärme 
des  Wassers.  Versuche  von  Frank  über  die  Verdampfangswärme  von 
Wasser.  Battellis  Bestimmung  des  spezifischen  Wasserdampfvolumens. 
Zustandsgi eichung  von  Tumlirz.  Tabelle  des  gesättigten  Wasser- 
dampfes. 

Die  Verwendung  der  im  letzten  Abschnitt  gewonnenen  Be- 
ziehungen für  die  rechnerische  Verfolgung  beliebiger  irgend- 
wie definierter  Zustandsänderungen  innerhalb  des  Sättigungs- 
gebietes setzt  naturgemäls  die  Kenntnis  aller  mafsgebenden 
Gröfsen  als  Funktionen  der  Sättigungstemperatur  voraus.  Da 
diese  Funktionen  durch  die  Wärmegleichungen  des  letzten  Para- 
graphen selbst  miteinander  verknüpft  sind,  so  erscheint  es  mög- 
lich, einzelne  derselben  aus  dem  Verhalten  der  anderen  für  jede 
vorgelegte  Sättigungstemperatur  abzuleiten.  Als  Ausgang  dient 
uns  dabei  stets  die  Spannungskurve  im  ^jT-Diagramm, 
deren  Verlauf  durch  äufserst  sorgfältige  Versuche  für  einige 
Körper  mit  ausreichender  Genauigkeit  festgelegt  ist.  Vor  allem 
gilt  dies  für  den  technisch  hervorragend  wichtigen  Wasser- 
dampf, den  unabhängig  voneinander  im  Jahre  1843  Magnus 
und  Regnault  einer  eingehenden  Untersuchung  unterwarfen, 
wobei  innerhalb  desselben  Temperaturintervalles ,  d.  h.  etwa 
zwischen  —  6®  und  + 1^5  ^  C  fast  genau  übereinstimmende  Re- 
sultate sich  ergaben.  Die  darüber  hinaus  bis  etwa  +2320  von 
Regnault  allein  bestimmten  Drucke  decken  sich  recht  gut  mit 
neuerlichen  Werten  von  Battelii  bis  +200^,  während  darüber 
hinaus  bis  etwa  +250®  diese  mit  Versuchen  von  Cailletet  und 
Colardeau  stimmen.  Von  da  ab  bis  zum  kritischen  Punkte 
des  Wasserdampfes  zeigen  sich  allerdings  die  Resultate  der  drei 
letztgenannten  Beobachter  nicht  unerhebliche  Abweichungen,  so 
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dafs  die  Spannungskurve  des  Wasserdampfes  zunächst  nur  bis 
etwa  +200®  C  empirisch  als  hinreichend  bekannt  angesehen 
werden  darf. 

Wie  schon  früher  bemerkt  wurde,  haben  die  Versuche  der 
Aufstellung  einer  theoretisch  begründeten  tunlichst  für  alle 
Körper   gültigen  Formel   für   den  Verlauf   der  Spannungskurve 

bis  jetzt  zu  keinem  befriedi- 
genden Ergebnisse  geführt, 
so  dals  man  im  wesentlichen 
auf  Interpolation  der  Versuchs- 
daten der  oben  genannten 
Experimentatoren  angewiesen 
ist.  Dafs  diese  Versuche  an 
sich  nicht  unberechtigt  sind, 
geht  schon  aus  dem  überaus 
ähnUchen  Verlaufe  der  Span- 
nungskurven für  die  ver- 
schiedenen Körper  hervor.  Um 
die  Aufzeichnung  zu  erleich- 
tem ,  haben  wir  in  Tab.  XI 
für  die  technisch  wichtigen 
Dämpfe  des  Wassers  (-H2Ö)» 
der  Kohlensäure  (CO2),  der 
schwefligen  Säure  {SO2)  und 
des  Ammoniaks  (NH^)  eine 
Anzahl  von  Drücken,  welche 
teils  direkte  Versuchswerte, 
teils  Interpolationen  zwischen 
solchen  darstellen,  als  Funk- 
tionen der  absoluten  Sätti- 
gungstemperatur 0  bis  zum 
kritischen  Drucke  zusammen- 
gestellt. Dividiert  man  nun  sowohl  jede  Sättigungstemperatur  durch 
die  kritische,  als  auch  den  zugehörigen  Dampfdruck  durch  den  kriti- 

P 
sehen  und  trägt  diese  reduzierten  Dampfdrücke  —  als  Funk- 

Pk 

tionen  der  reduzierten  Sättigungstemperaturen  -^ 
auf,    so   erhält    man    für   die    vier  Körper   nahezu    denselben 


Figr.  68. 
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Verlauft)  {Flg.  68).  Dies  ergibt  sich  auch  aus  der  später  zu  be- 
sprechenden Zustandsgieichung  von  Van  der  Waals,  dem 
man  die  Einführung  der  reduzierten  Temperaturen  und  Drucke 
überhaupt  verdankt.  Da  nun  die  Angaben  für  die  kritischen 
Werte  Qk  und  px  der  bisher  untersuchten  Körper  seitens  der 
Experimentatoren  zienüiche  Schwankungen  aufweisen,  was  an- 
gesichts der  Schwierigkeiten  der  Beobachtung  im  kritischen  Zu- 
stande vollkommen  begreiflich  ist,  so  kann  man  die  Abweichungen 
der  einzelnen  Punkte  von  der  reduzierten  Spannungs- 
kurve sehr  wohl  mit  dieser  Unsicherheit  erklären.  Würde  das 
Gesetz  der  Spannungskurve  überhaupt  analytisch  bekannt  sein, 
so  könnte  man  umgekehrt  aus  einzelnen  Punkten  der  Span- 
nungskurve die  kritischen  Daten  etwa  mit  Hilfe  der  Methode 
der  kleinsten  Quadrate  ermitteln  und  daraus  die  hierüber  vor- 
liegenden Beobachtungen  kontrollieren. 

Van  der  Waals  hat  nun  gefunden,  dals  sich  der  Verlauf 
der  Spannungskurve  für  verschiedene  Körper  angenähert  durch 
die  Formel 


Pk  O 


(1) 


darstellen  lälst.  Berechnet  man  mit  Hilfe  der  Tabelle  XI  den 
Koeffizienten  a,  wozu  bei  der  geringen  Genauigkeit  der  kritischen 
Daten  der  Rechenschieber  ausreicht,  so  erhält  man  unter  Aus- 
schluls  einiger  infolge  unmittelbarer  Nähe  des  kritischen  Punktes 
stärker  abweichender  Zahlen  die  nachstehenden  Mittelwerte,  welche 
offensichtlich  unter  sich  nicht  hinreichend  übereinstimmen. 


Ta 

belle  Xn. 

Körper 

HgO 

COj 

SO, 

NHj 

a 

1 
a 

0,307 
3,26 

0,348 

2,88 

0,337 
2,97 

0,330 
3,02 

0  Unterhalb  ©  :  ©k  =  0,5  fallen  die  reduzierten  Dampfdrücke  so 
klein  aus,  dafs  die  entsprechenden  Punkte  im  Mafsstabe  der  Fig.  68 
sich  nicht  merklich  von  der  Temperaturachse  entfernen.  Wir  haben 
daher  in  der  Figur  nur  den  oberen  Teil  des  Diagramms  wiedergegeben. 
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Berechnet  man  dann  umgekehrt  mit  diesen  Mittelwerten, 
aus  (1)  die  Sättigungsdrücke,  so  ergeben  sich  Abweichungen  bis 
zu  lOo/o)  so  dals  die  Formel  (1)  jedenfalls  nur  eine  sehr  rohe 
Annäherung  darstellt,  weiche  für  technische. Zwecke  entschieden 
nicht  genügt,  ganz  abgesehen  von  grolsen  Abweichungen  bei 
niederen  Drücken  i),  und  solchen  in  der  Nähe  von  pk.  Die 
wahre  Natur  der  Spannungskurve  erkennt  man  vielleicht  am 
klarsten  aus  der,  räumlichen 
Darstellung  in  Fig.  69,  in 
der  sowohl  das  p  T-  als  auch 
das  2)i;-Diagramm  als  Projek- 
tionen eines  zylindrischen 
Blattes  erscheinen,  welches 
die  im  Sättigungsgebiete 
liegenden  Znstandspunkte 
enthält.  Danach  ist  kaum 
zu  erwarten,  dafs  sich  die 
Spannungskurve  allgemein 
durch  eine  so  einfache  For- 
mel wie  (1)  wiedergeben  läfst, 
und  darum  wollen  wir  auch 

von  derselben  in  der  Folge  keinen  weiteren  Gebrauch  machen. 
Immerhin  mag  dieselbe  zur  angenäherten  Bestimmung  der 
kritischen  Daten  aus  zwei  bekannten  Punkten  der  Spannungs- 
kurve eine,  wenn  auch  mögUchst  vorsichtige  Verwendung 
finden. 

Noch  schlimmer  ist  es  mit  einer  ganzen  Reihe  anderer 
Formein  bestellt,  die  von  verschiedenen  Physikern  mit  und  ohne 
den  Versuch  einer  theoretischen  Begründung  aufgestellt  wurden 
und  meist  auf  einigen  zufälligen  Übereinstimmungen  empirischer 
Daten   oder  Verhältnisse   von  solchen  beruhen.    Jedenfalls   ist 


Fig.  69. 


*)  Siehe  z.  B.  die  vergleichende  Tabelle  der  reduzierten  Drucke 
und  Siedetemperaturen  von  Wasserdampf,  Stickstoff  und  Sauerstoff  in 
der  Abhandlung  von  Fischer  und  Alt:  Siedepunkt,  Gefrierpunkt 
und  Dampfspannung  des  reinen  Stickstoffes  bei  niederen  Drucken  in 
den  Sitzungsberichten  der  Bayer.  Akademie  der  Wissenschaften,  Math, 
phys.  Klasse,  Bd.  XXXH.     1902.    Heft  12. 
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durch  derartige  Bestrebungen  i)  unsere  Kenntnis  über  das  Ver- 
halten der  gesättigten  Dämpfe  nicht  gefördert  worden,  so  dafs 
wir  dieselben  ohne  weiteres  übergehen  dürfen.  Am  einfachsten 
erscheint  es  hiernach  für  praktische  Zwecke,  die  empirisch  ge- 
wonnenen Punkte  der  Spannungskurve  auf  Koordinatenpapier 
zusammenzutragen  und  Zwischen  werte  durch  graphische  Inter- 
polation zu  bestimmen,  wobei  es  gleichgültig  ist,  ob  man  den 
mittleren  Verlauf  durch  eine  empirische  Formel  mit  möglichst 
vielen  Konstanten  wiedergeben  will.  Das  letztere  empfiehlt  sich 
erst  dann,  wenn  man  auch  den  Differentialquotienten  der 
Spannungskurve  als  Temperaturfunktion  etwa  zur  Berechnung 
der  Verdampfungswärme  r  aus  der  Clapeyronschen  Gleichung 
benötigt.  Dadurch  gelangen  indessen  leicht  grolse  Fehler  in  die 
Rechnung,  wie  aus  der  folgenden  kurzen  Betrachtung  hervor- 
geht, welche  überhaupt  ganz  allgemein  für  die  Ermittlung  und 
Verwendung  der  Differentialquotienten  empirischer  Gleichungen 
T'  mafsgebend  ist.    Ist  nämlich  in  Fig.  70 

äCB  der  wahre  Verlauf  der  Spannungs- 
kurve, während  eine  empirische  Formel 
etwa  unter  dem  Einflufs  einiger  Ver- 
suchsfehler den  Verlauf  ÄDB  ergibt, 
so  erkennt  man  sofort,  dafs  gerade  an 
den  Stellen,  wo  die  beiden  Kurven  sich 
schneiden,  wo  also  die  empirische  Formel 
richtige  Weite  anzeigt^  die  Differential- 
quotienten derselben  am  meisten  von 
j^  denen  der  wahren  Kurve  abweichen, 
""*"  während  an  den  Stellen  der  gröfsten 
Abweichung  der  beiden  Kurven  die 
Differentialquotienten  recht  gut  übereinstimmen.  Daraus  folgt 
sofort,  dafs  man  die  Differentiationen  solcher  empirischer  Formeln, 
wenn  irgend  angängig,  ganz  vermeiden  bzw.  von  den  Differential - 
quotienten  nur  da  Gebrauch  gemacht  werden  sollte,  wo  eine 
anderweitige  Kontrolle  des  Rechnungsverfahrens  sich  darbietet. 
Jedenfalls  hat   die  Nichtbeachtung  dieser  einfachen  Überlegung 


Fig.  70. 


*)  Eine  eingehende,  durchaus  zutreffende  Kritik  verschiedener 
solcher  Formeln  findet  man  bei  Zeuner,  Tecbn.  Thermodynamik 
2.  Aufl.  Bd.  U.    1901.    S.  41  ff. 
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einen  groXsen  Teil  der  Widersprüche  mit  der  Erfahrung  ver- 
schuldet, auf  welche  die  Verwendung  empirischer  Formeln  in 
der  Theorie  der  Dämpfe  häufig  führt. 

Nach  diesen  Vorbemerkungen  gehen  wir  zur  Ermittlung 
der  kalorischen  Eigenschaften  des  Wasserdampfes  über. 
Die  ersten  wirklich  wissenschaftlich  durchgeführten  Versuche 
über  diesen  Körper  rühren  wieder  von  Regnault  her,  welcher 
damit  eine  Reihe  willkürlicher  Annahmen  endgültig  beseitigte. 
Seine  Messungen  erstreckten  sich  neben,  der  schon  erwähnten 
Feststellung  der  Spannungskurve  zunächst  auf  die  Gesamtwärme 
des  gesättigten  Dampfes,  für  welche  wir  im  letzten  Paragraphen 

^  =  ?  +  ^ (2) 

geschrieben  haben,  und  wurden  in  der  Weise  durchgeführt,  dafs 
der  vorher  vollkommen  entwässerte  Dampf  in  einem  Kalorimeter, 
dessen  Wasserwert  und  Wärmeaustausch  mit  der  Umgebung 
mit  grofser  Genauigkeit  vorher  bestimmt  waren,  niedergeschlagen 
wurde.  Aus  dem  gewogenen  Kondensat  und  der  korrigierten 
Temperaturerhöhung  des  Kalorimeters  i)  ergaben  sich  alsdann 
für  die  Gesamtwärme  X  die  in  der .  nachstehenden  Tabelle  XEH 
angeführten  Werte. 

Tabelle  XHI. 
Begnaults  Bestimmung  der  Gesamtwärme. 


Temperatur 

Spannung 

Gesamtwärme 

,9'OC 

p  mm  Hg 

A  WE 

62,02 

170,91 

625,5 

81,03 

369,80 

628,8 

100,00 

760,00 

636,7 

119,25 

1 448,17 

642,3 

134,4 

2  285,26 

649,0 

144,3 

3  042,51 

649,7 

153,5 

3  883,14 

650,1 

160,3 

4  643,15 

653,1 

171,6 

6 127,67 

655,5 

175,4 

— 

656,1 

183,5 

8  056,49 

662,5 

194,4 

10  354,84 

665,4 

1)  Die  Anfangstemperaturen  des  Wassers  im  Kalorimeter  schwankten 
bei   den    Versuchen   von  4-3°  bis  +12°,  die   Endtemperaturen   yon 
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Aus  den  beiden  Werten  für  ^  =  lOO»  C  und  ^  =  194,4^  C 
leitete  Regnault  die  empirische  Formel 

X  ==  606,5  +  0;305  ^ (2a) 

ab,  welche  den  Verlauf  von  X  recht  gut  wiedergibt.     Wüllner 
hat  übrigens  gefunden,  dais  die  Formel 

;i  =  589  4-  0,6003  &  —  0,001246  ;^2  .  .  .  (2  b) 
bis  ^  =  175^  eine  noch  bessere  Übereinstimmung  mit  den  Ver- 
suchswerten ergibt  als  (2  a);  innerhalb  des  Versuchsintervalles 
apielen  jedoch  die  Unterschiede  von  (2  a)  und  (2  b)  keine  Rolle, 
so  dals  wir  an  (2  a)  zunächst  festhalten  wollen.  Um  nun  aus 
(2a)  die  Verdampfungswärme  r  zu  ermitteln,  hat  man  einfach 
die  Flüssigkeitswärme  q  von  X  abzuziehen.  Leider  herrscht  nun 
gerade  über  diese  wichtige  Gröfse,  bzw.  über  die  Veränderlich- 
keit der  spezifischen  Wärmen  Cp'  bzw.  c'  des  Wassers  mit  der 
Temperatur  z.  Z.  noch  die  gröfste  Unsicherheit,  wovon  man  sich 
leicht  durch  Einsichtnahme  des  ziemlich  umfassenden  Versuchs- 
materials z.B.  in  den  Tabellen  von  Landolt  undBörnstein 
(2.  Aufl.  1894)  überzeugen  kann.  Diese  Unsicherheit  geht  so  weit, 
dals  einzelne  Beobachter  in  dem  Bereich  der  Tabelle  XIII  eine 
nicht  unerhebliche  Abnahme  von  Cp'y  andere  dagegen  eine  starke 
Zunahme  bis  +200®  verzeichnen,  ohne  dals  es  möglich  ist,  sich 
ein  Bild  über  die  Zuverlässigkeit  der  Angaben  zu  machen. 
Regnaults  eigene  Messungen  hierüber  sind  entschieden,  wie 
Wüllner  [gezeigt  hat,  mit  solchen  Fehlem  behaftet,  dafs  sie 
ebenso  unbrauchbar  werden  wie  die  von  ihm  angegebene  Formel 

Cp'  =  1  +  0,00004  d-  +  0,0000009  d-^ 
nach  welcher  trotzdem  noch  häufig  gerechnet  wird.  Ich  habe 
darum  aus  den  Angaben  des  genannten  Tabellenwertes  die 
Mittelwerte  für  +50»  und  +100»  gebildet  und  dafür  1,015 
bzw.  1,045  gefunden;  dieselben  entsprechen  der  empirischen 
Formel 

Cp'  =  1  +  0,00015  ^  +  0,000003  d-^      .     .     .      (3) 

aus  der  wiederum  die  Flüssigkeitswärme 

q=^Cp'dd'  =  &-\'  0,000075 ^2  +  0,000001  d-^  .     .       (4) 


-|-16°  bis  23°;  die  spezifische  Wärme  des  Wassers  wurde  in  diesen 
Intervallen  gleich  1  gesetzt,  was  innerhalb  der  Genaaigkeitsgrenzen 
des  Verfahrens  wohl  als  zulässig  betrachtet  werden  darf. 
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jolgt,  welche  eine  erheblich  raschere  Zunahme  mit  der  Temperatur 
erkennen  läüst,  als  man  nach  Regnault  erwarten  sollte.  Dafs  über- 
haupt eine  Zunahme  mit  der  Temperatur  gerechtfertigt  ist,  folgt 
schon  aus  dem  Umstände,  dafs  im  kritischen  Punkte  selbst 
^'=00  wird,  so  dafs  Messungen,  welche  auf  eine  Abnahmö 
von  Cp'  mit  wachsender  Temperatur  geführt  haben,  von  vom 
herein  weniger  ins  Gewicht  fallen. 

Mit  Gl.  (4)  würde  alsdann  die  Verdampfungswärme 
nach  (2  a)  durch  die  empirische  Formel 

r  =  606,5  — 0,695^  — 0,000075  ^2  _  0,000001  ^8  .  (5) 
gegeben  sein,  für.  welche  man  in  den  meisten  Fällen  unter 
Vernachlässigung  der  geringen  Veränderlichkeit  von  Cp  auch 
genügend  genau 

r  =  606,5  —  0,695  ^ (5  a), 

oder  unter  Einführung  der  absoluten  Temperatur  0  =  273  +  ^ 

r  =  796,2  —  0,695  0       ,     .     ,     .     ,     (5b) 
schreioen  darf. 

In  neuerer  Zeit  (1890)  ist  nun  die  Bestimmung  der  Ver- 
dampfungswärme auf  ganz  anderem  Wege  durch  Franko)  ver- 
sucht worden.    Derselbe  erhitzte  im  Beharrungszustand   in   der 

^    C  ^^B  .— ^i/ 


Zeiteinheit    eine  Menge  Gr^  kg  Wasser   in   einem  Kessel  A   auf 
die  Temperatur  ^i  entsprechend  dem  Dampf  drucke  p^  .und  liels 

*)  Frank:    Versuche   zur    Ermittlung    der    Wärme    des  Wasser- 
dampfes  usw.    Zeitschrift  des  Vereins  deutscher  Ingenieure  1891. 

14* 
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sie  dann  unter  Abdrosselung  des  Druckes  durch  das  Ventil  V 
(Fig.  71)  in  eine  Vorlage  B  übertreten,  in  welcher  die  Temperatur 
^2  <  ^1  ^^^  ^®r  Druck  p2  <i  Pi  herrschte.  Bezeichnet  man  die 
Eigenenergie,  welche  diesen  beiden  Zuständen  entspricht,  mit 
üi  bzw.  Z72,  die  zugehörigen  spezifischen  Volumina  des  Körpers 
mit  Vi  und  -^2»  so  gilt  für  diesen  Übergang  von  Ä  nach  B  die 
allgemeine  Strömungsgleichung  (3)  des  §  12,  welche  sich  unter 
der  Voraussetzung^  dafs  der  Körper  in  den  Räumen  Ä  und  B 
im  Ruhezustand  befindet  und  nach  aufsen  weder  Wärme  noch 
Arbeit  abgibt  bzw.  von  da  aufnimmt,  vereinfacht  in 

Ui  +  PiVi  =  U2  +  P2V2 (6) 

Für  ein  Gemisch  von  Wasser  und  Dampf  ist  aber  ü  durch 
Gl.  (14a)  des  vorigen  Paragraphen  bestimmt,  so  zwar,  dafs  wir 
für  unseren  Übergang  haben 

worin  Qi  und  q2  die  Flüssigkeitswärme,  ()i,  qz  die  inneren  Ver^ 
dampfungswärmen  und  a;i,{r2  die  spezifischen  Dampfmengen  in  A 
und  B  bedeuten.     Da  weiterhin 

«^1  =  ^^1'  +  ^1  (^i"  —  ^lO 
V2  =  V2'  +  X2  {V2"  —  V2') 

so  hat  man  auch  für  (6a) 

«1+^1  {91+^Pl  {'f^l'-Vl)}+ÄpiVi'  =q2-i-iX^2{92  +  ^P2W-V2')}  +  Äp2V2' 

oder  wegen  q  -|-  ^P  (^"  —  v')  =  r 

Qi  +  ^iri  +  ÄpiVi' =  q2  +  X2r2  +  ÄP2V2' .     .     .     (8) 

Für  den  vorliegenden  Fall  vereinfacht  sich,  da  aus  Ä  nur 
reines  Wasser  entweicht,   also  iCi  =  0  wird,   diese  Gleichung  in 

^1  —  «2  +  ^  (Pi ^1'  —  P2'^2)  ==  a?2 ^2  ...  (8a) 
und  diese  Formel  ist  es,  welche  Frank  seiner  Bestimmung  der 
latenten  Wärme  r2  zugrunde  legte.  Er  verfuhr  dabei  in  der 
Weise,  dafs  er  einerseits  neben  den  Temperaturen  und  Drücken, 
aus  denen  sich  mit  dem  spezifischen  Volumen  des  Wassers  die 
Differenz  piVi  — ^2^2'  ergab,  auch  die  spezifische  Dampf  menge 
X2  bestimmte,  welche  nichts  anderes  als  das  Verhältnis  der  auö 
B  entweichenden  und  nach  ihrer  Kondensation  in  C  als  Wasser 
aufgefangenen  Menge  G2  zu  der  dem  Gefäfse  B  zugeführten  Ge- 
samtmenge  Gl    war.      Aufserdem    wurden    natürlich    auch    die 


(7), 
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Wärmeverluste  im  Gefälse  B,  welche  ebenfalls  durch  den  Wärme- 
inhalt von  öl  zu  bestreiten  waren,  bestimmt,  so  dals  der  Be- 
rechnung der  Verdampfungswärme  r2  entsprechend  der  Tem- 
peratur ^2  iDi  Gefäfse  B  aus  Gl.  (8a)  nichts  mehr  im  Wege 
steht,  wenn  die  Flüssigkeitswärme  qi  und  92  bekannt  sind.  Diese 
entnimmt  nun  Frank  der  Zeunerschen  Dampftabelle,  welcher 
die  Regnaultsche  Formel  für  Cp*  zugrunde  liegt  und  findet  auf 
diese  Weise  durchweg  erheblich  (bis  zu  6,75  0/0)  grölsere  Werte  für 
die  Verdampf ungswärme,  als  sie  sich  aus  X  —  q  vermittelst  der 
Regnaultschen  Versuchsdaten  ergeben.  Aus  diesem  Grunde  wobl 
haben  die  Frankschen  Ergebnisse,  durch  welche  offenbar  die 
volle  Unsicherheit  über  das  Verhalten  der  spezifischen  Wärme  des 
Wassers  auf  die  latente  Wärme  übertragen  wird,  bislang  weder  in 
der  Physik  noch  in  der  Technik  irgend  welche  Beachtung  gefunden. 
Dieses  summarische  Verfahren  scheint  mir  indessen  schon  darum 
nicht  ganz  gerechtfertigt,  weil  auch  den  aus  Regnaults  Zahlen  be- 
rechneten Werten  von  r  Ungenauigkeiten  durch  die  Flüssigkeits- 
wärme, allerdings  nicht  in  so  hohem  Mafse  wie  bei  Frank,  an- 
haften. Ich  habe  daher  den  Versuch  gemacht,  unter  Festhaltung 
der  Regnaultschen  Gesamtwärme,  welche  genügend  genau  durch 
{2a)  wiedergegeben  wird,  die  Veränderlichkeit  der  Flüssigkeits- 
wärme mit  den  Frankschen  Versuchen  zu  prüfen.  Setzt  man 
nämlich 

q=zd--\-a&^ (9), 

so  ergibt  (8a)  mit  r2  =  >.  —  ^2  =  ^  —  ^2  —  «^2^,  sowie  unter 
Einführung  des  Wärmeverlustes  JQ  bezogen  auf  die  Gewichts- 
einheit der  Menge  Gi 

^1  -  ^2  +  «  (^1^  -  V)  +  Ä  (p^v^'  --P2V2') 
=  z/Q  +  a^a  (X  —  ^2  —  «^2^) 
und  daraus  folgt 

^2  (^  -  ^2)  -  ^1  +  ^2  +  ^Q  -  ^  (Pivi' -  P2V2')    f,^. 

worin  man  das  spezifische  Volumen  des  Wassers  unbedenklich 
konstant,  und  zwar  vi  =  V2'  =  0,001  cbm/kg  setzen  darf.  Die 
hieraus  berechneten  Werte  von  a  fielen  nun  teilweise  positiv, 
vorwiegend  dagegen  negativ  aus,  so  zwar,  dafs  mit  Ausschaltung 
eines   abnorm    grofsen   Wertes  sich  im   Mittel    «  =  —  0,000013 
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ergab.  Angesichts  der  vollkommenen  Regellosigkeit  der  als  Tem- 
peraturfunktionen aufgetragenen  Einzelwerte  scheint  mir  die  Ver- 
nachlässigung von  «  überhaupt,  d.  h.  die  Annahme  einer  kon- 
stanten spezifischen  Wärme  des  Wassers  im  Temperaturintervall 
der  Frankschen  Versuche  noch  das  einfachste  zu  sein.  Dann 
aber  kann  die  Bestimmung  der  Verdampfungswärme  r2,  aus  den 
Frankschen  Versuchsdaten  ohne  weitere  Schwierigkeit  durch  die 
aus  (8a)  unter  Hinzufügung  von  J  Q  hervorgehenden  Gleichung 

für  die  Temperatur  ^2  erfolgen.  In  der  nachstehenden  Tabelle  XIV 
sind  die  so  gewonnenen  Zahlen  unter  r  mit  den  aus  (5a)  sich  er- 
gebenden Werte  X  —  ^  =  X  —  q  zusammengestellt.  Sie  weichen 
ebenfalls  in  ziemlich  regelloser  Weise  von  diesen  letzteren  ab, 
indessen  vorwiegend  im  positiven  Sinne  entsprechend  dem  hier* 
bei  vernachlässigten  meist  negativen  a  aus  GL  (10). 


Tabelle  XIV. 
Verdampfaagswärme   nach  Begnaalt  und  Frank. 


»  =  q 

k 

Gl.  (5a) 

r  (nach  Frank 
bzw.  Gl.  11) 

Differenz 

121,6 

643,6 

522,0 

527,4 

+  5,4 

122,6 

643,9 

521,3 

540,1         1 

+  18,8 

133,3 

647,2 

.513,9 

506,4         1 

-    7,5 

136,3 

648,1 

511,8 

511,6 

-   0,2 

145,5 

650,9    1 

505,4 

546,8? 

+  41,4? 

148,1 

651,7 

503,6 

517,7 

+  14,1 

151,2 

652,6 

501,4 

511,3 

+   9,9 

158,0 

654,7 

496,7 

510,1 

+  13,4 

160,4 

655,4 

495,0 

499,6 

+   4,6 

162,2 

656,0 

493,8 

504,6 

+  10,8 

164,6 

656,7 

492,1 

518,0 

+  25,9 

169,2 

658,1 

490,9 

485,3 

-   5,6 

Nach  dieser  Zusammenstellung,  aus  welcher  der  ungünstige 
Einfluls  der  Unsicherheit  der  Flüssigkeitswärme  auf  die  Frank- 
schen Versuchsergebnisse  deutlich  hervorgeht,  dürfte  die  vor- 
läufige Festhaltung  der  Näherungsgleichung  (5a)  wohl  hinreichend 
gerechtfertigt  erscheinen. 
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Die  Verdampfungswärme  zerfällt  nun,  wie  wir  früher  gesehen 
haben,  in  zwei  Bestandteile,  die  innere  latente  Wärme  q 
und  die  äulsere  latente  Wärme  Äp  (v"  —  v'),  von  denen 
die  letztere  bei  bekanntem  spezifischen  Volumen  v'*  des  gesät- 
tigten Dampfes  und  v'  der  siedenden  Flüssigkeit  als  Temperatur- 
funktionen leicht  berechnet  werden  kann,  woraus  sich  dann 

Q==r  —  Äp(v''^v'), (12) 

ergibt.  Das  Volumen  v'  kann  man  bei  seiner  Geringfügigkeit 
in  erster  Annäherung  für  das  ganze  in  Frage  stehende  Tem- 
peraturintervall konstant  und  zwar  v'  =  0,001  setzen ;  für  ge- 
nauere Rechnungen  steht  die  Hirn  sehe  Formel 

v' =  0,001  (1  +  0,00009  ^  +  0,0000034  ^2)     .     .     (13) 

zur  Verfügung,  mit  deren  Hilfe  die  Werte  in  der  Tabelle  XVI 
berechnet  sind.  Über  das  spezifische  Volumen  v"  des  Dampfes 
liegen  dagegen,  allerdings  erst  seit  1893,  Versuche  des  Italieners 
Battelli^)  vor,  welche  wir  in  Tabelle  XV  mit  den  von  dem- 
selben Forscher  angegebenen  zugehörigen  Drücken  in  mm  Hg 
zusammengestellt  haben.  Solange  man  über  diese  Angaben  noch 
nicht  verfügte,  war  man  nach  dem  Vorgange  von  Zeuner  genötigt, 
unter  Zuhilfenahme  der  Differentialquotienten  dpid&^dp'.dd- 
der  Spannungskurve  die  Volumenzunahme  v"  —  v'  aus  der 
Clapeyronschen  Gleichung 

(«"-«')=  ^f    • (14) 

ZU  berechnen,  wobei  das  Resultat  naturgemäfs  durch  die  in  r 
steckenden  Ungenauigkeiten  sowie  die  Fehler,  welche  mit  der  von 
uns  oben  gekennzeichneten  Verwendung  der  DifEerentialquotienten 
verknüpft  sind,  beeinträchtigt  werden  mufs.  Zeuner  hat  sich 
der  dankenswerten  Mühe  unterzogen,  nach  einer  von  Tumlirz2) 
aufgestellten  im  Temperaturintervall  von  — 60  bis  -f-200o  die 
Battellischen  Werte  bis  auf  0,5  0/0  genau  wiedergebende  Nähe- 
mngsformel 

i?(t;-f  0,008402)  =  -B@      (15) 


*)  A.  Battelli:  SuUe  proprieta  termiche  dei  vapori.  Mem.  d. 
Academia  di  Torino  1893. 

•)  T  u  m  1  i  r  z :  Die  Zustandsgieichung  des  Wasserdampfes ;  Wiener 
Berichte,  Math.  Phys.  Klasse.    1899. 
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von  0  biß  2000  in  Intervallen  von  10*^  zu  berechnen  und  mit 
den  aus  (14)  ermittelten  Werten,  denen  durchweg  die  Regnault- 
schen  Angaben  über  die  Spannungskurve  sowie  über  X  und  q. 
zugrunde  lagen,  zu  vergleichen.  Die  geringen  Differenzen, 
welche  nirgends  3%  überstiegen,  bestätigen  die  Brauchbarkeit 
der  Battellischen  Messungen  sowie  der  Tumlirzschen  Zustands- 
gieichung in  hohem  Grade,  so  dafs  wir  dieselbe  in  der  Folge 
weiter  benutzen  werden. 

Tabelle  XV. 
Spezifische  Dampf volumina  nach  Battelli. 


>o 

pmm  Hg 

i/'  cbm/kg 
beob. 

v"  nach 

Gl.  (!.'•)) 

Differenz 
in  Vo 

—  6,16 

2.80 

327,246 

327,322 

0,02 

-1,32 

4,77 

197,853 

197,524 

0,17 

+  6,24 

6,87 

139,832 

139,602 

0,16 

9,72 

8,66 

112,283 

112,126 

0,14 

14,91 

12,34 

80,3114 

80,128 

0,23 

21,05 

18,07 

55,7464 

55,885 

0.25 

27,15 

25,96 

39,5342 

39,705 

0,43 

57,01 

129,14 

8,7389 

8,769 

0,34 

78,52 

330,78 

3,63241 

3,642 

0,25 

99,60 

749,12 

1,69046 

1,700 

0,56 

;i30,32 

2  060,1 

•  0,651534 

0,66405 

0,38 

144,21 

3  061,9 

0,457233 

0,45960 

0,52 

182,90 

7  971,4 

0,187622 

0,18805 

0,23 

202,21 

12 181,1 

0,125372 

0,12560 

0,18 

231,41 

21  272,1 

0,072415 

0,07305 

0,87 

Damit  aber  sind  alle  für  das  thermische  Verhalten  des  Wasser- 
dampfes  malsgebenden  Gröfsen  bestimmt,  so  dafs  nunmehr  der 
Aufstellung  der  am  Schlüsse  des  vorigen  Paragraphen  erwähnten 
Dampftabelle  für  diesen  Körper  nichts  mehr  im  Wege  steht. 
Diese  Tabelle  XVI  enthält  die  wichtigsten  Gröfsen,  nämlich  die 
Flüssigkeitswärme  q  =  d-,  den  absoluten  Druck  p  in  mm  Hg 
und  kg/qcm,  die  spezifische  Volumina  v'  der  Flüssigkeit  und  v" 
des  gesättigten  Dampfes,  die  Volumenzunahme  v"  —  v'  bei  der 
Verdampfung,  die  äulsere  latente  Wärme  Apiv"  -t-  v'),  die  innere 
latente  Wärme  q,  die  Flüssigkeitsentropie  S'  und   den  Entropie- 
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r 
Zuwachs  5"  —  5'  =  rz  bei  der  Verdampfung  sowie  schlielslich 

die  absolute  Temperatur  0  in  Intervallen  von  10  o  bis  zu  +500 
und  von  da  bis  +2000  in  Intervallen  von  5^.  Auf  die  Verwen- 
dung dieser  Tabelle  werden  wir  im  nächsten  Paragraphen  einzu- 
gehen haben,  hier  sei  nur  noch  bemerkt,  dals  sich  auch  die  in 
die  Tabelle  nicht  mitaufgenommene  spezifische  Wärme  c"  der 
äulseren  Grenzkurve  aus  Gl.  (8b)  des  vorigen  Pai*agraphen, 
nämlich 

'"  =  ''  +  %-i ^iö> 

mit  Hilfe  der  Tabellenwerte  von  r :  0  leicht  berechnen  läfst.  Für 
Wasserdampf  speziell  erhält  man  aus  r  =  796,2  —  0,695  0  und 

«"=.-^1? ,.    (.6.) 

also  durchweg  negative  Werte,  ein  Verhalten,  welches  auch  die 
meisteji  anderen  Dämpfe  zeigen.  Auch  die  Bestimmung  des 
Differentialquotienten  der  Spannungskurve  bietet  mit  Hilfe  der 
CJapeyronschen  Gleichung 

^ r \i7) 

keine  Schwierigkeiten  und  dürfte  so  jedenfalls  zuverlässiger  aus- 
fallen, als  die  schon  oben  gekennzeichnete  Ableitung  aus  der 
Spannungskurve  selbst. 

§  30.    Die    wichtigsten    umkehrbaren    Zustandsänderungen 
nasser  Dämpfe. 

Isotherme,  Zustandsänderung   längs   der   Grenzkurven    und   bei   kon- 
stanter  spezifischer   Dampfmenge.      Wendepunkte    der    Grenzkurven. 
Adiabate  nasser  Dämpfe.    Zustandsänderung  bei  konstantem  Volumen 
und  zugehörge  spezifische  Wärme.     Polytrope. 

Mit  Hilfe  der  Dampftabellen  sind  wir  nunmehr  imstande, 
beliebige  Zustandsänderungen  innerhalb  des  Sättigungsgebietes 
in  ähnlicher  Weise  zu  verfolgen,  wie  dies  für  ideale  Gase  auf 
Grund  der  Zustandsgieichung  und  der  Unveränderlichkeit  der 
beiden  spezifischen  Wärmen  Cp  und  c»  früher  geschehen  ist.    Ein 
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Tabelle 

XVI.  G 

esättigter 

d'^c 

P' 

P 

l 

r=:X-^a' 

v" 

1/  \j 

mm  Hg 

kg/qcm 

WE 

WE 

cbm/kg 

—   20 

0,9270 

0,0013 

600,40 

620,40 

937,43 

—  10 

2,0930 

0,0028 

603,45 

613,45 

431,60 

0 

4,6000 

0,0062 

606,50 

606,50 

203,84 

+  10 

9,165 

0,0125 

609,55 

599,55 

106,05 

+  20 

17,391 

0,0236 

612,60 

592,60 

57,860 

+  30 

31548 

0,0429 

615,65 

585,65 

32,991 

+  40 

54,906 

0,0747 

618,70 

578,70 

•  19,572 

+  50 

91,980 

0,1251 

621,75 

571,75 

1-2,053 

+  55 

117,475 

0,1597 

623,28 

568,28 

9,5818 

+  60 

148,786 

0,2023 

624,80 

564,80 

7,6791 

.  H-  65 

186,938 

0,2542 

626,33 

561,33 

6,2020 

+  70 

233,082 

0,3169 

627,85 

557,85 

5,0462 

+  75 

•  ■  288,500 

0,3922 

629,38 

554,38 

4,1348 

+  80 

354,616  . 

0,4821 

630,90 

550,90 

3,4107 

+  85 

433,002 

0,5887 

632,43 

547,43 

2,8314 

+  90 

525,392 

0,7143 

633,95 

543,95 

2,3647 

-f  95 

633,692 

0,8616 

635,48 

540,48 

1,9863 

+  100 

760,000 

1,0333 

637,00 

537,00 

1,6774 

+  105 

906,810 

1,2324 

638,53 

533,53 

1,4240 

+  110 

1 075,370 

1,4621 

640,05 

530,05 

1,2149 

+  115 

1  269,410 

1,7259 

641,58 

526,58 

1,0416 

+  120 

1 491,280 

2,0275 

643,10 

523,10 

0,89678 

+  125 

1  743-,880 

2,3710 

644,63 

519,63 

0,77551 

+  130 

2030,080 

2,7604 

646,15 

516,15 

0,67339 

+  135 

2  353,730 

3,2001 

647,68 

512,68 

0,58699 

+  140 

2  717,630 

3,6949 

649,20 

509,20 

0,51359 

+  145 

3  125,550 

4,2495 

650,73 

505,73 

0,45096 

+  150 

3  581,280 

4,8690 

652,25 

502,25 

0,39730 

+  155 

4088,560 

5,5588 

653,78 

498,78 

0,35116 

+  160 

4  651,620 

6,3243 

655,30 

495,30 

0,31133 

4-165 

5  274,540 

7,1713 

656,83 

491,83 

0,27683 

+  170 

5  961,660 

8,1055 

658,35 

488,35 

0,24683 

-f  175 

6  717,430 

9,1330 

659,88 

484,88 

0,22067 

+  180 

7  546,390 

10,2601 

661,40 

481,40 

0,19779 

+  185 

8  453,230 

11,4930 

662,95 

477,93 

0,17770 

+  190 

9  442,700 

12,8383 

664,45 

474,45 

0,16002 

+  195 

10  519,630 

14,3035 

665,98 

470,98 

0,14444 

+  200 

11  688,960 

15,8923 

667,50 

467,50 

0,13059 
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Wa^serdmmpL 


cbmkf 


dm  kg 


Äp  r  — r^ 
WE 


f 
WE 


r 


aooi 

«7.42 

2S,74 

591,66 

—  0,076t 

2,452 

2&S 

0,001 

431,00 

28,50 

584.95 

—  0.0373 

2,333 

263 

0,001 

303,84 

29,81 

576,69 

0,0000 

2,222 

273 

0,001 

106,05 

31^ 

568.30 

+  0,0359 

2,119 

283 

0,001 

57,86 

32,20 

560,40 

0,0707 

2,023 

293 

0,001 

39990 

33;58 

552,27 

o,im2 

1,933 

303 

0.001 

19^71 

34,48 

544;22 

0,1367 

1,849 

313 

0,001 

12,052 

35,56 

536,19 

0,1682 

1.770 

323 

0,001 

9,5808 

36,09 

632,19 

0,1835 

1,7;53 

328 

0,001 

7,6781 

36,63 

528,17 

0,1986 

um 

333 

0,001 

6,2010 

37,18 

524,15 

0.2135 

1,661 

338 

0,001 

5,0452 

37,71 

520,14 

0,2282 

1,626 

343 

0,001 

4,1338 

38,24 

516,14 

0,2327 

1,593 

;U8 

0,001 

3,4097 

38,77 

512,13 

0,2570 

1.Ö61 

353 

0,001 

2,8304 

39,30 

508,13 

0.2710 

1,529 

358 

0,001      • 

2,3637 

39,82 

504,13 

0.2849 

1,499 

363 

0,001 

1,9853 

40,34 

500,13 

0,2981? 

1.469 

8t^ 

0,001 

1,6764 

40,85 

496,15 

0,3121 

1,440 

373 

0,001 

1,4230 

41,36 

492,16 

0,3254 

1,411 

378 

0,001 

1,2139 

41,86 

488,19 

0,3385 

1,:^ 

383 

0,001 

1,0405 

42,45 

484,12 

0,3515 

1,357 

388 

0,00106 

0,89572 

42,83 

480,27 

0,3643 

1,331 

393 

0,00106 

0,77444 

43,31 

476.32 

0,377-0 

1,306 

398 

0,00107 

0,67232 

43,77 

472.28 

0.3894 

1,281 

403 

0,00107 

0,58592 

44,22 

468,45 

0,4018 

1,257 

408 

0.00108 

0,51251 

44,66 

464,54 

0,4139 

1,233 

413 

0,00109 

0,44987 

45,09 

460,64 

0,4260 

1,200 

418 

0,()0109 

0,39621 

45,50 

456,75 

0,4379 

1,187 

423 

0,00110 

0,35007 

45,90 

452,88 

0,4496 

1,165 

428 

0,00110 

0,31023 

46,27 

449,03 

0,4612 

1,144 

433 

0,00111 

0,27572 

46,63 

445,19 

0.4727 

1,123 

438 

0,00111 

0,24572 

46,97 

441,38 

0,4841 

1,102 

443 

0,00112 

0,21955 

47,29 

437,58 

0.4953 

1,082 

448 

0,00113 

0,19666 

47,59 

433,81 

0,5064 

1,063 

453 

0,00113 

0,17656 

47,86 

430,07 

0,5174 

1,044 

458 

0,00114 

0,15888 

48.11 

426,34 

0,5232 

1,025 

468 

0.00115 

0,14329 

48,33 

422,64 

0,5390 

1,006 

468 

0,00115 

0,12944 

48,51 

418,94 

0,5496 

0,988 

473 
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wesentlicher  Unterschied  gegenüber  der  Behandlung  dieser  homo- 
genen Körper  folgt  beim  nassen  Dampfe  aus  dem  Umstände, 
dals  einerseits  mit  dem  Drucke  gleichzeitig  die  Temperatur  ge- 
geben, anderseits  aber  das  spezifische  Volumen  v  des  Gremisches 
durch  diese  beiden  Gröfsen  nicht  eindeutig  bestimmt  ist.  Des- 
halb erweist  sich  die  Einführung  einer  Hilfsgrölse,  nämlich  der 
spezifischen  Dampfmenge  x  hier  als  notwendig,  welche  aulser- 
halb  des  Sättigungsgebietes  keine  Bedeutung  mehr  besitzt. 

Von  den  in  der  Folge  näher  zu  untersuchenden  Druck- 
kurven sind  uns  schon  zwei  begegnet,  nämlich  die  Kurve 
konstanten  Druckes  selbst  und  die  das  Sättigungsgebiet  mit  ihren 
beiden  Zweigen  einschlielsende  Grenzkurve.  Für  die  erstere, 
welche  mit  der  Isotherme  identisch  ist,  ergibt  sich  nach 
Gl.  (15)  des  vorletzten  Paragraphen  die  Wärmezufuhr  pro  1  kg 
Gemisch 

dQ  =  d{xr)  =  rdx (1), 

oder  integriert  mit  einer  anfänglichen  spezifischen  Dampfmenge  Xi 
(2==r(x-xi) (la) 

Der  Zuwachs  an  innerer  Energie  hierbei  folgt  aus 
Gl.  (14)  desselben  Paragraphen  zu 

ÄdU  =  d(xQ)=Qdx (2) 

Ä  {TJ—  Üj)=q(x~x{)  =  {r  —  Äp  {v"  —  v')}  (x—xi)      (2a) 
und  der  Arbeitsgewinn  aus  der  Verbindung  von  (la)  und  (2a) 

L  =  v  (v"  —v'){x-'Xy)       (3) 

Schlielslich  ergibt  sich  noch  die  Entropieänderung  bei 
diesem  Vorgange  aus  Gl.  (16a)  des  §  18  mit  r  =  ri,  0  =  0i, 
5'  =  S^'  zu 

^-^i  =  ^(^-^i) (4) 

ein  Ergebnis,  welches  nach  (1)  bzw.  (la)  für  konstante  Temperatur 
evident  erscheint.  Die  Kurve  konstanten  Druckes  ist  wegen 
dieser  Eigenschaft  sowohl  im  Arbeitsdiagramm  wie  auch  im 
Wärmediagramm  innerhalb  des  Sättigungsgebietes  eine  der 
Abszissenachse  parallele  Gerade.  (Siehe  Fig.  67  in  §  18.) 
Nahezu  ebenso  einfach  gestaltet  sich  die  Verfolgung  der 
Zustandsänderungen   längs   der  Grenzkurve,    sobald 
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die  beiden  spezifischen  Wärmen  &  und  c"  in  ihrer  Abhängigkeit 
von  der  Siedetemperatur  ©  gegeben  sind.  Aus  den  Wärme- 
gleichungen des  vorletzten  Paragraphen  folgt  für  die  innere 
Grenzkur.ve,  d.  h.  für  die  Zustandsänderung  der  Flüssigkeit  im 
Siedezustande,  ohne  dals  Verdampfung  eintritt,  also  mit  a;  =  0 

dC'  =  (i3  =  c'(^Ö (5) 

Infolge  der  Vernachlässigung  der  Volumänderung  der  Flüssig- 
keit bzw.  der  Ausdehnungsarbeit  erhält  man  aus  GL  (14)  §  18  den- 
selben Ausdruck  für  die  Zunahme  der  inneren  Energie,  was  für 
Wasser  und  einige  andere  Flüssigkeiten  in  den  technisch  be- 
nutzten Intervallen  ohne  weiteres  zulässig  ist,  während  man 
z.  ß.  für  Kohlensäure  in  der  Nähe  des  kritischen  Punktes  die 
Volumänderungen  auch  in  den  Wärmegleichungen  berücksich- 
tigen mufs.  Bei  der  Untersuchung  dieses  in  mancher  anderen 
Beziehung  merkwürdigen  und  auch  technisch  bedeutungsvollen 
Körpers  werden  wir  hierauf  näher  eingehen,  vorläufig  aber  im 
Anschluls  an  die  Eigenschaften  des  Wassers  und  verwandter 
Flüssigkeiten,  deren  Zustandsänderungen  sich  in  grofsem  Ab- 
stände vom  kritischen  Punkte  vollziehen,  von  den  Volumände- 
rungen absehen. 

Für  eine  solche  Flüssigkeit  ist  nun  die  spezifische  Wärme  c', 
wie  wir  früher  zeigten,  nahezu  gleich  c-p  und  aufserdem  nur 
wenig  mit  der  Temperatur  veränderlich.  Speziell  für  Wasser 
konnten  wir  im  vorigen  Paragraphen  diese  Veränderlichkeit  ganz 
vernachlässigen  und  finden  alsdann  mit  c!  =  Konst.  aus  (5) 

C'  =  2-(?i  =  c'(Ö-0i) (5a) 

Für  die  Entropieänderung  auf  der  inneren  Grenz- 
kurve ergibt  sich  weiterhin 


«■-*=pi-«''«-f 


(6), 

also  eine  im  Wärmediagramm  nach  der  Abszissenachse  konvex 
verlaufende  logarithmische  Linie  (Fig.  72).  Da  in  diesem  Dia- 
gramm die  Subtangenten  die  spezifische  Wärnöe  selbst  darstellen^ 
so  nimmt  für  &  =  Konst.  die  Tangente  des  Neigungswinkels 
der  absoluten  Temperatur  proportional  zu.  Nun  wissen  wir 
anderseits  aus   dem  Verlauf   der  Grenzkurve   in    der  Nähe  des 
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kritischen  Punktes,  dals  die  spezifische  Wärme  in  diesem  Ge- 
biete stark  wächst  und  für  den  kritischen  Punkt  unendlich 
grols  wird,  da  dort  die  Isotherme  die 
Grenzkurve  berührt,  nachdem  sie  inner- 
halb des  Sättigungsgebietes  mit  der 
Kurve  konstanten  Druckes  zusammen- 
fallend zwei  aneinander  durch  die  Sätti- 
gungstemperatur gekettete  Punkte  der 
beiden  Zweige  der  Grenzkurve  verband. 
Daraus  folgt  sofort,  dats  auch  im  Wärme- 
diagramm die  Tangente  an  die  Grenz- 
kurve im  kritischen  Punkte  eine  Parallele 
zur  Abszissenachse  sein  wird,  und  dals 
also  die  Entropiekurve  der  siedenden 
Flüssigkeit  vor  dena  kritischen  Punkte 
konkav  verlaufen  mufs.  Da  nun  der  Gesamtverlauf  erfahrungs- 
gemäfs  stetig  ist,  so  wird  der  konkave  Teil  KW  der  inneren 
Grenzkurve  im  Wärmediagramm  mit  dem  konvexen  A  W  durch 
einen  Wendepunkt  W  verbunden  sein,  für  welchen  offenbar  die 
Bedingung 


Fig.  72. 


erfüllt  ist.    Mit 
folgt  aber  hieraus 


dS'  =  c'-^    oder     jQ==^ 


© 


d    ^ 
^  =  0    oder    &  =  a&       ....    (6b), 

worin  a  eine  Konstante  bedeutet.  In  der  Nachbarschaft 
des  Wendepunktes  der  inneren  Grenzkurve  wächst 
demnach  die  spezifische  Wärme  c'  proportional  der 
absoluten  Siedetemperatur,  unterhalb  des  Wendepunktes 
wächst  sie  langsamer,  oberhalb  dagegen  rascher. 

Auch  für  die  äulsere  Grenzkurve  existieren  im  all- 
gemeinen derartige  Wendepunkte,  und  zwar  nicht  allein  im 
Wärme-  sondern  auch  im  Arbeitsdiagramm.  Für  den  Wende- 
punkt im  Wärmediagramm  gilt  natürlich  dieselbe  Schlufsfolge- 
rung,  wie  sie  oben  auf  die  innere  Grenzkurve  angewandt  wurde, 
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d.  h.  wir  haben  hier  analog,  aber  mit  einer  im  allgemeinen  nega- 
tiven Konstanten  ß 

"502  =  -dW^  =  Ö,    also    c"  =  ßQ       ...    (7) 

Für  Wasser  und  dessen  Dampf  liegen  diese  Wendepunkte 
der  Grenzkurven  im  Wärmediagramm  jedenfalls  weit  oberhalb 
des  bis  jetzt  erforschten  Gebietes,  so  dals  sie  praktisch  zunächst 
noch  keine  Rolle  spielen. 

Die  zur  Temperatursteigerung  trocken  gesättigten  Dampfes 
auf  der  äufseren  Grenzkurve  nötige  Wärmezufuhr  folgt  nunmehr 
aus  Gl.  (13a)  des  §  18  mit  oj  =  1  zu 

ö  P 

Q=(c'^dG  =  q-q^  +  r-^rl-Ä^{v''^v')dp    .     (8), 

worin  das  letzte  Glied  durch  Planimetrieren  des  zwischen  den 
Isobaren  p  und  pi  entsprechend  0  und  ®i  liegenden  Grenz- 
gebietes zu  ermitteln  ist.  Hat  man,  wie  z.  ß.  für  Wasserdampf, 
eine  empirische  Formel  für  die  Verdampfungswärme,  so  ist  es 
allerdings  bequemer,  die  Gl.  (15)  desselben  Paragraphen  zu  be- 
nutzen,  welche  für  a?  =  1  übergeht  in 


(^) 


also 


dQ  =  dq  +  Gdl^\      (9) 

Für  Wasser  dampf  fanden  wir  nun  früher  r  =  796,2  -  0,695  @, 
^        796,2       ^^^^       Jr\  796,2,^ 

und   damit   wird   aus    (9)   durch    Integration    bzw.  mit   q  —  qi 
=  ©  — ©1 

s 

Cd&  & 

«  =  2-3i-796,2J-ö-=J0-@i-796,2lgnö;-      (9a) 

Beachtet  man  weiter,  dafs  die  Energiezunahme  auf  der 
äufseren  Grenzkurve  durch 

^(^-^i)  =  «-2i  +  (>-(>i  =  0-©i  +  (>-(»i       (10) 
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gegeben  ist,   so  folgt  für  die  Arbeit  pro  1  kg  trocken  ge- 
sättigten Dampf  sofort 

ÄL^=^Q---Ä{Ü-  ü^)  =  -^  796,2  Ign^  -  q  +  (>i       (11) 

Es  sei  beispielsweise  trocken  gesättigter  Dampf  von  i9'=175°C 
entsprechend  ^  =  448  °  absoluter  Temperatur  und  einem  Drucke  von 
p  =  9,131  kp/qcm  gegeben ;  derselbe  möge  auf  der  Grenzkurve  expan- 
dieren, bis  er  eine  Temperatur  von  ^-j  =  100^  bzw.  ^j  =  373^  bei 
atmosphärischem  Druck  jpj  =  1,033  kg/qcm  erreicht  hat.  Alsdann  er- 
halten wir  zunächst  'aus  der  Dampftabelle  XVI  die  entsprechenden 
inneren  latenten  Wärmen  pro  1  kg  Dampf 

o  =  437,6,    ei  =  496,1,    o  —  ^^  =  —  58,5  WE 
und  weiterhin 


448 
ign 

also 


^^°  Ü  =  ^^°  ^'^  =  ^'^^^' 


Q  =  448  —  373  —  796,2  •  0,182  =  —  70  WE 

Äiü—  ü,)  =  448  —  373  +  437,6  —  496,1  =  +  16,5  WE 

AL,=:  —  86,5  WE,     A  =  —  36676  mkg. 

Bezuglich  der  Vorzeichen  ist  zu  bemerken,  dafs  für  die  Expansion 
die  Wärme  Q  zuzuführen  ist,  während  die  Arbeit -4  i^  gewonnen  wird, 
nnd  die  innere  Energie  des  Dampfes  dabei  steigt.  Bei  der  KoÄii- 
pression  von  1,033  kg/qcm  auf  9,133  kg/qcm  liegt  die  Sache  natur- 
gemäfs  genau  umgekehrt. 

Handelt  es  sich  um  nassen  Dampf,  so  entspricht  der  eben 
untersuchten  Zustandsänderung  eine  solche  mit  konstant ern 
Dampfgehalt.  Dieselbe  ergibt  sich  leicht  aus  den  Formeln 
des  vorletzten  Paragraphen,  wenn  man  die  Grötse  x  als  unver- 
änderlich betrachtet  und  dann  integriert.     Da 

Vx  =  v'  -{-X  (v"  —  V') (li) 

ist,  so  erkennt  man,  dafs  die  Kurve  konstanter  Dampfmenge 
sofort  durch  proportionale  Teilung  aller  Parallelen  zur  t;Ach6e 
innerhalb  des  Grenzgebietes  im'  Arbeitsdiagramm  gewonnen  werden 
kann.  Differenziert  man  (12)  mit  x  =  Konst.  und  vernachläS5?igt 
wie  früher  die  Veränderlichkeit  des  spezifischen  Flüssigkeits- 
volumens, SO  folgt  nach  Multiplikation  mit^ 

pdvx  =  xpdv" 
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oder,  wenn  Lx  die  Arbeit  auf  der  Kurve  x  =  Konst.  und  L^ 
diejenige  der  äufseren  Grenzkurve,  d.  h.  für  x  =  1  bedeutet, 
auch 

dLz  =  xdLi    bzw.    Lx  =  xLi     .     .     .     .     (13) 

Der  letztgenannte  Ausdruck  für  die  zu  dieser  Zustandsände- 
rung nötigen  Wärmemenge  ergibt  sich  aus  den  Gl.  (12)  und  (14) 
des  vorletzten  Paragraphen  zu 

dQ  =  Ä  (ßU -^  dLx)  =  dq-\-  xdQ  +  AxdL^ 
bzw. 

q==q-qi+x{Q^Q^  +  AL,).     .     .     .     (14), 

worin  die  Gröfsen  g,  3i,  (>,  (>i  durch  die  Temperaturen  aus 
der  Dampftabelle  bestimmt  sind,  während  sich  L^  aus  der  Zu- 
standsänderung längs  der  Grenzkurve  bzw.  für  Wasserdampf  aus 
der  obigen  Gl.  (11)  berechnet.  Der  Verlauf  der  äufseren  Grenz- 
kurve selbst  für  diesen  Körper  läfst  sich  übrigens,  wie  Zeuner 
gezeigt  hat,  innerhalb  des  technisch  wichtigen  Intervalles  von  0,5 
bis  15  kg/qcm  absoluten  Druckes  durch  die  Gleichung 

pv"t^  =  C (15) 

darstellen,  worin  (li  =  1,065  zu  setzen  wäre.  Daraus  erkennt 
man  aber,  dafs  die  Grenzkurve  etwas  steiler  verläuft  als  die  ihr 
häufig  substituierte  Hyperbel  pv  =  C,  welche  nur  als  ganz  rohe 
Annäherung  bei  Überschlagsrechnungen  gebraucht  werden  sollte. 
Die  Adiabate  eines  Gemisches  aus  Dampf  und  siedender 
Flüssigkeit  ist  durch  die  ünveränderlichkeit  der  Entropie  S  ge- 
kennzeichnet. Setzen  wir  also  in  Gl.  (16a)  des  §  18  S  =  Si, 
so  erhalten  wir 

S'  +  -@=Äi'  +  -|^ (16). 

worin  die  Werte 

0  0  ^ 

aus  den  Dampftabellen  für  die  Temperaturen  Q  und  ©i  zu  ent- 
nehmen sind.  Die  Gl.  (16)  dient  hiernach  zur  Berechnung  der 
spezifischen  Dampfmenge  a?,  wenn  die  entsprechende  Xi  für  den 
Anfangszustand  gegeben  ist.  Damit  ist  aber  auch  nach  Gl.  (12) 
das  spezifische  Volumen  des  Gemisches  für  jedes  x  bestimmt, 
so  dafs  der  punktweisen  Konstruktion  der  Adiabate  nichts  mehr 
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im  Wege  steht.  Ebenso  ergibt  sich  auch  die  Änderung  der 
Energie  des  Gemisches  zu 

A  {ü  —  üi)  =  q  —  qi  -\-  XQ  —  a?i()i  ....     (17), 

worin  alle  Grölsen  aulser  den  x  wieder  aus  der  Dampftabelie 
hervorgehen.    Da  nun  allgemein 

ist,  so  folgt  für  die  Adiabate  mit  Q  =  0  auch  die  Arbeit 

ÄL  =  A{üi--ü)  =  qi''q  +  XiQi—XQ.     .     (18), 

so  dafs  wir  nicht  erst  die  Druckkurve  zu  planimetrieren  brauchen. 
Schreibt  man  nun  die  Gl.  (16)  nach  dem  Vorgange  von  Zeuner 
in  der  Form 


(.-xO^  =  ^.'-^'-.,(-J-^)     . 


(16a) 


und   beachtet,    dafs   mit   steigender   Temperatur   S'    wächst,  -tt 

dagegen  abnimmt,  so  hat  man  für  einen  Expansionsvorgang  von 
©i  auf  @  also  @i  >  0 

und  demnach  kann  die  Differenz  x  —  Xi  ^0  sein,  je  nach  der 
anfängUchen  spezifischen  Dampfmenge  Xi.  Ist  z.  ß.  Xi  =  0,  so  wird 

und  für  a^i  =  1,  wenigstens  bei  Wasserdampf, 

also  x<Cl.  Wir  erkennen  hieraus,  dafs  siedendes  Wasser 
bei  adiabatischer  Expansion  Dampf  entwickelt, 
während  trocken  gesättigter  Dampf  hierbei  sich 
teilweise  niederschlägt.  Daraus  folgt,  daJs  es  für  je 
zwei  Temperaturen  @i  und  0  eine  Adiabate  geben  mufs,  für 
welche  die  anfängliche  und  schlielsliche  spezifische  Dampf- 
mjenge  x  einander  gleich  ausfallen.  Diese  Adiabate  fällt  aber 
nicht  etwa  mit  der  Kurve  konstanter  Dampf  menge  x  zusammen, 
wie  man  vermuten  könnte,   sondern  schneidet  dieselbe  nur  in 
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den  beiden  Punkten  xQ  und  x@i,  da  bei  der  Expansion  mit 
konstanter  Dampfmenge  Wärme  zuzuführen  ist,  auf  der  Adiabate 
dagegen  nicht. 

Wir  fassen  wieder  für  Wasserdampf,  wie  oben,  eine  Expansion 
von  d"^  =  175°  auf  ^  =  100°  C  ins  Auge  und  wollen  zunächst  für  eine 
Reihe  von  anfänglichen  spezifischen  Dampfmengen  die  am  Schlüsse 
sich  ergebenden  berechnen.  Für  diese  beiden  Temperaturen  erhalten 
wir  aus  der  Dampftabelle  XVI  für 

i9'j==gj  =  175,    ^  =  1,0823,     Ä,'  =  0,4953,    (»^  =  437.6 

,9«  =q   =100,    4  =  1,4397,    fif  =0,3121,     q  =496,1. 
Eingesetzt  in  Gl.  (16)  gibt  dies 

^  ^  0.4963-0,8121+..  1.0823  ^  ^^^^7  +  .. 0.752. 

also  für 

0^1  =  0  0,25        0,5  0,75        1 

X  =0,127       0,315      0,503      0,691      0,879. 

Hieraus  folgt,  wie  schon  von  Zeuner  bemerkt  wurde,  dafs  ein 
Wasserdampfgemisch  bei  adiabatischer  Expansion  im 
allgemeinen  weiter  verdampft,  wenn  anfänglich  das 
Wasser  im  Überschusse  war,  dagegen  bei  anfänglich 
überschüssiger  spezifischer  Dampfmenge  sich  teil- 
weise niederschlägt. 

Für  das  Äquivalent  der  mechanischen  Arbeitsleistung  bzw.  die 
Abnahme  der  Energie  des  Gemisches  folgt  weiter  aus  (18)  für  un- 
seren Fall 

AL  =  175  — 100  +  iCi  437,6  —  x  -  496,1, 

oder  wegen  der  obigen  Beziehung  für  x 

^i  =  12,Ö-f  05^  .64,5, 
also  für 

{ri  =  0  0,25  0,5  0,75  1 

AL  =  12fi       28,1  44,3  60,4  76,5  WE 

L  =  5088      11914      18  783      25  610      32  436  m/kg. 

Der  Vergleich  der  letzten  Zahl  mit  dem  Absolutbetrage  der 
Arbeit  auf  der  Grenzkurve  im  früheren  Beispiel  ergibt  sofort, 
dats  die  Adiabate  steiler  als  diese  verlaufen  muls.  Komprimiert 
man  demnach  ein  Gemisch  mit  geringem  Flüssigkeitsgehalt,  so 
wird  die  Adiabate  an  irgend  einem  Punkte  die  äufsere  Grenz- 
kurve   treffen,    für   den   sich  aus   Gl.  (16)  gerade  x  =  l  ergibt. 

15» 
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Setzt  man  die  Kompression  fort,  so  würde  man  aus  dieser 
Gleichung  Werte  von  «  >  1  erhalten,  welche  naturgemäls  keinen 
Sinn  mehr  haben.  Es  geht  daraus  nur  hervor,  dafs  das  spezifische 
Volumen  des  Dampfes  grölser  als  das  dem  zugehörigen  Drucke 
Entsprechende  Sättigungsvolumen  geworden,  der  Dampf  also 
überhitzt  worden  ist.  Bei  der  Behandlung  der  überhitzten 
Dämpfe  werden  wir  nicht  nur  hierauf  zurückkommen,  sondern 
auch  die  Frage  zu  erörtern  haben,  ob  neben  der  soeben  be- 
sprochenen umkehrbaren  Adiabate  innerhalb  des  Sättigungs- 
gebietes nicht  noch  irreversible  Zustandsänderungen  ohne  äulsere 
Wärmezufuhr  auftreten  können. 

Für  die  praktische  Verwendung  der  Adiabate  ist  es  nicht 
ohne  Bedeutung,  dafs  sich  deren  Gleichung,  wenigstens  bei  an- 
fänglich überschüssiger  spezifischer  Dampfmenge  Xi  angenähert 
durch 

pv""  =  C 

darstellen  läfst,  wobei  der  Exponent  nach  Zeuner  durch 
X  =  1,035  +  0,1  Xi 

gegeben  ist.  Die  Gültigkeit  dieser  Näherungsf orrnel  erstreckt  sich 
von  aji  =  0,7  bis  1 ;  sie  ergibt  für  anfänglich  trocken  gesättigten 
Dampf  X  =  1,135,  ein  Wert,  den  wir  schon  bei  der  Behandlung 
des  Ausflusses  von  Wasserdampf  im  Verein  mit  Gasen  in  §  10 
benutzt  haben. 

Von  erheblich  geringerer  Bedeutung  gegenüber  der  Adiabate 
ist  die  Isodyname  nasser  Dämpfe,  welche  wir  nur  der  Voll- 
ständigkeit halber  erwähnen.  Für  dieselbe  ist  du  =  0  oder 
U  =  Z7i,  also  bestimmt  sich  nach  Gl.  (14  a)  §  18  die  schliefsliche 
spezifische  Dampfmenge  x  aus  der  anfänglichen  bei  vorgelegten 
Temperaturen  durch 

q-\-XQ  =qi-\-XiQi (19), 

und  folglich  daß  spezifische  Volumen 

t;^  =  t;^  -j-  X  (V"—V')  =  V'  +  g^'~g  +  ^^  ^^  (v"  —  v')       .      (20) 

Die  von  aufsen  zu  geführte  Wärme  Q  ist  hierbei  identisch 
mit  dem  Äquivalent  der  geleisteten  Arbeit,    also  hat  man  auch 

Q  =  ÄL  =  A^pdv" (21) 
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Das  Integral  bestimmt  sich  durch  Planimetrieren  der  Zu- 
standsknrve,  deren  einzelne  Punkte  mit  Hilfe  der  Gl.  (20)  leicht 
konstruiisrt  werden  können. 

Wichtiger,  auch  vom  technischen  Gewichtspunkte  aus,  erweist 
sich  die  Zustandsänderung  bei  konstantem  Volumen, 
zu  der  wir  jetzt  übergehen.     Für  dieselbe  hat  man  wegen  dL  =  0 

dQ  =  ÄdU. 
mithin  nach  Gl.  (14)  des  §  18 

dQ  =  dq-\-  d(x(}) 
oder 

Q  =  Q  —  Qi  +^9  —  Xi9i (22) 

Nun  ist  aber  wegen  der  Gleichheit  des  Anfangs-  und  End- 
volumens 

v'  +  x (v"  —  v')  =  Vi'  +  Xi  (Vi"—Vi') 

oder,  wenn  wir  angenähert  Vi  =  t/  setzen, 


Vi"  — v' 

^   =   ^1     ^U  ^T (23y, 


womit  (22)  übergeht  in 


Q  =  q-qi  +  xi\-^rr^^  q^qA    .     .     .     (22a), 
oder  auch 

Q  =  i-ii  +  x,{v'\-v-){^^r.^---^^fl^-)j    .    (22b) 

Gehen  wir  nochmals  zu  den  Differentialen  zurück,    so  folgt 
hieraus  f ür  die  s  p  e  z  if  i  s  c  h  e  W  ä  r  m  e  c^  bei  konstantem  Volumen 

Nim  ist  aber  wegen  q  =  r  —  A^j  {y"  —  v') 
Q  r 


V    — V  V    — V 


Äp 


und  nach  Elimination  von  v"  —  v'  mit  HiHe  der  Clapeyronschen 
Gleichung 

v"—v'  -"^X^ dh     ^ 
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oder 


80  dafg  wir  auch  mit  dq  =  c'  d&  schreiben  dürfen 


Cv  = 


=^c'  +  Äx^{v"-v')S^,        .     .     (24a) 
Für  trocken  gesättigten  Dampf  gehen  diese  Formeln  über  in 


dQ 
dG 


Cv  =  C'  4"  0 


y'-^'^^i^ 


9 


=  c'  +  Ä{v"- 


-')^lä 


(25) 


Ermittelt  man  den  Differentialquotienten  ttt  (  ,,^  , )  > 


was 


in  erster  Annäherung  stets  erlaubt  ist,  aus  der  Wasserdampf - 
tabelle  durch  Bildung  von  Differenzen,  so  erhält  man  z.  B.  die 
nachstehenden  Werte  für 

^     =        1000        1500        2000 

Cv    =         16,7  12,6         5,0, 

während  die  spezifische  Wärme  für  konstanten  Druck  innerhalb 
des  Sättigungsgebietes  stets  Cp  =  oo  ist.  So  überraschend  die 
Grölse  der  erhaltenen  Werte  von  Cv  ist,  so  deutet  doch  schon 
der  Umstand,  dafs  Cp  unmittelbar  mit  dem  Überschreiten  der 
Grenzkurve  im  Überhitzungsgebiet  endliche  Werte  annimmt,  wie 
wir  noch  sehen  werden,   darauf  hin,    dals  man  nicht  berechtigt 

ist,  aus  den  gewonnenen  Re- 
sultaten Schlüsse  auf  die 
Grölse  Cv  aufserhalb  des  Sätti- 
gungsgebietes zu  ziehen.  Der 
Grund  für  die  hohen  Werte 
von  Cv  und  ihre  enorme  Stei- 
gerung bei  abnehmender  Siede- 
temperatur liegt  übrigens  ein- 
fach in  dem  Umstände,  dals 
mit  der  Erwärmung  bei  kon- 
stantem Volumen  bis  zur  Grenz- 
kurve ein  um  so  stärkeres  An- 
steigen von  aj,  also  immer  eine 
um  so  intensivere  Verdampfung  stattfindet,  je  flacher  die  Grenz- 
kurve  verläuft,   siehe  Fig.  73.     Wie   grofs   diese   Zunahme   bei 


t 

\ 

\, 

0 

s. ;; 

Fig.  73. 
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einer  Erwärmung  zwischen  zwei  vorgelegten  Sättigungstempera- 
turen ist,  ergibt  sieh  ohne  weiteres  durch  Eintragen  der  Kurven 
konstanten  Volumens  iji  das  Arbeitsdiagramm  und  wird  besonders 
anschaulich,  wenn  dasselbe  noch  die  Kurven  konstanter  Dampf- 
menge enthält. 

Mit  Hilfe  der  Gl.  (23)  findet  sich  auch  aus  Gl.  (16)  des  §  18 
die  Entropieänderung  bei  konstantem  Volumen  zu 

S-S,  =  S'-S,'^.,W'-V)  je^^-0^^)l.  (26) 

Von  den  vorstehenden  Formeln  hat  nun  Zeuner  eine 
bemerkenswerte  und  technisch  wichtige  Anwendung  gemacht. 
Er  betrachtet  nämlich  das  Verhalten  eines  nach  aufsen  abge- 
schlossenen Dampfkessels,  dem  fortwährend  Wärme  zuge« 
führt  wird,  wie  es  z.  B.  beim  Anheizen  geschieht.  Es  handelt 
sich  hierbei  hauptsächlich  um  die  Steigerung  des  Druckes 
mit  der  zeitlich  gleichförmig  gedachten  Wärme- 
zufuhr durch  die  Feuerung.  Der  Umstand,  dals  die  Wärme 
unmittelbar  nur  an  den  Wasserinhalt  des  Kessels  übertragen 
wird,  spielt  für  diie  Beurteilung  des  Vorgangs  nach  den  obigen 
Formeln  solange  keine  Rolle,  als  man  voraussetzen  darf,  dafs 
zwischen  Wasser  und  Dampf  kein  nennenswerter  Temperatur- 
unterschied besteht,  da  andernfalls  nicht  umkehrbare  Wärme- 
übergänge sich  einstellen  müfsten.  Dagegen  vereinfacht  sich 
das  Problem  gegenüber  der  allgemeinen  Zustandsänderung  bei 
konstantem  Volumen  durch  die  Überlegung,  dafs  die  spezifische 
Dampfmenge,  d.  h.  das  Verhältnis  des  im  Dampfraum  befind- 
lichen Dampfes  zum  Inhalte  des  Wasserraums  unter  allen  Um- 
ständen praktisch  ganz  minimal  ausfällt  und  dals  auch  die 
Änderung  des  Dampf  rauminhaltes  gegenüber  der  Wassererwärmung 

keine  Rolle  spielt.    Ist  z.  B.   der  Dampfraum  eines  Kessels  — 

des  Wasserraumes,  so  ist  das  Flüssigkeitsvolumen  bei  6rkg  Ge- 
samtinhalt (1  —  x)Gv'  und  das  Dampfvolumen  xGv",  mithin 

nxGv''  =  {l—x)Gv' 
oder 

X  {nv"  —  v')  =  v\ 

oder  indem  man  v'  gegen  nv*'  vernachlässigt 

_  1  ^' 
^~  n  V"' 


» 

2 

3 

«1  = 

0,0003 

0,0002 

232     Kap.  ni.    Das  Entropieprinzip  u.  d.  Verhalten  gesättigt.  Dämpfe. 

Hat  der  Dampfkessel  eine  anfängliche  Temperatur  von 
;?'  =  1000,  so  ist  v'  =  0,00104,  v"  =  1,676  cbm,  und  man  er- 
hält für 

1^ 

4 

0,00015 

Da  nun  in  Gl.  (22  a)  der  Faktor  von  Xi  ungefähr  von  gleicher 
Gröfsenordnung  ist,  wie  der  Zuwachs  der  Flüssigkeitswärme 
ü  —  Qif  80  erkennt  man,  dafs  infolge  der  soeben  ermittelten  ver- 
schwindenden Werte  der  spezifischen  Dampfmengen  das  zweite 
Glied  überhaupt  für  die  Wärmeaufnahme  belanglos  wird  und 
man  sich  mit  der  Annäherung  pro  1  kg 

dQ  =  dq  =  &de, 
bzw.  für  den  Kesselinhalt  von  Cr  kg  mit 

dQ' =  G&d@=a&^dp   .     .     .     .     (22c) 

vollkommen  begnügen  darf.    Daraus  folgt  aber  auch 

-^  _  J_   _f^_  ^22dl 

dp 
worm  ^  die  Drucksteigerung  auf  der  Spannungskurve  darstellt. 

Da  nun  laut  Voraussetzung  die  Wärmezufuhr  gleichförmig  er- 
folgt, aber  auch  nach  (22c)  die  Temperatur  proportional 
der  Zeit  zunimmt,  so  steigt  hiernach  der  Kessel- 
druck unabhängig  von  dem  Verhältnis  des  Dampf- 
raumes zum  Gesamtvolumen  nach  der  Spannungs- 
kurve an,  und  zwar  um  so  langsamer,  je  gröfser  der 
Wasserinhalt  des  Kessels  ist.  Versuche  von  Fairbairn 
(1853)  an  einem  Lokomotivkessel  haben  diese  theoretische  Schlufs- 
folgerung  vollkommen  bestätigt. 

Zum  Schlüsse  wollen  wir  noch  die  polytropische  Zu- 
standsänderung  nasser  Dämpfe  untersuchen,  welche  für  die 
Durchführung  von  Idealprozessen  an  Wärmemaschinen  von  Be- 
deutung ist.  Diese  kennzeichnet  sich  dadurch,  dals  eine  der 
Temperaturänderung  des  arbeitenden  Körpers  selbst  proportionale 
Wärmemenge  zugeführt  wird,  so  dafs  wir  in  der  Gleichung  (15) 
des  vorletzten  Paragraphen 
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dQ  =  cdQ  .      ' (27) 

zu  setzen  haben.  Beachten  wir  ferner,  dals  dq=  c'd&,  so  folgt 
hieraus 

,^dO        _  lxr\  ,^^^ 

(^-0-0  =^(-grj (2^)' 

oder  mit  c'  =  Konst. 

(c-c')lgn^=-^--^,      .     .     .    (28a) 

so  dals  also  auch  hier,  wie  bei  der  Adiabate,  eine  punktweise 
Konstruktion  der  Druckkurve  leicht  durchgeführt  werden  kann. 
Die  gesamte  Wärmezufuhr  folgt  aus  (27)  pro  1  kg  zu 

(2  =  c(r^  — ©i) (27a) 

und  der  Zuwachs  an  innerer  Energie 

Ä(Ü^Ui)  =q  —  qi  +  XQ  —  XiQi 
oder  wegen  (28a) 

^(Cr-£,\)=c'(0-0i)  +  (c-c')0^lgn-g+a:ig/0|-0igj    (29) 

Für  die  Arbeitsleistung  ergibt  sich  durch  Subtraktion  von 

(27a)  und  (29) 


AL  =  (c- 


o'){o-0.-0i  Ignf )  -.,-^(0^-0,^^)  (30). 

während   die   Enti  opiezunahme   aus   (27)   nach  Division  mit  (") 
und  Integration 

S-Si  =  ^^-  =  c\gn-^-        ....    (31) 
wird. 

§  21.  Nicht  umkehrbare  Zustandsänderungen  nasser  Dämpfe. 

Expansion   ohne    Wärmegleichgewicht   zwischen   dem    flüssigen   und 

dampfförmigen    Bestandteil   eines  Gemisches^   Pseudo- Adiabate.      Ab- 

drosselung  nasser  Dämpfe.    Rasche  Strömung  und  Ausflufs  von  Dampf- 

gemischen,  kritischer  Mündungsdruck.  Ausflufs  siedenden  Wassers. 

Vorgänge,   welche   von    reinen,  arbeitslosen  Wärmeübertra- 
gungen begleitet  sind  bzw.  in  deren  Verlaufe  einmal  gewonnene 
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mechanische  Arbeit  ganz  oder  teilweise  wieder  in  Wärme  zurück- 
verwandelt wird,  sind  ganz  allgemein  als  nicht  umkehrbar  oder 
irreversibel  zu  bezeichnen.  Im  Gegensatz  zu  homogenen  Kör- 
pern, z.  B.  Gasen,  kommen  nun  bei  Dämpfen  auch  solche  Zu- 
Standsänderungen  als  technisch  wichtig  in  Betracht,-  bei  denen 
zwischen  dem  dampfförmigen  und  flüssigen  Bestandteil  kein 
Wärmegleichgewicht  mehr  besteht,  woraus  naturgemäls  zwischen 
diesen  Bestandteilen  des  Körpers  reine  Wärmeübergänge  resul- 
tieren. 

Als  ersten  derartigen  Vorgang  betrachten  wir  die  Expansion 
eines  nach  aulsen  wärmedicht  in  einem  Zylinder  mit  axial  ver- 
schiebbaren Kolben  abgeschlossenen  Gemisches,  von  welchem 
lediglich  der  dampfförmige  Bestandteil  Arbeit  leistet.  Dabei 
wird,  wie  wir  im  letzten  Paragraphen  gesehen  haben,  Flüssig- 
keit ausgeschieden,  d.  h.  die  spezifische  Dampfmenge  x  des  Ge- 
misches um  dx  vermindert.  Nimmt  nun  die  Flüssigkeit  im 
Betrage  von  (1  —  x)  kg  pro  1  kg  des  Gemisches,  nachdem  sie 
sich  etwa  an  den  Zyhnderwandungen  niedergeschlagen  hat, 
infolge  ihrer  nur  mehr  geringen  Berührungsfläche  mit  dem 
Dampfe  nicht  an  dessen  Zustandsänderung  teil,  so  wird  ihre 
Temperatur  durch  den  Zugang  von  dx  mit  dem  Wärmeinbalte 
qdx  natürlich  verändert,  ohne  dafs  dies  auf  die  Zustands- 
änderung des  restierenden  Dampfgehaltes  von  irgendwelchem 
Einflufs  sein  soll.  Den  ganzen  Vorgang,  der  zugleich  den  un- 
günstigsten Verlauf  der  Druckkurve  des  Dampfes  in  unseren 
Dampfmaschinen  darstellt,  wollen  wir  als  eine  pseudoadia- 
batische  Expansion  bezeichnen. 

Die  rechnerische  Verfolgung  dieses  ganzen  Vorganges  ergibt 
sich  sofort  aus  der  Überlegung,  dals  der  Dampf gehalt  x  stets 
trocken  gesättigt  bleibt,  d.  h.  dafs  ihm  bei  der  Expan- 
sion eine  Wärmemenge  xc"dG  zuzuführen  ist.  Diese  Wärme- 
menge kann  aber  nur  von  dem  ausscheidenden  Flüssigkeits- 
element dx  herrühren,  durch  dessen  Kondensation  rdx  WE  frei 
werden.  Wir  haben  mithin  mit  Rücksicht  auf  die  Vorzeichen 
von  dx  und  d& 

xc"dQ-{-rdx  =  0 (1) 

oder 

—  =  —  —  dQ 
X  r 
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bzw.  nach  Integration 

1       ^  Cc"dG 

lgn-  =  -j-^        (2) 

Da  unter  dem  Integralzeichen  nur  bekannte  Temperatur- 
funktionen stehen,  so  bietet  die  Auswertung  dieser  Formel  keine 
Schwierigkeit,  während  ihre  Ergebnisse  unmittelbar  auf  die 
punktweise  Konstruktion  der  Pseudo-Adiabate  führen,  deren 
Planimetrierung  im  p  v-Diagramm  alsdann  die  geleistete  Arbeit  L 
ergibt.  Da  nach  auXsen  hin  keine  Wärme  abgegeben  wurde,  so 
ist  diese  Arbeit  gleichzeitig  identisch  mit  der  Abnahme  der 
Energie  ü  des  ganzen  Gemisches  einschlielslich  des  nieder- 
geschlagenen Wassers.  Nun  kennt  man  auch  den  Wert  Z7i  im 
Anfangszustande  des  ganzen  Systems,  für  den  der  Flüssigkeits- 
gehalt, sofern  er  schon  vorhanden,  im  allgemeinen  noch  dieselbe 
Temperatur  besitzen  wird,  wie  der  dampfförmige  Bestandteil, 
und  zwar  ist 

^C^i  =  Ö^i  +a?i(>i ^     (3), 

wenn  wir  den  Energieinhalt  der  Flüssigkeit  von  O^C  willkür- 
lich gleich  Null  setzen.  Alsdann  aber  haben  wir  auch  für  den 
Endzustand,  in  welchem  (1 — ip)  kg  Flüssigkeit  mit  der  Tem- 
peratur ^0  bzw.  der  Flüssigkeitswärme  (1  —  x)  Qq  und  x  kg  Dampf 
von  der  Temperatur  &  entsprechend  ©  mit  der  Energie  x  {q-\-Q) 
vorhanden  sind 

ÄÜ={l-x)qo  +  x(q  +  Q) (4) 

Die  Differenz  von  (3)  und  (4)  ergibt  nunmehr  das  negative 
Arbeitsäquivalent 

»  —AL  =  (l—x)qo-\-x{q-\-Q)  —  qi  —  XiQi  .  .  (5) 
und  kann,  da  die  Werte  von  q,  (>,  qi,  qi  sowie  %  gegeben  sind, 
während  x  sich  aus  (2)  und  Ä  L  durch  Planimetrieren  der  Druck- 
kurve bestinamt,  zur  Berechnung  von  qo  =  ^o»  ^'  ^'  der  Tem- 
peratur der  schliefsHch  vorhandenen  Flüssigkeit  dienen.  Die 
unmittelbare  Berechnung  dieser  Gröfse  durch  Einsetzen  der 
Gröfse  dx  und  x  aus  (1)  und  (2)  in  die  Mischungsformel  würde 
dagegen  auf  unüberwindliche  analytische  Schwierigkeiten  führen, 
welche  durch  das  obige  Verfahren  gänzlich  vermieden  werden. 
Bevor  wir  zu  einem  speziellen  Beispiele  übergehen,  wollen  wir 
noch   die  Gl.  (2)  für  Wasserdampf  intregrieren,   und   zwar   mit 
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Hilfe   der    im    vorletzten    Paragraphen    erhaltenen    empirischen 

Formeln 

796  2 
c'  =  1,    c"  =  1 0^,    r  =  796,2  —  0,695  &. 

Eingesetzt  in  (2)  ergeben  dieselben 


,      ^  fc"  ^^       ,        0    ,^,0«,       796,2  —  0,6 

^^^  =  -]t  ^®  =  ^g"  ^  +  0.439 Ign  ,96,2-0,6 


oder 
bzw. 


f  —  0,695  Q 
f,695  (^i' 


Ign  |-=lgn-^  + 0,439  Ign^     ....    (2a), 

0,439 

^==^(n)      (^^) 

Die  schlielslich  spezifische  Dampfmenge  eines 
nach  der  Pseudo-Adiabate  expandierenden  Ge- 
misches ist  demnach  der  anfänglichen  direkt  pro- 
portional. Daraus  folgt,  dals,  um  eine  möglichst  grofse 
Arbeitsleistung  zu  erzielen,  der  anfängliche  Wassergehalt  des 
Gemisches  tunlichst  klein  sein  sollte,  eine  Regel,  die  in  der 
Praxis  der  Dampfmaschinen  auch  durch  Anbringen  von  Wässer- 
abscheidern in  der  Dampfleitung  unmittelbar  vor  dem  Arbeits- 
zylinder befolgt  wird. 

Expandiert  dann  der  Dampf  nach  der  Pseudo-Adiabate  entsprechend 
unseren  früheren  Beispielen  von  0'^  =  175*^  C  auf  3'  =  100  •  C,  so 
hat  man 

0,  =  448 ,      ri  =  484,9 
0  =373,      r  ==537,0 
mithin  nach  (2  b) 

0,871  x^ 


oder  für 

x,=0 

0,25 

0,5 

0,75 

1 

X   =0 

0,218 

0,435 

0,653 

0,871 

Wir  erhalten  also,  wie  zu  erwarten,  durchweg  niedere  spezifische 
Dampfmengen  als  bei  der  umkehrbaren  Adiabate  (siehe  §  20),  wenn 
auch  für  anfänglich  trocken  gesättigten  Dampf  der  Unterschied  nur 
sehr  gering  ausfällt.  Planimetriert  man  die  in  Fig.  74  schraffierte 
Fläche,  so  ergibt  sich  für  die  Expansionsarbeit  bei  anfänglich  trocken 
gesättigtem  Dampf,  also  Xi  =  l 

X  =  31  843  m/kg    oder    AL  =  75,1  WE 
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Setzen  wir  schliefslich  diesen  letzten  Betrag  in  Gl.  (5)  ein,  so 
ergibt  sich  mit  g  =  100,  e  —  496,1,  q^  =  175,  q^  =  437,6  und  x^  =  1, 
bzw.  X  =  0,871  schliefslich  die  Flüssigkeits wärme  bzw.  Temperatur  des 
während  der  Expansion  ausgeschiedenen  Wassers  zu 

q^  =  150  WE ,     also     ^o  =  ^50 "^  C. 

Da  nun  der  schliefsliche  Druck  in  unserem  Falle  entsprechend 
^:=100<^  mit  dem  der  Atmosphäre  übereinstimmt,  so  ist  das  aus- 
geschiedene Wasser  überhitzt  und  wird  zweifellos  das  Bestreben  haben, 
teilweise  wieder  zu  verdampfen. 
Diese  Erscheinung  nun  läfst  sich  in 
der  Tat  in  den  Zylindern  der  Dampf- 
maschinen sowohl  gegen  Schlufs 
der  Expansion,  besonders  aber 
während  des  darauffolgenden  Hin- 
ausschiebens des  Arbeitsdampfes 
beobachten.  Allerdings  spielt  hier- 
bei, worauf  wir  erst  später  eingehen 
können,  auch  der  Wärmeaustausch 
mit  den  Zylinderwandungen  eine 
gewisse  Rolle,  so  dafs  die  hier 
behandelte  pseudo-adiabatische  Ex- 
pansion im  wesentlichen  einen 
Grenzfall  darstellt. 

Wir  gehen  nun  zu  einer  anderen  irreversiblen  Zustandsände- 
rung  über,  welche  man  wohl  auch  als  Drosselung  des  Dampfes 
bezeichnet.  Hierbei  wird  der  Druck  einer  in  langsamer  statio- 
närer Bewegung,  deren  kinetische  Energie  als  belanglos  vernach- 
lässigt werden  kann,  begriffenen  Dampfmenge  durch  Einschaltung 
eines  Hindernisses,  z.  B.  eines  nur  wenig  geöffneten  Ventils,  er- 
niedrigt. Die  zum  Durchströmen  des  Ventils  nötige,  durch  die 
Druckdifferenz  selbst  bedingte  hohe  Geschwindigkeit  bzw.  die 
derselben  entsprechende  kinetische  Energie 
wird  durch  die  Bewegungswiderstände  ver- 
nichtet bzw.  wieder  in  Wärme  zurück- 
verwandelt, so  dals  wir  es  nur  noch  mit 
statischen  Energiegröfsen  zu  beiden  Seiten 
des  Hindernisses  zu  tun  haben.  Findet 
weiterhin  zwischen  den  beiden  Strömungs- 
querschnitten Ä  und  B,  Fig.  75  a,  denen  die  Zustände  p^Vi  üi 
bzw.  pvU  entsprechen   mögen,  weder  eine  Arbeitsleistung  noch 


Fig.  74. 


y«^ 


B  A 

Fig.  75  a. 
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eine  Wärmezufuhr  oder  Ableitung  statt,  so  haben  wir  unter  Ver- 
nachlässigung der  kinetischen  Stromenergie  nach  §  12  Gl.  (8) 

ü+pv=  ü^+pxvi (6) 

Das  ist  aber  dieselbe  Formel,  die  wir  schon  im  §  19  als 
Grundlage  der  Frankseben  Bestimmung  der  latenten  Wärme 
kennen  gelernt  haben,  so  dals  auch  diesen  Versuchen  lediglich 
eine  Drosselung  zugrunde  lag.  Führen  wir  in  Gl.  (6)  die  Werte 
für  U  und  v  mit  den  spezifischen  Dampfmengen  x  ein,  so  er- 
halten wir  mit  q  -\-  Ap  (v"  —  v')  =  r 

q  +  xr  +  Äpv' =  qi-{-Xiri  + ApiVi'     ...     (7) 

analog  der  Gl.  (8)  in  §  19.  Für  praktische  Zwecke  ist  es  meist 
zulässig,  von  der  sehr  kleinen  Flüssigkeitsarbeit  pit;i' — pv'  bzw. 
deren  Äquivalent  gegenüber  den  viel  gröfseren  anderen  Gliedern 
abzusehen,  womit  sich  (7)  vereinfacht  in 

q  +  xr  =  qi -\- ccir^^ (7a) 

oder 

a>^^^  +  ./^ (7b) 

Für  Wasserdampf  können  wir  auch  mit  q  =  &  und  r  = 
606,5  —  0,695  S  hierfür  schreiben 

x-x,  =  ^^^  (1  -  0,695  a;i)  cv)  •  ^^^^  (1  -  0,7  Xi)  (7c), 

woraus,  da  stets  aji  <  1,  also  1  —  0,695  a^i  >  0  sein  mufs,  hervor- 
geht, dals  bei  der  Drosselung  nassen  Dampfes,  wobei 
Pi^Py  also  auch  ^i>^  ist,  die  spezifische  Dampf  menge 
zunimmt.  Die  bei  den  Frankschen  Versuchen  auftretende 
Verdampfung  aus  anfänglich  reiner  Flüssigkeit,  d.  h.  für  Xi  =  0, 
ist  naturgemäfs  nur  ein  spezieller  Fall  dieser  Erscheinung,  welche 
somit  zur  Trocknung  des  Dampfes  ohne  Abscheidung  von  Wasser 
benutzt  werden  kann.  Hiervon  macht  man  in  der  Tat  gelegent- 
lich in  der  Technik  Gebrauch,  wobei  das  Einlalsventil  am 
Dampfzylinder  sich  zwanglos  zur  Drosselung  darbietet. 

Allerdings  kann  die  Wirkung  dieses  Verfahrens  bei  mäfaigen 
Druck-  und  Temperaturdifferenz  nur  eine  sehr  schwache  sein, 
da  der  Wert  von  r  in  Gl.  (7c)  für  Wasserdampf  den  Betrag  der 
Temperaturdifferenz  vielfach  übertrifft. 
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Ist  z.  B.  Dampf  von  d'i  =  175®,  also  p^  =  9,133  kg/qm  absolutem 
Druck  gegeben,  und  soll  derselbe  abgedrosselt  werden  auf  &  =  165^  mit 
p  =  7,17  kg/qm,  so  ist  hierfür  mit  r  =  491,8  WE,  nach  Gl.  (7  c) 

x  —  Xi=^  0,0203  —  0,0141  X, 
also  für 

»1  =  0  0,25        0,5  0,75        1 

X  =0,0203      0,267      0,513      0,760      1,006. 

Die  letzte  Zahl  x  =  1,006  hat  natürlich  unmittelbar  keinen  Sinn, 
sondern  besagt  nur,  dafs  der  anfänglich  trocken  gesättigte  Dampf  durch 
die  Drosselung  sich  überhitzt  hat,  ein  Vorgang,  auf  den  wir  bei  der 
Besprechung  der  überhitzten  Dämpfe  noch  zurückzukommen  haben. 
Übrigens  erkennt  man  aus  den  vorstehenden  Resultaten,  dafs  die 
trocknende  Wirkung  der  Drosselung  um  so  stärker  hervortritt,  je  gröfser 
der  anfängliche  Wassergehalt  war ;  es  liegt  dies  einfach  daran,  dafs  die 
Dampfbildung  hierbei  vorwiegend  auf  Kosten  der  Flüssigkeitswärme 
dieses  Wassergehaltes  erfolgt. 

Handelt  es  sich  um  sehr  rasche  Strömungen,  wie  sie 
z.B.  beim  Ausflusse  aus  Mündungen  bzw.  durch  Ansatzrohre 
mit  konstantem  oder  in  der  Bewegungsrichtung  veränderlichem 
Querschnitt  auftreten,  so  haben  wir  wie  bei  Gasen  die  beiden 
Fälle  zu  unterscheiden,  für  welche  die  Bewegungswiderstände 
vernachlässigt  werden  dürfen  oder  nicht.  Im  ersten  Falle,  d.  h. 
beim  Ausflusse  durch  gut  abgerundete  Mündungen,  würde,  wie 
schon  bei  Gasen  (siehe  §  10),  die  Expansion  sich  genau  nach 
der  Adiabate  vollziehen,  und  daher  ein  Teil  des  Dampfes  nieder- 
geschlagen werden,  wie  wir  im  vorigen  Paragraphen  gesehen  haben. 
Von  den  beiden  Gleichungen  für  diesen  Vorgang,  nämlich 

S'  +  ^^  =  S,'+x,^^ (8) 

und 

V  +  P^  +  ^  =  f^i+Pi^i+^-     ■    ■     ■    (9). 

worin  u  die  schliefsliche  und  %  die  dem  Zustande  ]7i,  piVi  zu- 
gehörige Geschwindigkeit  bedeutet,  geht  die  letztere  mit  Hilfe 
der  Volumina 

V  =:^v'  -\-  X  {v"  —  v')     und     Vi  =  Vi   +  Xi  {Vi"  —  Vi) 
und  der  Ausdrücke  für  die  Energie 

AV  =  CL-\-XQ,  A^l  ^  q.1  +  XiQi, 
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bzw.  wegen  q  -}-  Äp  {v"  —  v')  =  r  über  in 

q  +  xr  -^  Äpv'  +  Äj-^  =  qi  +  x^ri  +  Ap^v^'  -{-  A  ^    (9a), 

so  dals  wir  sofort  in  der  Lage  sind,  bei  vorgelegten  Anfangs- 
und Endtemperaturen  und  gegebener  Anfangsgeschwindigkeit,  die 
schliefsliche  spezifische  Dampfmenge  x  und  die  Geschwindigkeit  u 
zu  berechnen.  Bedeutet  dann  F  den  Ausflulsquerschnitt,  in 
welchem  schon  der  Endzustand  herrschen  möge,  so  ist  die  Aus- 
flulsmenge  durch 

G  =  i^" (10) 

bestimmt.  Leider  tritt  nun  in  dieser  ganzen  Betrachtung  die 
entscheidende  Rolle  des  Mündungsdruckes,  die  wir  bei  der 
Untersuchung  der  Gase  auch  für  Wasserdampf  konstatiert  haben, 
gar  nicht  hervor,  so  dafs  es  sich  schon  darum  empfiehlt,  von 
der  Formel  (8)  für  das  vorliegende  Problem  keinen  Gebrauch  zu 
machen,  weil  von  vornherein  die  Veränderung  der  spezifischen 
Dampfmenge  höchst  wahrscheinlich  auch  durch  den  sehr  raschen 
Verlauf  der  Drucksenkung  beim  Ausflusse  beeinträchtigt  wird. 
Wir  wollen  darum  die  durch  Zeuner  festgestellte  Erfahrungs- 
tatsache heranziehen,  dafs  die  Adiabate  des  Wasserdampfes  an- 
nähernd der  Gleichung 

pv''=piVi''' (11) 

folgt  und  dürfen  hiermit  die  bei  Gasen  gewonnenen  Ausfiufsformeln 
unmittelbar  auch  für  Dämpfe  benutzen.  War  die  Anfangs- 
geschwindigkeit Ui  =  0,  so  erhalten  wir  auf  dem  früheren  Wege 


X_—  1 

>^  — 1    I      \Pi 


(12) 


und  die  Ausflufsmenge  mit  (10) 


V    ^     y,  ■ 


^  =  -^S  f)     -V  •  •  •  (13) 


_  P  «    _  p.„   lA  +  1    "9 
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Dieser  Ausdruck  wird  zu  einem  Maximum,  wenn  der  Mün- 
dungsdruck den  kritischen  Wert  pk  erreicht,    welcher  sich   aus 

^^/     2    p^     ......     (14) 

pi     Y  +  ^1 

bestimmt,  wobei  die  Ausflufsgeschwindigkeit  im  Mündungsquer- 
schnitt mit  der  Schallgeschwindigkeit  a  übereinstimmt.  Da  diese 
durch  a^  =  gTcpv  ^=  gxpkVk  gegeben  ist,  so  folgt  auch  mit i?  =  p* 

aus  (12) 

^'  =  ^'  =  |fli'i'^i       (12a), 

und  somit  für  die  maximale  Ausflufsmenge 

oder  wegen  (14) 

«.=-(^p'V'4 (-) 

Hat  man  es  mit  trocken  gesättigtem  Wasserdampf 
zu  tun,  so  wäre  x  =  1,135  zu  setzen  und  man  würde,  wenn  der 
Druck  Pi  in  kg/qcm  gemessen  wird,  aus  den  vorstehenden 
Formeln  erhalten 

pi^  =  0,57i?i ,     M  =  a  =  323  ^p^i ,     Gm  =  199  ^  V |^  (15a) 

Insbesondere  die  letzte  Formel  ist  durch  die  neueren  schon 
früher  erwähnten  Versuche  Stodolas  praktisch  bestätigt  worden. 
Würde  die  Zustandsänderung  bis  zum  Mündungsquerschnitt  etwa 
nach  dem  Gesetze pv  =  PiVi  also  mit  x  =  1  verlaufen,  so  würden 
die  Formeln  (14)  und  (15)  auf  die  unbestimmten  Werte  1*  führen, 
während  das  Einsetzen  von  Exponenten  x,  welche  der  Einheit 
immer  näher  kommen,  auf  Grenzwerte  der  Formeln  (14)  und  (15) 
für  X  =  1  hinzudeuten  scheint. 

Zur  Ermittlung  dieser  Grenzwerte  entwickeln  wir  den  Loga- 
rythmus  des  reziproken  Wertes  von  (14)  in  eine  Reihe,  setzen  also 

,       Pi  >^     1      l^+A        2x    (x-1        1  (y^  —  lY,        \ 

lg-  ^  =  ,rrT  lg-  [-r-j  =7=Tlx  +  3  +  3   (x"+3)  +  •  •  I 

Lorenz,  Techn.  Wärmelehre.  16 
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oder 

Für  x  =  l  verschwinden  in  dieser  Reihe  alle  Glieder  mit 
X — 1  im  Zähler  und  es  bleibt 

als  Grenzwert  für  (14),  während  ebenso  für  (15) 

folgt.  Da  nun  die  Versuche  die  Übereinstimmung  der  Formel 
(15  a)  mit  der  Erfahrung  für  gesättigten  Wasserdampf  ergeben 
haben,  so  haben  die  zuletzt  abgeleiteten  Grenzformeln  für  eine 
Zustandsänderung  nach  der  Kurve  pv  keine  praktische  Be- 
deutung. Dagegen  gestatten  die  Formeln  (15  a)  noch  eine  Ver- 
einfachung durch  Elimination  des  spezifischen  Anfangsvolumens 
für  den  Fall  anfängHch  trocken  gesättigten  Dampfes.  Für  die 
Grenzkurve  gilt  nämlich  angenähert 

so  dafs  wir  auch  für  (15  a)  schreiben  dürfen 

u  =  433  pi  0.0305  und  Gm  =  148,5  F  -  p^  0.972  .     .     (15  b), 

worin  ebenso  wie  in  Gl,  (15  a)  die  Fläche  in  qm,  der  Druck 
dagegen  in  kg  pro  qcm  einzusetzen  ist. 

Die  Kleinheit  des  Exponenten  von  Pi  in  der  Formel  für 
die  Ausflufsgeschwindigkeit  hat  naturgemäfs  eine  nur  geringe 
Zunahme  derselben  für  steigenden  Innendruck  zur  Folge,  so 
dafs  man  die  Ausflufsgeschwindigkeit  trockenen 
Dampfes  für  weite  Druckintervalle  als  nahezu 
konstant   annehmen   darf. 

Den  Ausflufs  nassen  Dampfes  mit  geringer  an- 
fänglicher spezifischer  Dampfmenge  Xi  einschliefslich 
derjenigen  reiner  heilser  Flüssigkeit  hat  man  nun  bisher  im 
Gegensatze  zu  der  vorstehenden  Betrachtung  immer  auf  Grund 
der  beiden  Formeln  (8)  und  (9)  behandelt  und  dabei  still- 
schweigend vorausgesetzt,  dafs  während  des  auf  serordentlich 
rasch  verlaufenden   Vorgangs  zwischen  Dampf  und  Flüssigkeit 
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das  Temperaturgleichgewicht  gewahrt  bleibt.  Dafs  dies  nicht 
immer  der  Fall  zu  sein  braucht,  haben  wir  schon  bei  der  Be- 
sprechung der  pseudo  adiabatischen  Expansion  gesehen,  bei  der 
trotz  verhältnismäfsig  langsamer  Zustandsänderung  infolge  der 
geringen  Oberfläche  der  einmal  niedergeschlagenen  und  ange- 
sammelten Flüssigkeit  das  Temperaturgleichgewicht  zwischen 
dieser  und  dem  Dampfe  gestört  wurde.  Auch  beim  Ausflusse 
sehr  nassen  Dampfes,  insbesondere  wenn  die  Flüssigkeit  an- 
fänglich im  Überschusse  ist,  d.  h.  für  x  <<  0,5,  können  wir  nicht 
mehr  erwarten,  dafs  jedes  Flüssigkeitselement  bzw.  Molekül  voll- 
ständig vom  Dampf  umhüllt  bleibt,  sondern  müssen  eine  Zu- 
sammenballung solcher  Moleküle  zu  gröüseren  Komplexen,  d.  h. 
eine  Tropfenbildung  annehmen,  bei  der  die  Berührungsfläche 
zwischen  den  beiden  Bestandteilen  des  Gemisches  gegenüber 
molekularer  Verteilung  schon  bedeutend  vermindert  erscheint. 
Die  Folge  davon  wird  unbedingt  eine  erheblich  geringere  Ver- 
dampfung während  des  Ausflusses  sein,  als  sie  durch  die  auf 
dem  Wärmegleichgewicht  zwischen  beiden  Bestandteilen  be- 
ruhende Formel  (8)  ergibt,  so  dals  wir  von  dieser  keine  mit  der 
Erfahrung  übereinstimmenden  Rechnungsergebnisse  erhoffen 
dürfen. 

Hätte  man  z.  B.  anfänglich  gerade  siedende  Flüssigkeit, 
wie  sie  etwa  dem  Wasserraum  eines  Dampfkessels  entströmen 
würde ,  so  würde  sich  mit  xi  =  0  die  schliefsliche  spezifische 
Dampfmenge  nach  Gl.  (8)  zu 

x=(Äi'-50f (8a) 

ergeben,  während  die  Ausflulsgesch windigkeit  u  bei  anfänglichem 
Ruhezustand  im  Kesselinnern,  also  Ui  =  0,  nach  (9  a)  aus 

A^=q,-q  +  Ä{p,v,'-pv')-(S,'-S')G     .     (9b), 

und  die  Ausflufsmenge  nach  (10)  mit  Hilfe  der  Gleichung 

v  =  v''+x{v"  —  v'):==v''\-(v''—v'){Si'--S')—   .    (16) 

zu  berechnen  wäre.  Vernachlässigt  man  nun  in  diesen  Glei- 
chungen   die   mit    dem   sehr   kleinen   spezifischen   Flüssigkeits- 

16  • 
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Volumen  v'  behafteten  Glieder  und  setzt,  was  für  Wasserdampf 
stets  zulässig  ist, 

S-=e'lgn§-,  also  S,'-5' =  c' Iga  ^cv.2c'  |i^|, 

so  folgt  für  (9  b)  mit  gi  — g  =  c*  (Ö,  — 0) 

und  für  (16) 

2v"c'  ,.©1  — 6> 

'^  =  -r-^sr+ö (16«) 

Damit  aber  erhalten  wir  für  die  Ausflulsmenge  die  Näherungs- 
formel 


"^       (90, 


^-^v-  '^^   r       2^c'  ~      •     .     .     .      (17), 

in  welcher  der  Anfangszustand  nur  mehr  durch  die  absolute 
Temperatur  ©i  unter  dem  Wurzelzeichen  zum  Ausdruck  gelangt. 
Innerhalb  der  technisch  wichtigen  Temperaturgrenzen,  d.  i.  von 
0  =  3730^  entsprechend  ^  =  100  ^  und  atmosphärischem  Drucke 
bis  ©1  =  4730,  entsprechend  200  0  schwankt  aber  der  Wert  von 
y  ©1  +  ®  so  wenig  für  eine  und  dieselbe  Endtemperatur  ©,  daf s 
wir  eine  vom  Kesseldruck  nahezu  unabhängige  Aus- 
flulsmenge erwarten  dürfen,  eine  Folgerung,  die  schon 
von  Zeuner,  wenn  auch  auf  ganz  anderem  Wege,  gezogen  wurde. 
Beispielsweise  würde   für   0  =  373",   d.  h.   den  Ausflufs  heifsen 

Wassers  in  die  Atmosphäre,  mit  -^  =  1,4397 ,   i?"  =  1,677  und   c'  =  1 
die  Formel  (17)  übergehen  in 


G  =  . 

39,2  Ff 

0,  +  373 

and 

man  erhielte  für 

0,= 

=  4730 

4480 

4230 

398° 

entsprechend 

^1  = 

=  2000 

1750 

150« 

1250 

und 

Pi  = 

=  15,9 

9,13 

4,87 

2,37  kg/qcm 

P. 

+  0  = 

=  29,09 

28,65 

28,21 

27,77 

^  =  1140,3    1123,1    1105,8   1088,5 
also  in  der  Tat  eine  nur  wenig  veränderliche  Ausflufsmenge. 
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Nun  haben  zwei  französische  Ingenieure,  Pul  in  und 
Bonn  in  im  Jahre  1890  Versuche i)  über  das  Ausströmen  heilsen 
Wassers  aus  einem  Kessel  durch  eine  Mündung  von  22,4  mm 
Durchmesser,  also  F  =  3,94  •  10  -^  qm,  in  die  Atmosphäre  vor- 
genommen, deren  Ergebnisse  wir  mit  den  obigen  Rechnungs- 
resultaten vergleichen  können.     Sie  fanden: 

füri?!  =  2,5  kg/qcm  -^  =   7900  kg;  f  üri?i  =  5,5kg/qcm  ^  =  12000  kg 

»    »  =3,25     »        »  =    9000  »  ;     »    »  =6        »         »  =13340  » 
»    »  =4  »        »  =  11500  »  ;     »    »  =6,25    »         »  =14000  » 

»  »  =4,25  »  »  =  10200  »(?);  »  »  =6,5  »  »  =14500  » 
also  ein  Vielfaches  der  oben  ermittelten  Ausflufsmengen  und 
aufserdem  eine  sehr  starke  Abhängigkeit  vom  Kesseldrucke. 
Daraus  geht  zunächst  hervor,  dals  die  Zeunersche  Theorie  des  Aus- 
flusses heilser  Flüssigkeiten  durch  diese  Versuche  nicht  bestätigt 
wird.  Dagegen  zeigt  sich,  dals  die  Versuchsergebnisse  sich  leid- 
lich genau  durch  die  Formel 

G^  =  450  .  2^  .  i2gi^i—p)v' (18) 

wiedergeben  lassen,  welche  mit  der  gewöhnlichen  Ausflulsformel 
vom  Wasser  mit  dem  Koeffizienten  0,45  identisch  ist.  Der  ganze 
Vorgang  vollzieht  sich  hiemach 
lediglich  unter  dem  Einflüsse 
der  hydraulischen  Druckdifferenz 
Vi — i^>  ohne  dafs  bis  zur  Mün- 
dung eine  erhebliche  Verdamp- 
fung, wie  sie  von  der  Gl.  (8a) 
gefordert  wird,  eintritt.  Es  liegt 
dies  zweifellos  daran,  dals  zu 
dieser  Verdampfung  selbst  eine 
bestimmte      Zeit      nötig      wäre 

welche  aber  bei  der  äulserst  rasch  verlaufenden  Drucksenkung 
bis  zur  Mündung  nicht  zur  Verfügung  steht.  Alsdann  aber  ver- 
läfst  das  Wasser  die  Mündung  nahezu  mit  der  Kesseltemperatur, 
ist  also  dem  äufseren  (atmosphärischen)  Drucke  gegenüber  stark 
überhitzt  und  wird  demzufolge  im  freien  Strahle  rasch  ver- 
dampfen.   Die  Folge  dieser  sofort  an  der  Mündung  beginnenden 


Fig.  75  b. 


^)  Sauvage:   ^coalement  de  l'eau  des  chaudiäres;  Annales  des 
Mines,  1892.    Bd.  2.    8.  192. 
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Verdampfung  mute  natürlich  eine  Strahlerweiterung  sein,    über 
welche  die  folgende  Betrachtung  Aufschiute  gibt. 

Es  sei  in  Fig.  75  b  ZZ  die  Strahlachse,  welche  unter  Vernach- 
lässigung der  Schwere  Wirkung  horizontal  verläuft.  Im  Quer- 
schnitte F  des  Strahles  habe  die  Flüssigkeit  die  absolute  Tem- 
peratur 0,  welche  im  Ausflutequerschnitt  noch  mit  der  Kessel- 
temperatur ©1  übereinstimmt;  ausserdem  sei  in  diesem  Quer- 
schnitt F  die  spezifische  Dampf  menge  x,  während  dieselbe  im 
Ausflufsquerschnitt  noch  a?  =  0  war.  Da  der  gebildete  Dampf 
überall  unter  dem  äufseren  Drucke  steht,  so  ist  seine  Ver- 
dampfungswärme r  über  das  ganze  Strahlvolumen  konstant  und 
wir  haben,  da  die  Dampfbildung  rdx  auf  Kosten  der  Flüssig- 
keitswärme erfolgt,  die  Beziehung 

(1— a;)c'(ZÖ-f  re?a?  =  0. 

Integriert  man  diese  Gleichung  zwischen  den  Grenzen  x,  Q 
und  a;  =  0,  ©1 ,  so  folgt 

lgn(l-^): ^(Öi-Ö), 

oder 

x=.l—e^  (19) 

Da  nun  die  Verdampfungswärme  r  stets  viel  gröfser  als  die 

Änderung  &  (©i  —  ©)    der   Flüssigkeitswärme  ist,   so  kann  man 

in  der  Reihe  für  die  Exponentialfunktion  die  höheren  Potenzen 

& 
von  -  (©1 — ©)  vernachlässigen  und  kurz  schreiben 

^=7(Öi-Ö)  (19a) 

Durch  alle  Strahlquerschnitte  strömt  aber  ein  und  dieselbe 
Menge  G  mit  konstanter  Geschwindigkeit  m,   also  ist  auch  mit 

G  =  F-=:  F T/ 

V  xv" 

oder  wegen  (13  a) 

^=^"^('^.-«)  ■  ■  ■  <»). 

d.  h.     der    Strahlquerschnitt    ist    der    Temperatur- 
abnahme ©1  —  ©  direkt  proportional. 
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Führen  wir  schlielslich    den    Radius   y   des   Querschnittes 
F  =^  ny'^  ein,  so  folgt 


r  = 


nur 


(Öi-Ö) (20a), 


so  dafs  derStrahl  im  ganzen,  wenn  die  Temperatur- 
abnahme in  erster  Annäherung  proportional  dem 
Abstände  von  der  Mündung  angenommen  werden 
darf,  ein  Rotationsparaboloid  mit  dem  Scheitel  im 
Mündungsquerschnitt  bilden  würde.  Diese  Form  haben 
die  Experimentatoren  P  u  1  i  n  und  ß  o  n  n  i  n  auch  wirklich  durch 
Photogramme,  welche  in  der  oben  zitierten  Abhandlung  wieder- 
gegeben sind,  festgestellt,  womit  die  Richtigkeit  unserer  Theorie 
des  Ausflusses  heifsen  Wassers  gegenüber  der  älteren  erwiesen 
sein  dürfte. 
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Mischungsvorgänge  bei  langsamer  Strömung.   Bestimmung  des  Flüssig- 
keitsgehaltes  von   Kesseldampf.    Theorie    der   Einspritzkondensation. 
Theorie  des  Giffardschen  Injektors. 

Die  Mischungsvorgänge  bilden  eine  besondere  Gattung  nicht 
umkehrbarer  Zustandsänderungen ,  welche  wir  lediglich  ihrer 
grölseren  technischen  Bedeutung  wegen  getrennt  behandeln 
wollen.  Infolge  der  unmittelbaren  Berührung  zweier,  wenn  auch 
gleichartiger  Köi-per  von  im  allgemeinen  verschiedener  Tem- 
peratur sind  sie  stets  von  irreversiblen  Wärmeübertragungen  be- 
gleitet, wozu  noch  häufig  die  teilweise  Rückverwandlung  von 
kinetischer  Energie  der  zur  Mischung  ge- 
langendenBestandteile,  welche  gewöhnlich 
vor  der  Mischung  erzeugt  wird,  in  Wärme 
hinzutritt.  Die  Mischung  selbst  findet 
hierbei  stets  in  einem  Räume  statt,  in 
den  zwei  oder  mehrere  vorher  getrennte 
Ströme  eintreten,  während  ihn  gleich- 
zeitig ein  Strom  von  der  Gesamtmasse 
derselben  verläfst  (Fig.  76).  Haben  wir  es,  wie  es  der  Regel 
entspricht,  mit  nur  zwei  sich  vereinigenden  Gewichtsmengen  Gi 
und  ^2  in  der  Zeiteinheit  zu  tun,  so  ist  bei  stationärem  Verlauf 


Fig.  76. 
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(d.  h.  im  Beharrungszustand)  der  Mischung  das  austretende 
Gewicht  in  der  Zeiteinheit 

G=G^  +  G^ (1) 

Der  Zustand  der  beiden  Körper  Gi  und  G2  vor  der  Mischung 
möge  durch  Ui  pi  v^ ,  TJ^  P2  ^2»  derjenige  des  schlielslichen  Ge- 
misches durch  TJpv  definiert  sein.  Befinden  sich  die  Körper 
Gl  und  6r2-  dann  vor  ihrem  Eintritt  in  den  Mischungsraum  im 
Ruhezustande  und  geht  auch  das  Gemisch  G  nach  Verlassen  des 
Mischungsraumes  in  denselben  über,  so  gilt  offenbar  die  Be- 
ziehung 

öl  iJJi  +  pivi)  +  G^  {Ü2  +  P2V2)  =  G(ü+pv)      .     (2), 

wenn  während  des  Gesamtvorgangs  keine  Energie  zu-  oder  ab- 
geleitet wird.  Etwaige  ßewegungswiderstände  beeinflussen  als- 
dann die  Energieformel  nicht,  da  die  aus  ihnen  resultierenden 
Umwandlungen  von  Bewegungsenergie  in  Wärme  sich  vollständig 
innerhalb  der  Vorrichtung  vollziehen.  Haben  wir  es  nun  mit 
nassen  Dämpfen  zu  tun,  so  ist 

AU  =  q-\-XQ     und    v  =  v' -{- x  (v"  —  v')      .     .     (3) 

zu  setzen,  wodurch  (2)  mit  q  +  Äp  {v"  —  v')  =  r  auch  über- 
geht in 

In  dieser  Gleichung  sind  stets  die  Grölsen  Qi  rj  pi  Vi  Xi 
bzw.  ^2  ^2  P2  ^2  ^2  als  gegeben  anzusehen.  Kennt  man  dann 
den  Endzustand  nach  der  Mischung,  also  auch  die  Werte  von 
qrpv'Xj  so  ergibt  sich  aus  (2a)  das  Verhältnis  der  beiden  Ge- 
wichte Gl  :  Ö2.  Ist  anderseits  dieses  Verhältnis  vorgeschrieben, 
so  hat  man  es  in  der  Hand,  bei  gegebener  Endtemperatur,  also 
bekannten  qrpv'  die  schlielsliche  spezifische  Dampfmenge  x  zu 
berechnen  oder  umgekehrt.  Die  Formel  (2a)  lälst  sich  übrigens 
noch  vereinfachen  durch  Vernachlässigung  der  stets  sehr  kleinen 
Wärmeäquivalente  Äpv'  der  Flüssigkeitsarbeiten  und  lautet 
alsdann 

^1  (3i  +  ^in)  +  G2  («2  +  ^2^2)  =  ^1  +  ^2)  (q  +  ^0    (2b) 

Der  einfachste  Fall  liegt  nun  offenbar  vor,  wenn  beide  Be- 
standteile vor  und  nach  der  Mischung  im  flüssigen  Aggregat- 
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zustande   sich   befinden,   so    dafs   also  mit   xi  =  X2  =  x  =  0 
Gl.  (2b)  übergeht  in 

G^l3l  +  ^2«2  =  (öl+Ö2)3 (4) 

Ist  die  spezifische  Wärme  c'  innerhalb  des  in  Frage  stehenden 

Temperaturintervalles  konstant,  so  hat  man  auch  wegen  q  =  c'& 

Öi^i+Ö2^i  =  (^3  +  Ö2)^      ....    (4a) 

Es  ist  dies  nichts  anderes  als  die  schon  in  §  3  angeführte 
Richmannsche  Mischungsregel  für  zwei  gleichartige  Körper, 
welche  somit  auch  für  strömende  Bewegung  gültig  bleibt. 

Der  durch  die  Gl.  (2b)  gekennzeichnete  Mischungsvorgang 
gibt  uns  übrigens  ein  Mittel  an  die  Hand,  den  auf  andere  Weise 
sehr  schwer  bestimmbaren  Flüssigkeitsgehalt  von 
Kesseldampf  an  irgend  einer  Stelle  einer  Rohrleitung  zu  er- 
mitteln. Zu  diesem  Zwecke  wer- 
den nach  Fig.  77  G^i  kg  Dampf 
von  ^lO  der  Mitte  der  Rohrleitung 
entnommen,  in  ein  mit  G2  kg 
Wasser  von  ^2^  gefülltes  Gefäls 
eingeleitet  und  alsdann  die  Tem- 
peratur ^  der  schliefslichen  Ge- 
samtmenge Gl  -\-  G2  in  diesem 
Gefäfs,  welches  selbstredend  mit  ' 
der  Rohrleitung  und  dem  kleinen 


^^ 

(^  -^ 

1^ 



Fig.  77. 


Fig.  78. 


Zuführungsrohr  gut  isoliert  sein  muls,  gemessen.  Alsdann  hat 
man,  abgesehen  von  der  durch  den  Wasserwert  des  Apparates 
bedingten  Korrektur  sowie  wegen  X2  =  0  und  a;  =  0  bzw.  mit 
qz^c'd-  aus  (2b) 

Gl  (c'^i  +  xiri)  +  G^c'd-^  =  (^1  +  Ö2)  c'^ 


250     Kap.  III.    Das  Entropieprinzip  u.  d.  Verhalten  gesättigt.  Dämpfe. 

oder  für  Wasser  mit  c'  =  1 

{Gl  +  G2)  0-  •—  Gid^i  —  ^2^2  ,p;N 

X  = 7^ ....     (5) 

Eine  weitere  wichtige  Anwendung  des  Mischungsvorgangs 
bildet  die  Einspritzkondensation  an  Dampfmaschinen. 
Hierbei  begegnet  die  aus  dem  Arbeitszylinder  D  sekundlich  entwei- 
chende Dampf  menge  Gi  kg  im  Kondensationsraume  ^(Fig.  78)  einer 
kalten  Wassermasse  G2  kg,  durch  welche  sie  bei  niederem  Drucke  p 
kondensiert  wird.  Die  Aufrechterhaltung  dieses  niederen  Druckes, 
welchem  rückwärts  auf  dem  Dampf kolben  ein  Druck  ^1  entspricht, 
bildet  gerade  den  Zweck  dieser  ganzen  Einrichtung  und  erfordert 
naturgemäfs  die  beständige  Entfernung  des  Mischkondensats 
Gl  +  0^2  3.US  dem  Kondensator  mit  Hilfe  einer  Pumpe  P.  Das 
Einspritzwasser  G2  braucht  nicht  künstlich  in  den  Kondensator 
gefördert  zu  werden,  sondern  strömt  in  denselben  unter  dem 
Einflüsse  des  vorhandenen  Überdruckes  der  Atmosphäre  gegen- 
über den  viel  tieferen  Kondensatordruck. 

In  Gl.  (2a)  bedeutet  alsdann  p  den  Kondensatordruck,  pi  den 
Druck  des  Dampfes  hinter  dem  Kolben  und  P2  den  Atmosphären- 
druck, unter  dem  das  Wasser  im  Sumpfe  S  vor  der  Mischung 
stand.  Die  Verdrängungsarbeit  GiPiVi  =  GiPi  [vi  +  x  {vi"  —  Vi)] 
des  eintretenden  Dampfes  wird  vom  Dampfkolben  selbst  geleistet, 
die  Verdrängungsarbeit  des  Einspritz wassers  G2P2V2  =  6^21^2 ^'2' 
dagegen  vom  Atmosj)härendruck,  während  die  Arbeit  (6ri  +  ^2)  P^ 
=  {^1  +  ^2)P'^''  des  Gemisches  auf  den  Kolben  der  Pumpe  P 
übertragen  wird.  Die  Gl.  (2a)  geht  für  den  vorliegenden  Fall 
mit  iC2  =  a;  =  0  und  der  vollkommen  ausreichende  Annäherung 
Vi  =  V2  —  v'  über  in 

Giiai  +  ^i'^i  +  ^PiV) 
+  ^2  (?2  +  ÄP2V')  =  (Gl  +  G2)  {q  +  Äpv% 
woraus  sich  das  Verhältnis  der  Einspritzwassermenge  zur  Dampf- 
menge 

^2  _  gl  —  g  +  ^1^1  +  ^  (Pi  —P)  ^'  ^n. 

Gl"         q-q2-Ä{jP2'-p)v'  •     •     W 

ergibt,  oder  für  Wasser  mit  q  =  &  sowie  unter  Vernachlässigung 
der  kleinen  mit  v'  behafteten  Arbeitsgröfsen 

^2  ^l-^  +  XiTi 

01=  ^-^2  (^^) 
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War  der  Dampf  anfänglich  ti'ocken  gesättigt,  so  haben  wir 

Xi  =  1  zu  setzen  und  dürfen  mit  ri  =  606,5  —  0,695^  schreiben 

G2        606,5  +  0,305^1  —  ^  .^,, 

ö^=  5^zr^  m 

Schliefslich  ist  noch  die  Pumpenarbeit  zur  Förderung  der 
Gesamtmenge  Gi  -\-  G2  aus  dem  Kondensator  in  die  freie  Atmo- 
sphäre 

i^  =  (^l  +  Ö2)(P2-p)^' (7) 

ZU  leisten,  welcher  Betrag  sich  allerdings  in  Wirklichkeit  dadurch 
noch  erhöht,  dats  aus  dem  Einspritzwasser  G2  unter  dem  niederen 
Drucke  des  Kondensators  gegenüber  der  Atmosphäre  erhebliche 
Mengen  vorher  absorbierter  Luft  frei  werden,  welche  von  der 
Pumpe,  die  darum  auch  Nafsluftpumpe  oder  schlechtweg 
Luftpumpe  genannt  wird,  auf  den  Druck  p2  verdichtet  und  mit 
dem  Wasser  entfernt  werden  müssen. 

Herrscht  z.  B.  hinter  dem  Dampfkolben  einer  Koudensations- 
maschine  ein  Druck  von  p^  =  0,2  kg/qcm,  entsprechend  einer  Tem- 
peratur von  i9'j  =  -f-60^,  im  Kondensator  dagegen  ein  Druck  von 
p  r=  0,16  kg/qcm  mit  i^*  =  -|-  55  ®  und  steht  aufserdem  Kühlwasser  von 
,9-,  =  -f-20^  zur  Verfügung,  so  ergibt  sich 'zunächst  aus  Gl.  (6  b)  für 
die  Kondensation  trockenen  Dampfes  das  Verhältnis  der  Einspritz- 
wassermenge zum  Dampfgewicht  von 

G^,  _  606,5  +  0,305  .  60  —  55  ___  Q 

G,  "  55^^20  -  ^*''^- 

Da  P2  =  1,033  kg/qcm  =  10  333  kg/qm,  so  folgt  für  die  Pumpenarbeit 
pro  1  kg  Dampf  mit  v*  =  0,001 

^-  =  h  +  |?j  (p,  —  p)  v'  =  17,3  .  8700  .  0,001  =  150,5  mkg. 

Dieser  geringe  Wert,  dem  ein  Wärmeäquivalent  von  ca.  Vs  WE 
entspricht,  rechtfertigt  zugleich  die  Vernachlässigung  der  mit  dem 
spezifischen  Wasservolumen  behafteten  Glieder  in  Gl.  (6  a). 

Während  bei  den  bisher  besprochenen  Mischung&vorgängen 
die  Strömungsgeschwindigkeit  nirgends  eine  erhebliche  Rolle 
spielte  bzw.  ganz  vernachlässigt  werden  konnte,  tritt  sie  für  die 
Wirkung  des  Giffardschen  Injektors  geradezu  in  den 
Vordergrund.  In  dieser  zur  Gfattung  der  sog.  Strahlapparate 
gehörigen  Vorrichtung,  deren  einfachste  Form  in  Fig.  79  dar- 
gestellt ist,    strömen    Gi  kg  Kesseldarapf  durch  die  Düse  A  in 
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die  Mischkammer  Z",  vereinigen  sich  dort  mit  G2  kg  aus  dem 
Sumpfe  S  emporsteigenden  Wassers,  um  alsdann  durch  das 
Rückschlagventil  B,  auf  dem  der  Druck  p^  lastet,  welcher  in 
dem;  besonderen  Falle,  dals  derselbe  Kessel  gespeist  werden  soll, 
mit  pi  identisch  ist,  gemeinsam  zu  entweichen. 


.    / 

^ 

L 

.- 

rr 

-1 

^\ 

Flg.  79. 


Wir  haben  es  *  also  hier  zunächst  mit  einer  saugenden 
Wirkung  des  Dampf  Strahles  zu  tun,  durch  den  gleichzeitig  das 
angesaugte  Wasser  eine  so  hohe  Geschwindigkeit  u  erhält,  dafs 
es  den  auf  dem  Rückschlagventil  lastenden  Gegendruck  zu 
überwinden  vermag.  Alsdann  erhalten  wir  mit  dem  Kessel- 
drucke Pi  und  den  entsprechenden  Energiegröteen'  qi  %  rj ,  dem 
Mischungsdruck  p  in  der  Kammer  K  mit  den  Werten  q  x  r^ 
sowie  mit  dem  auf  der  Wasseroberfläche  des  Sumpfes  lastenden 
Atmosphärendruck  p^  und  der  anfänglichen  Flüssigkeitswärme  ^2 
der  angesaugten   Wassermenge    G2   sofort  die  Strömungsformel 


{a,+  a2)[q  +  xr  +  Apv'  +  Ä 


W2_\ 


welche  sich  von  der  Gl.  (2  a)  nur  durch  a^  =  0  und  Hinzutritt 
der  kinetischen  Energie  der  vereinigten  Masse  auf  der  rechten 
Seite  unterscheidet.  Ist  insbesondere  der  aus  dem  Kessel 
kommende  Dampf  trocken  gesättigt,  also  %  =  1  und  findet 
aulserdem  in  der  Mischkammer  eine  vollständige  Kondensation 
derselben  statt,  so  wird  x  =  0  und  wir  dürfen  schreiben 


+  Ö2J 


§  22.     Die  Mischung  gleichartiger  nasser  Dämpfe.  253 

öijgi  — ?  +  ri4-^0i— p)t;'} 
32-3  +  ^a>2-i>)t;'j  =  ^(öi+^2)  ^    •     (8), 

woraus  sich  die  Geschwindigkeit  u  berechnet,  wenn  alle  anderen 
Grölsen  vorgelegt  sind.  Anderseits  folgt  aber  auch,  wenn  q^ 
die  Flüssigkeitswärme  bedeutet,  welche  das  Gemisch  hinter  dem 
Rückschlagventil  besitzt,  wo  seine  kinetische  Energie  durch 
Übergang  zur  Ruhe  vollständig   in  potentielle  umgewandelt  ist, 

(^1.+  ^2)  U  +  Äpv'  +  Ä^\  =  {G^+G^)(q,  +  Ap,v')  .     (9) 

Wenn  es  nun  in  erster  Annäherung  gestattet  ist,  von 
Bewegungswiderständen  auf  dem  Wege  von  der  Mischkammer  bis 
zum  Ruhezustand  hinter  dem  Rückschlagventil  abzusehen,  so 
würde  der  Übergang  in  diesen  Zustand  vollkommen  umkehrbar, 
also  ohne  Veränderung  der  Flüssigkeitswärme  erfolgen.  Die 
GL  (9)  kann  mau  somit  in  die  beiden  selbständigen  Formeln 


2  =  g8 


«2 


(9a) 


zerfallen.  Immerhin  ist  damit  noch  nicht  viel  gewonnen,  weil 
der  Druck  p  in  der  Mischdüse,  wenn  einmal  die  Verflüssigung 
vollendet  ist,  durchaus  nicht  der  Flüssigkeitswärme  q  als 
Sättigungsdruck  zugeordnet  zu  sein  braucht.  Um  hierüber  Auf- 
schlufs  zu  erhalten,  müssen  wir  uns  also  nach  weiteren  Be- 
ziehungen zwischen  der  Geschwindigkeit  u  und  anderen  bekannten 
Grölsen  umsehen.  Zu  diesem  Zwecke  fassen  wir  die  Mischung 
einmal  ins  Auge  und  denken  uns  dieselbe  ifi  zwei  getrennte  Vor- 
gänge zerlegt:  die  Kondensation  des  mit  der  Geschwindigkeit 
Ui  aus  der  Düse  Ä  in  die  Mischkammer  tretenden  Dampfstrahls, 
und  die  Beschleunigung  der  nach  dem  Eintritt  in  die  Kammer  K 
zur  Ruhe  gelangten  Wassermenge  G2  durch  den  vorher  ge- 
bildeten Flüssigkeitsstrahl.  Der  letztere  Vorgang  erfolgt  aber 
stofsweise,  so  dafs  die  Bewegungsgröfsen  vor  und  nach  dem- 
selben einander  gleich  sein  müssen,  d.  h.  dafs  die  Gleichung 

G,u^  =  (G,  +  G2)u (10) 
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besteht.  Die  Geschwindigkeit  Ui  ist  nun  nichts  anderes  als  die 
Ausflulsgeschwindigkeit  des  Dampfstrahls,  für  die  wir  im  vorigen 
Paragraphen  Gl.  (12a) 

/'2ox 

fanden,  wenn  der  Druck  vor  der  Düse  p  <pfc  (=  0,57  pi)  war. 
Da  dies  letztere  in  allen  praktischen  Fällen  bei  Injektoren  zu- 
trifft, so  dürfen  wir  die  Formel  (11)  unbedenklich  hier  ver- 
wenden und  bei  anfänglich  trocken  gesättigtem  Dampf,  also  mit 
Vi  =  Vi'  und  (10)  auch  schreiben 


."=('+!)' 


«2 


,-^-iPiV'  =  ^l+^J2^      ....     (12) 

Multiplizieren  wir  schlielslich  diese  Gleichung  mit  der  zweiten 
Formel  (9  a),  so  folgt 


,-ipji'it.."  =  (l+f)'(Ps-i')t>' 


(13) 


Wenn  wir  die  Ausflulsgeschwindigkeit  u  nach  den  Ergeb- 
nissen des  vorigen  Paragraphen  (siehe  Gl.  15  b)  als  nahezu 
konstant  ansehen  dürfen,  so  können  wir  auch  angenähert  setzen 

-77-  =  10000 
und  erhalten  unter 

worin  y  das  spezifische  Gewicht  des  Wassers  bedeutet,  die 
Druckhöhe  über  der  Mischkammer  in  Metern  Wassersäule  ver- 
standen, an  Stelle  von  (13) 


('+ir- 


10000 (13a) 


Anderseits  hat  man  aber  auch  aus  der  Verbindung  von 
(8)  und  (9)  unter  Weglassung  der  gegenüber  den  Wärmemengen 
kleinen  Arbeitsgrölsen  Apiv',  Ap^v',  Äp^v'  angenähert 

(^1  (Mi  —  q^  +  ri)  =   02(53—^2) 


oder 


?i+»-i+|f22=(l+|^)«s       .     .     .     (14), 


§  22.    Die  Mischung  gleichartiger  nasser  Dämpfe.  255 

woraus  sich  bei  gegebenem  Verhältnis  G2  •  ö^i  der  angesaugten 
Wassermenge  zum  Aufwand  an  Dampf  die  schliefsliche  Flüssig- 
keitswärme qs  des  Gemisches  berechnet  oder  umgekehrt.  Da 
nun  nach  (9  a)  angenähert  q^  =  q,  so  ist  damit  auch  die  Flüssig- 
keitswärme und  die  Temperatur  d-  in  der  Mischkammer  bestimmt, 
der  ein  Sättigungsdruck  p'  entsprechen  möge,  welcher  jedenfalls 
kleiner  als  der  wirkliche  Mischungsdruck  p  sein  muls ,  damit 
keine  Dampfentwicklung  in  diesem  Räume  stattfindet.  Der 
Injektor  kann  also  nur  dann  auf  das  im  Sumpfe  befindliche 
Wasser  saugend  wirken,  wenn  der  um  die  Saugwassersäule  Ä2 
verminderte  Atmosphärendruck  P2  grölser  als  der  Mischungs- 
druck ausfällt,  d.  h.  wenn 

y  —  ^2>->  Y ^^^) 

Diese  Bemerkung  ist  darum  wichtig,  weil  die  Gl.  (13)  bzw. 
(13  a)  anscheinend  beliebig  hohe  Förderhöhen  zuläTst,  aus  denen 
sich  dann  das  Verhältnis  G2  :  (tj  bestimmt.  Fällt  dasselbe  nun 
sehr  klein  aus,  so  wird  nach  Gl.  (14)  die  schliefsliche  Flüssig- 
keitswärme so  grofs,  dafs  der  ihr  entsprechende  Dampfdruck 
in  der  Mischkammer  ein  Ansaugen  überhaupt  nicht  mehr  zuläfst, 
der  Injektor  also  versagen  mufs.  Dasselbe  würde  auch  eintreten 
bei  hoher  Temperatur  des  anzusaugenden  Wassers,  woraus  sich 
die  bekannte  Empfindlichkeit  der  Injektoren  gegen 
hohe  Speisewassertemperaturen  erklärt. 

Beispielsweise  soll  der  Injektor  an  einenKessel  vonrd.pi=10kg/qin 
absolutem  Druck  angeschlossen  sein  und  in  denselben  Speisewasser 
von  i^-g  =  20  °  fördern,  so  dafs  auch  p,  =  10  kg/qm  wird.  Vernach- 
lässigen wir  zunächst  den  Druck  p  in  der  Mischungskammer  ganz,  so 
haben  wir  angenähert 

A=-^'  =  100m 

r 

und  folglich  aus  Gl.  (13  a) 

1  +  1^  =  10,     p  =  d. 

Nun  ist  aber  für  p^  =  10  kg/qm  nach  der  Dampftabelle  ^^  =  g^  =  J79, 
Vi  ==  482,  mithin  ergibt  (14)  mit  q^  =  20 

661  +  9  .  20  =  10  .  ^8 
oder 

g,  =  g  =  84,l,     ^,  =  84,1^ 
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Dieser  Temperatur  entspricht  ein  Dampfdruck  von  p  =  0,57  kg/qm 
oder  5,7  m  Wassersäule,  so  dafs  der  Injektor  bestenfalls  noch  mit  einer 
Saugsäule  von 

Äj  =  10,3  —  5,7  =  4,6  m 

arbeiten  kann.  Hierbei  würde  allerdings  die  Wassergeschwindigkeit 
im  Saugrohr,  abgesehen  von  den  Widerständen,  unendlich  klein  aus- 
fallen, so  dafs  man  sich  praktisch  mit  einer  viel  kleineren  Saugsäule 
begnügen  wird.  Es  bietet  dies  um  so  weniger  Schwierigkeiten,  als 
man  ja  die  Höhenlage  des  stets  nur  kleinen  Apparates  gegenüber  dem 
Kessel  und  dem  Speisewasserreservoir  (Sumpf)  vollkommen  in  der 
Hand  hat,  und  kleine  Druckhöhenunterschiede  auf  die  Wirkung  des 
Injektors  fast  gar  keinen  Einflufs  ausüben. 

§  23.    Theorie  der  Nafsdampfmaschinen. 

Auspuff-  und  Kondensationsmaschinen.  Kreisprozefs  mit  vollständiger, 
umkehrbar  adiabatischer  Expansion.  Vergleich  mit  dem  Carnotprozefs 
für  dasselbe  Temperaturgefälle.  Vollständige  und  unvollständige  Ex- 
pansion längs  der  äufseren  Grenzkurve,  Berechnung  des  theoretischen 
Dampf  Verbrauchs  für  Kondensations-  und  Auspuff  maschinen.  Schäd- 
licher Raum  und  Kompression.  Verbund-  und  Mebrstoffdampf- 
maschinen.  Idealkreisprozefs  und  thermischer  Wirkungsgrad  der  Nafs- 
dampfmaschinen. 

Unter  einer  Naisdampfmaschineseiin  der  Folge  allgemein 
ein  Motor  verstanden,  dem  als  arbeitender  Körper  (motorisches 
Mittel)  nasser  oder  gerade  trocken  gesättigter  Wasserdampf  zu- 
geführt wird.  Eine  solche  Maschine  besteht  im  einfachsten 
Falle  aus  einem  Kessel  mit  Speisevorrichtung  (d.  h.  einer  Pumpe 
oder  einem  Injektor),  der  Rohrleitung  und  der  eigentlichen 
Dampfmaschine,  welche  entweder  als  Kolbenmaschine  mit 
hin  und  hergehenden  Kolben  und  einem  Kurbelgetriebe  zur 
Arbeitsübertragung  auf  eine  rotierende  Welle  ausgerüstet  oder 
auch  unmittelbar  als  Turbine  ausgebildet  sein  kann.  Da  bei 
diesen  Einrichtungen  der  Dampf  nach  seiner  Arbeitsleistung  in 
die  Atmosphäre  entlassen  wird,  so  bezeichnet  man  das  ganze 
System  wohl  auch  als  eine  Auspuff  dampf  maschine.  Von 
ihr  unterscheidet  sich  die  Kohdensationsmaschine  ledig- 
Uch  durch  Hinzutritt  eines  Kondensators,  in  welchem  der  aus 
der  Maschine  entweichende  Dampf  durch  Kühlwasser  bei  niederem 
Druck  kondensiert  und  danach  das  Kondensat  durch  eine  Pumpe 
wieder  entfernt  wird.    Findet  die  Kondensation  durch  Mischung 
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des  Arbeitsdampfes  mit  dem  Kühlwasser  statt,  ein  Vorgang,  den 
wir  im  vorigen  Paragraphen  näher  untersucht  haben,  so  kann 
nur  ein  kleiner  Teil  des  Gemisches  videder  durch  die  Speise- 
pumpe in  den  Kessel  zurückgeführt  und  von  neuem  verdampft 
werden,  so  dafs  der  Kreisprozels  des  arbeitenden  Körpers 
in  diesem  Falle,  wie  auch  bei  Auspuffmaschinen,  welche  immer 
frisches  Wasser  zur  Dampf bildung  erfordern,  ein  offener  ist. 
Wird  dagegen  der  Dampf  im  Innern  eines  Röhrensystems  kon- 
densiert, welches  aulsen  von  Kühlwasser  bespült  wird,  so  bietet 
die  Wiederverwendung  des  Kondensats  zur  Kesselspeisung  keine 
Schwierigkeit,  nachdem  das  zur  Zylinderschmierung  verwendete 
und  mitgerissene  Öl  abgeschieden  ist,  und  der  Prozels  kann  in 
diesem  Falle  geschlossen  verlaufen.  Man  spricht  hierbei 
von  einer  Oberflächenkondensation,  welche  wiederum 
in  Tauch-  oder  Berieselungsapparaten  vor  sich  gehen  kann,  je 
nachdem  die  Kondensatorrohre  vollkommen  in  das  zirkulierende 
Kühlwasser  eingebettet  oder  blols  von  demselben  berieselt  sind. 
Das  letztere  Verfahren  wird  meist  dann  gewählt,  wenn  zur  Kon- 
densation nur  wenig  Wasser  zur  Verfügung  steht,  dessen  teil- 
weise Verdunstung  an  der  Luft  zur  Wärmeaufnahme  benutzt 
werden  muls. 

Auf  den  Arbeitsprozefs  innerhalb  der  Maschine  haben  diese 
Modifikationen  einzelner  Apparate  naturgemäls  solange  keinen 
Einflufs,  als  die  im  Innern  herrschenden  Drücke  und  Tempera- 
turen sich  nicht  ändern.  Sehen  wir  demnach  von  solchen  Ände- 
rungen ab,  so  erkennen  wir,  dafa  der  Kreislauf  des  arbeiten- 
den Körpers  im  allgemeinen  zwischen  den  beiden  Druckgrenzen 
des  Kessels  pi  und  des  Kondensators  p2  ^^zw.  bei  Auspuff- 
maschinen der  Atmo-  f^ 
Sphäre  eingeschlossen 
ist,  denen  im  voraus- 
gesetzten Falle  der  Ver- 
wendung nasser  Dämpfe 
die  Sättigungstempera- 
turen ^1  und  ^2  bzw. 
absolut  ©1  und  ©2  ent- 
sprechen. Diese  beiden 
Isobaren  tragen  wir 
zweckmäfsig      in      das  fir.  so. 

Lorenz,  Techn.  Wärmelehre.  17 
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Arbeitsdiagramm  Fig.  80  ein,  in  welchem  die  Linien  v"v"  und  v'v' 
die  beiden  Grenzkurven  andeuten.  Wird  nun  der  Maschine  durch 
den  Kessel  ein  Gemisch  zugeführt  mit  einer  spezifischen  Dampf- 
menge Xi,  und  ist  dieselbe  nach  der  Expansion  im  Zylinder 
auf  X2  gestiegen,  so  stellt  a:ia:2  die  zunächst  ganz  willkürlich 
angenommene  Ezpansionsdruckkurve  dar,  welche  mit  den  beiden 
Isobaren  das  theoretische  Indikatordiagramm  umgrenzt.  Auf 
der  unteren  Isobare  wird  dem  kondensierten  Dampfe  pro  Ge- 
wichtseinheit die  Wärme 

§2  =  ^2^2 (1) 

entzogen,  worauf  das  Kondensat  mit  der  Flüssigkeitswärme  ^2 
unter  Aufwendung  der  im  Diagramm  Fig.  80  doppelt  schraf- 
fierten Pumpenarbeit 

L2  =  (j>i-'P2)v' (2) 

in  den  Kessel  zurückgebracht  wird.  Dort  muls  es  zunächst  durch 
Zufuhr  der  Flüssigkeitswärme  qi  —  ^2  auf  die  Verdampfungs- 
temperatur ^1  gebracht  und  darauf  verdampft  werden,  wozu  eine 
Gesamtwärmezufuhr  von 

Qi  =  qi  —  q2  +  ociri       ......     (3) 

erforderüch  ist.  Findet  nun,  was  wir  zunächst'annehmen  wollen, 
keine  Wärmezufuhr  während  der  Expansion  statt,  so  kann  die- 
selbe im  günstigsten  Falle  imikehrbar  adiabatisch  verlaufen,  so 
zwar,  dafs 

"^"■^   +  Ä2'  =   ^  +  Si'       .....     (4) 


und  damit 


02       ^   "2     -        ©1 

«2  =  (^i'  -  -^2'  +  ^'-)  ©2      ....     (la) 

wird.  Der  gesamte  theoretische  Arbeitsgewinn  L,  d.h. 
die  Differenz  der  im  Dampfzylinder  geleisteten  Arbeit  Li  und 
der  Pumpenarbeit  Zg,  ergibt  sich  danach  zu 

L  =  Zi  —  I»2  = 2 ^^^' 

und  entspricht  einem  Verwandlungswert  der  zugeführten  Wärme 
vom  Betrage 

_  ^  _  (Si'-S^')ei-\-x,r,    02  ,.. 
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oder  auch 

Da  nun  für  Wasserdampf  hinreichend  genau 

Äi'  -  S2'  =  c'lga  ^,  (Zi-(Z2  =  C  (01-02) 

ist,   so  folgt  auch  für  mäfsige  Temperaturdifferenzen  @i  —  ©2» 
wie  sie  im  Nalsdampfmaschinenbetriebe  auftreten,  angenähert 

01-^2  I  1  /Qi-QzV,       1    ,.,  .  01-02 

fl.  _L.  M.  "T  Q    «.  -L  /ii-  !  ~r  •  •  •  r^^«'  fi».     1    a' 


01  +  02^3\01+02/^""  ©1+02* 


Äl'  —  ^'  =  2  C' 

mithin 

(Si'  -  Ä2')  01  -  (31  -  fe)  =  2  c'  §-^  01  -  C  (01  -  02) 

"01  +  02        ' 

80  dals  wir  für  (6a)  auch  schreiben  dürfen 

-1  02  C'(01-02)'  02  ^,         &2       .„,, 

Der  Verwandlungswert  des  Kreisprozesses  einer 
Nafsdampfmaschine  nähert  sich  demnach  um  so 
mehr  demjenigen  eines  Carnotprozesses  zwischen 
derKessel-  und  Kondensatortemperatur,  je  kleiner 
die  dem  Kessel  zuzuführende  Flüssigkeitswärme 
gl  —  g2  gegenüber  der  Verdampfungswärme  Xiri  aus- 
fällt. 

Wäre  z.  B.  die  Kesseltemperatur  &i  =  160 <>,  diejenige  des  Kon- 
densators dagegen  &^  =  +^ö*^>  entsprechend  den  absoluten  Tempe- 
raturen öj  =  4330,  (9j  =  333  •  und  den  Pressungen  p^  =  6,23  kg/qcm, 
Pf  =  0,20  kg/qcm,  bzw.  r^  =  495,  so  hätte  man  für  den  entsprechenden 
Carnotprozefs    . 

"»  =  1-5  =  11  =  «'2^1 

und  den  oben  geschilderten  Kreisprozefs  einer  Nafsdampfmaschine  mit 
denselben  Temperaturgrenzen  für  x^  =  1 

I?  =  0,231  —  0,017  =  0,214. 
Der   Unterschied  dieser   beiden,    wegen  des  geringen  Tem- 
peraturgefälles   ©1  —  ©2    nahezu   gleich    ungünstigen    Verwand- 
lungswerte ist  nun  so  unbedeutend,  dafs  es  sich  praktisch  nicht 

17* 
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lohnt,  an  Stelle  des  wirklich  ausgeführten  Vorgangs  einen  Carnot- 
prozels  durchzuführen.  An  und  für  sich  würde  dem  nichts 
im  Wege  stehen,  da  man  nur  die  Kondensation  nach  Erzie- 
lung einer  Dampfmenge  x^  zu  unterbrechen  und  das  Gemisch 
in  einem   Kompressorzylinder   auf  den  Kesseldruck  umkehrbar 


Fig.  81. 

adiabatisch  zu  verdichten  hätte.  Der  Kompressor  würde  gleich- 
zeitig die  Speisepumpe  ersetzen,  i)  so  dafs  seine  in  Fig.  81  dop- 
pelt schraffierte  Arbeit  L2  ebenso  wie  vorher  diejenige  der 
Pumpe  in  der  indizierten  Dampfarbeit  Li  abzuziehen  wäre,  um 
den  wirklichen  Arbeitsgewinn  L  zu  erhalten. 

Die  Dampf  menge  %  würde  sich  alsdann  analog  Gl.  (4)  durch 
^3^2 


6^. 


+  ^2'  =  -^i' 


(4a) 


bestimmen,  wenn  am  Ende  der  Kompression  gerade  siedende 
Flüssigkeit  vorhanden  sein  soll,  so  dafs  in  der  Tat  im  Kessel 
überhaupt  keine  Flüssigkeitswärme  mehr  zuzuführen  ist,  was  wir 
oben  als  Grund  der  Abweichung  vom  Camotprozels  erkannten. 
Praktisch  würde  sich  allerdings  insofern  eine  Schwierigkeit  ergeben, 
als  wegen  der  unvollkommenen  Mischung  von  Flüssigkeit  und 
Dampf  eine  umkehrbare  adiabatische  Kompression  ebensowenig 
realisierbar  sein  dürfte,  wie  die  entsprechende  Expansion,  welch 
letzterer  Umstand  natürlich  den  Verwandlungswert  der  Wärme 
im  Carnotschen  sowie  in  dem  oben  geschilderten  Kreisprozesse 
ungünstig  beeinflussen  muls. 

^)  Aus  diesem  Grunde  hat  ihn  Zeuner   als  >Speisezylinder«    be- 
zeichnet. 
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Das  Bestreben  der  Ingenieure  war  darum,  solange  es  sich 
um  die  Verbesserung  des  Arbeitsvorgangs  an  NaTsdampf maschinen 
handelte,  auf  die  Vermeidung  von  Flüssigkeitsnieder- 
schlägen im  Zylinder  überhaupt  gerichtet.  Hierzu  diente 
zunächst  eine  möglichst  vollkommene  Wasserabscheidung  vor 
dem  Dampfzylinder  und  weiterhin  die  Trennung  der  Ein-  und 
Auslafsorgane  an  demselben,  so  dals  der  warm  vom  Kessel 
kommende  Dampf  möghchst  wenig  mit  Oberflächen  in  Berüh- 
rung kommen  konnte,  welche  die  bei  der  Expansion  abgekühlte 
Füllung  kurz  vorher  bestrichen  hatte.  Um  schlielslich  auch 
während  der  Expansion  so  gut  als  möglich  Flüssigkeitsnieder- 
schläge zu  verhindern,  wird  der  Arbeitszylinder  von  Nalsdampf- 
maschinen  mit  einem  Mantel  umgeben,  in  dem  etwas  frischer 
Kesseldampf  kondensiert  und  so  eine  Abkühlung  des  Zylinder- 
innem  verhütet.  Nehmen  wir  an,  dals  infolge  dieser  Wirkung 
der  anfängüch  trocken  gesättigte  Arbeitsdampf  gesättigt  bleibt, 
also  gerade  auf  der  äufseren  Grenzkurve  expandiert,  so  können 
wir  leicht  den  Verwandlungs- 
wert der  Wärme  bei  diesem 
der  Wirklichkeit  schon  erheb- 
lich näher  kommenden  Kreis- 
prozesse Fig.  82  berechnen. 
Da  auch  hierbei  das  Kondensat 
mit  der  Verflüssigungstempe- 
ratur ^2  iJ^  den  Kessel  unter 
Aufwand  der  Pumpenarbeit 
X2  =  (pi  —  P2)  V  eingeführt 
wird,  so  ist  demselben  vor  der 
Verdampfung  die  Flüssigkeitö- 
wärme    qi  —  ^2    zuzuführen. 

Hierzu  tritt  die  Verdampfungswärme  und  schlielslich,  wenn  wir 
von  allen  Verlusten  in  der  Leitung  absehen,  der  zur  Aufrecht- 
erhaltung des  trockenen  Sättigungszustandes  nötige  Wärmeaufwand. 
Bedeutet  c"  wie  früher  die  spezifische  Wärme  längs  der  äufseren 
Grenzkurve,  so  haben  wir  für  die  gesamte  Wärmezufuhr  pro  1  kg 
Arbeitsdampf 

Qi=<?i-32  +  n+    c"<i« (7), 


N^J  / 

ir 

Wy^ 

■■■.  1 

Fig.  82. 


ÄL  =  Q^^Q2  =  r^-r^-\-rolgn^     ...     (9) 
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während    die  Wärmeentziehung   im   Kondensator   sich   auf   die 
Verflüssigungswärme 

Q2  =  r2 (8) 

beschränkt.     Für  Wasserdampf  war  nun  mit  Tq  =  796,2  WE 

c"  =  &--^    und     21  — ?2  =  c'(0i  — ©2), 

so  dals  wir  auch  statt  (7)  kürzer  schreiben  dürfen 

©1 

Qi  =  ri  +  rolgn-^ (7a) 

Damit  aber  folgt  für  die  totale  Nutzleistung,  d.  h.  die  Differenz 
der  indizierten  Dampf-  und  Speisepumpenarbeit 

mit  einem  Verwandlungswert  der  zugeführten  Wärme  von 

Vi  ri+rolgn|^ 

Hierfür  kann  man  aber  auch  setzen 

©2        r2©i-ri©2-ro©2lgn| 

^  =  1  —  7^ 7 ST —       •     U^; 

®i  0i(ri  +  »-olgn|) 

Beachtet  man  nun,  daTs  für  Wasserdampf 

r  =  796,2  —  0,695  0  =  ro  —  c  0, 

so  hat  man  auch  unter  Weglassung  aller  höheren  Glieder  in  der 

schon  benützten  Reihe  für  Ign  ~r~ 

^2@i  _  n  02  -  ro  ©jlgn  ^  =  r„  (@i  ^  02  -  2  ^^  ©a) 
oder 

1  ®2  ro(0i-02)»  02 

''  =  '"^"6.,(0,+0,)(r,+.olgn|:)<'-^  ^'"'^ 

Setzt  man  beispielsweise  die  obigen  Zahlen  werte  für  ^i  =  160^ 
^2  =  600  in  Gl.  (10)  ein,  so  folgt  für  diesen  Kreisprozels  rj  =  0,198, 
also  ein  geringerer  Verwandlungswert  gegenüber  der  umkehrbar 
adiabatischen  Expansion  bzw.  dem  reinen  Carnotprozesse.  Trotz- 
dem erweist  sich  der  zuletzt  behandelte  Vorgang  praktisch  als 
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ökonomischer  wegen  der  Möglichkeit,  Wasßemiederschläge  im 
Arbeitszylinder  so  gut  wie  ganz  zu  vermeiden,  welche  die  beiden 
anderen  umkehrbar  gedachten  Prozesse  in  Wirklichkeit  so  em- 
pfindHch  stören,,  daf 8  ihr  Verwandlungswert  bedeutend  unter  die 
berechnete  Gröfse  herabgezogen  wird. 

Die  praktische  Durchführung  der  bisher  geschilderten  Vor- 
gänge stöfst  übrigens,  wenn  der  Kondensatordruck  erheblich 
unter  dem  Atmosphärendruck  liegt,  für  Wasserdampf  auf  die 
grolse  Schwierigkeit  eines  enormen  Anwachsens  der  ZyHnder- 
volumina.  So  hat  1  kg  trocken  gesättigter  Dampf  von  atmo- 
sphärischer Spannung,  also  bei  100  o  C,  ein  spezifisches  Volumen 
von  1,676  cbm,  bei  -f-ßO^  aber  entsprechend  einer  Spannimg  von 
0,203  kg/qcm,  schon  ein  Volumen  von  7,678  cbm.  Demnach 
müfste  ein  Zylinder  für  die  gleiche  Dampfmenge  mit  Konden- 
sation etwa  das  4,5  fache  Volumen  besitzen  wie  im  Falle  des 
Auspufies,  womit  unabweislich  sehr  bedeutende  Reibungsverluste 
verbunden  wären,  welche  den  Kondensationsgewinn  zum  grölsten 
Teil  aufzehren  dürften.  Um  dies  zu  vermeiden,  unterbricht  man 
in  der  Praxis  die  Expansion  bei  einem  Drucke  i?  >  P2  und  ent- 
läfst  den  Dampf  durch  Öffnung  des  Auslalsorgans  nach  dem  Kon- 
densator, ruft  also  künsthch 
einen  plötzUchen  Spannungs-      ^  . 

Sprung  p  —  P2  hervor.  In-  f^^^yj  ' 
folgedessen  geht  im  Dia- 
gramm (Fig.  83)  die  hori- 
zontal schraffierte  Spitze  für 
die  Arbeitsleistung  verloren, 
so  dals,  wenn  die  Expan- 
sionslinie etwa  nach  der 
äufseren  Grenzkurve  ver- 
läuft, der  Verwandlungs- 
wert dieses  Kreisprozesses 
augenscheinlich  kleiner  sein 

muls   als    derjenige    des    analogen   Prozesses    mit    vollständiger 
Expansion. 

Der  Verwandlungswert  des  so  entstehenden  Kreislaufes 
mit  unvollständiger  Expansion  auf  der  Grenzkurve, 
d.  h.  unter  Voraussetzung  von  Mantelheizung,  läfst  sich  nun 
leicht  berechnen  unter  Einführung  des  Volumens  v",  der  Tem- 


Fig.  83. 
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peratur  0  und  der  Verdampfungswärme  r,  welche  der  Endspan- 
nung p  der  Expansion  entsprechen.  Die  Arbeit  zerfällt  nämlich 
hierbei  in  zwei  Teile,  von  denen  der  erstere  der  vollständigen 
Expansion  von  @i  auf  @  zugehört,  also  aus  Gl.  (9)  durch  Ein- 
führung von  0  und  r  an  Stelle  von  ©2  und  r2  hervorgeht, 
während  der  zweite  Bestandteil  durch  die  konstante  Druck- 
differenz p  —  p2  ^d  das  Volumen  (t;"  —  v')  allein  bedingt  ist. 
Wir  erhalten  somit 

AL  =  r,-r-\-  rolgn  -^  +  A  {p  ^  p^)  (v"  -  v')  .   (11), 

wogegen  die  Wärmezufuhr  im  Gegensatz  zu  (7)  wegen  der  un- 
vollständigen Expansion 

e 


wird.     Dafür  können  wir  aber  auch  wegen  der  Bedeutung  von 
c"  und  q  schreiben 

Qi  =  qi  —  Q2  +  ri  —  (qi  —  q)  +  »-oign  -^, 

oder  kürzer 

öl  =  «  —  &  +  »"i  +  ^'0  Ign  -^    .     .     .     .     (12), 

worin   q   die   der  Temperatur  0   zugehörige   Flüssigkeitswärme 

bedeutet.    Somit  ergibt  sich  bei  unvollständiger  S)xpansion  längs 

der  Grenzkurve  ein  Verwandlungswert 

^_ÄL  q^q^^r^A(p—p2)(v*'  —  v') 

fj  =  -Q-  =  1 g (13) 

^^  «  -«2  +  ^1  +  ^olgn^ 

Behalten  wir  die  beiden  äufsersten  Temperaturen  der  letzten 
Beispiele  wieder  bei,  setzen  also  ^^  =  160°,  ^j  =  60®  und  denken  uns 
die  Expansion  beim  Atmosphärendruck  p  =  1,033  kg/qcm  unterbrochen, 
so  ist  die  Zwischentemperatur  &  =  100  <*,  bzw.  0  =  373®  und  nach 
der  Dampftabelle 

r  =  537  WE ,    <?  —  g,  =  40  WE. 
p^p^  =  0,83  kg/qcm  =  8300  kg/qm ,    v"  —  v'  =  1,675  cbm/kg 

^(P  —Pt)(^'  —  V)  =  32,3  WE. 
Aufserdem  aber  hatten  wir  schon  Tj  =  495  WE  und 

r,  Ign  5  =  796,2  Ign  g|  =  118,8, 
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mithin  wird 

,      40  +  537  -  32.3  ..., 

"  =  1  -  40  +  495  +  118,8  =  ^'^^- 

Da  nun  das  Äquivalent  einer  Stundenpferdestärke,  auf  die  man 

in   der  Technik   den  Warmeaufwand  zu   beziehen   pflegt,  rd.  637  WE 

637 
beträgt,  so  entspricht  demselben  ein  Aufwand  von  .,  ^^.  =  3884  WE. 

U,lb4 

Wird  der  Dampf  von  S-^  =  160  <*  nach  Voraussetzung  aus  Speise- 
wasser von  ^g  =  60  ®  entwickelt,  so  ist  die  pro  1  kg  Dampf  nötige 
Wärme 

g^  —  g,  +  Ti  =  100  +  495  =  595  WE 

und  folglich  der  theoretische  Dampfverbrauch  der  Maschine 
pro  1  PS-Stunde 

während  in  Wirklichkeit  die  besten  Maschinen  unter  gleichen  Verhält- 
nisseh 8  —  9  kg  Dampf  infolge  einiger  hier  nicht  berücksichtigter 
Verluste  erfordern.  Würde  dagegen  dieselbe  Maschine  mit  Auspuff 
und  vollständiger  Expansion  laufen,  wobei  dem  Kessel  unter  sonst 
gleichen  Verhältnissen  das  Speisewasser  mit  19-  =  ^,  =  100  *>,  ent- 
sprechend dem  Atmosphärendruck,  zugeführt  wird,  so  hätte  man  mit 
q  =  Qt,  bzw.  r  =  r^,  womit  Gl.  (13)  in  (10)  übergeht 

''  =  l-495fk8- =  "''''• 
also    einen   erheblich    geringeren    Verwandlungswert   gegenüber    dem 
Prozefs  mit  Kondensation.    Der  theoretische  Dampf  verbrauch  stellt  sich 
hier  mit  einer  Erzeugungs wärme  von 

Qi  —  q  +  r^  =  60  +  495  =  555  WE  pro  1  kg 
und  einem  Wärmeaufwand  von  ^s^  =  5056  WE  auf 

D'  =  ^^~  =  9,11  kg  pro  PS-Stunde. 

Das  Verhältnis  der  beiden  Dampf  Verbrauchszahlen  einer  Maschine 
für  Auspuff  und  Kondensation  D'  .  D  co  1,4  stimmt  in  der  Tat  unter 
den  gewählten  Verhältnissen  gut  mit  der  Erfahrung  überein. 

Wenn  die  zuletzt  berechneten  Verwandlungswerte  bei  ge- 
wöhnlichen Nafsdampfmaflchinen  mit  Mantelheizung  nicht  ganz 
erreicht  werden,  so  liegt  dies  wesentlich  an  dem  Umstände, 
dafs  die  Kondensationsverluste  beim  Dampfeintritt  in  den  vorher 
abgekühlten   Zylinder   doch    niemals    ganz    zu   vermeiden  sind 
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trotz  der  Kompression  des  Dampfes  in  dem  zwischen  Zyünder- 
deckel  und  Kolben  in  seiner  Totlage  eingeschlossenen,  durch 
die  Dampfkanäle  bis  zu  den  Abschlulsorganen  vergröfserten 
sog.  schädlichen  Raum,  der  im  Indikatordiagramm  Fig.  84 

mit  Vq  bezeichnet  ist  und 
augenscheinlich  eine  Ver- 
gröfserung  des  Hubvolumens 
zur  Erzielung  gleicher  Arbeits- 
leistung erfordert.  Um  durch 
diese  Vergröfserung  bei  Ein- 
zyündermaschinen  nicht  zu 
abnormen  Volumen  zu  ge- 
langen, wird  die  Kom- 
pression nicht  bis  auf  den 
yjg  g4  Anfangsdruck   pi ,     sondern 

auf  einen  niedem  Druck  p* 
durchgeführt,  womit  allerdings  ein  Verlust  an  Frischdampf  zur 
Auffüllung  des  schädlichen  Raumes  bedingt  ist,  während  aufser- 
dem  noch  Kondensationsverluste  infolge  der  dem  Druckunter- 
schiede pi  —  p'  entsprechenden  Differenz  der  Sättigungstempe- 
raturen bleiben.  Aulserdem  aber  schleicht  ein  Bruchteil  des 
Dampfes  durch  Undichtheiten  der  Auslalsorgane  bzw.  des  Kolbens 
ohne  Arbeitsleistung  durch  den  Zyhnder,  der,  wenn  die  AusfluTs- 
regeln  von  Gasen  auch  hierfür  gelten,  ungefähr  der  Differenz  der 
Sättigungstemperaturen  für  Pi  und  P2  proportional  ausfällt. 

Da  man  nun  anderseits  bald  erkannte,  dals  der  Ver- 
wandlungswert der  Wärme  im  Dampfmaschinenprozels  mit  der 
oberen  Temperatur  0]  rasch  anstieg,  so  verteilte  man,  um  die 
eben  besprochenen,  hiermit  ebenfalls  zunehmenden  Verluste 
in  mögUchst  engen  Grenzen  zu  halten,  die  Arbeitsleistung 
auf  mehrere  Zylinder,  von  denen  der  erste  frischen  Kessel- 
dampf erhielt  und  ihn  nach  der  Expansion  bis  auf  einen 
Druck  p'  an  einen  zweiten  mit  entsprechend  grölserem  Volumen 
abgab,  in  dem  wiederum  die  Expansion  bis  auf  p"  stattfand 
usw.,  bis  schlieMch  im  letzten  Zylinder  der  Enddruck  p  der 
(unvollständigen)  Expansion  erreicht  und  der  Dampf  in  den 
Kondensator  entlassen  wurde.  Zwischen  den  einzelnen  Zylindern 
dieser  sog.  Verbundmaschinen  befinden  sich  Dampf- 
kammern (sog.  Receiver),  in  denen  das  etwa  bei  der  vorher- 
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gehenden  Expansion  gebildete  Wasser  ausgeschieden  bzw.  der 
Dampf  im  Ruhezustande  durch  Mantelheizung  wieder  getrocknet 
werden  kann. 

Gewöhnlich  werden  nun  die  einzelnen  Zylinder  der  Ver- 
bundmaschinen so  dimensioniert,  dals  jeder  derselben  angenähert 
dieselbe  Arbeit  leistet;  die  Kompression  kann  hierbei  infolge  der 
nur  noch  mäfsigen  Druckunterschiede  in  jedem  Zylinder  bis  zum 
Admissionsdruck  desselben  gesteigert  und  so  die  Verluste  in- 
folge der  Auffüllung  der  schädlichen  Räume  umgangen  werden. 
Abnorme  Zylinderdimensionen  hat  man  hierbei  nicht  zu  be- 
fürchten, da  unter  der  praktisch  zulässigen  Voraussetzung,  dals 
die  schädlichen  Räume  der  Zylindervolumen  proportional  aus- 
fallen, für  die  Gesamtkompression  nur  der  sehr  kleine  schädliche 
Raum  Vq  des  ersten  Zylinders 
in  Frage  kommt,  wie  aus 
Fig.  85  hervorgeht,  in  welcher  JJ 
die  Hubvolumina  der  ein- 
zehien  Zylinder  mit  V\  V",  F" 
usw.  bezeichnet  sind.  Bedeutet 
dann  V  das  sog.  Admissions- 
volumen  des  ersten  Zylinders, 
d.  h.  den  vom  Kolben  während 
der  Dampfeinströmung  durch- 
strichenen  Raum,  so  ist  die 
bei  der  Expansion  vom  An- 
fangsdrucke pi  bis  zu  irgend 

einem  Drucke  p  in  einem  der  Zylinder  geleistete  Arbeit,  wenn 
sowohl  die  Kompression  wie  auch  die  Expansion  angenähert 
nach  der  Formel  pV=  C  verläuft 


Fig.  85. 


i^=Pi(Fi+Fe)lgn 


^-p,Vo\gn^-^p,V,\gnf 


so  dafs  also  für  die  Arbeit  selbst  bei  vollständiger 
Kompression  der  Einflufs  derselben  und  damit 
derjenige  des  schädlichen  Raumes  wegfällt. 

Bei  der  Berechnung  der  Endpressungen  p*  p"  usw.  in  den 
einzelnen  Zylindern  aus  dem  Verhältnis  der  Arbeitsbeträge  der- 
selben dürfen  wir  darum  vom  schädlichen  Räume  gänzlich  ab- 
sehen und  uns  mit  dem  einfacheren  Diagramm  Fig.  86  begnügen, 
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wobei  nur  für  den  letzten  Zylinder,  dessen   Expansionslinie  un- 
vollständig ist,   eine  für  das   Gesamtresultat  überdies  praktisch 

bedeutungslose  Ungenauigkeit 
unterläuft.  Bezeichnen  wir 
nun  wieder  wie  früher  mitp2 
den  Kondensatordruck  und 
mit  p  den  Enddruck  der 
Expansion  entsprechend  dem 
Volumen  T,  für  welche  an- 
genähert der  Verlauf  pV  =^  C 
angenommen  werden  möge, 
so  ist  die  Gesamtarbeit  nach 
unserem  Diagramm 


Fig.  86. 


J^l 


L,^pV\^-^  +  {p^p^)y 


(13), 


während  für  den   ersten  (Hochdruck-)  Zylinder  mit  dem  End 
druck  p'  die  Arbeit  sich  zu 


■Z>'=i'i^ilgn 


P' 


(14) 


berechnet, 
hat  man  auch 


Soll  nun  dieser  Betrag—  der  Gesamtarbeit  sein,    so 


«PiT'ilgn^ 


oder  da  Pi  T^i  =  p  7 


Ign 


■py\gn^  +  ij>^p^)V, 


=  -?^--l 


(14) 


PVi 


Dieselbe  Formel  kann  auch  sogleich  für  die  Berechnung 
des  Enddruckes  i?"   im  zweiten  Zylinder  benützt  werden,    wenn 

wir  unter  Zusammenziehung  der  Arbeiten  beider  Zylinder  ^    an 
Stelle  von  n  setzen  usw. 

Hätte  man  z.  B.  eine  Verbundmaschine  mit  nur  2  Zylindern 
und  Auspuff  in  die  Atmosphäre  mit  vollständiger  Expansion, 
so  wäre  P2  =  p  und  «  =  2,  mithin  nach  (14)  der  Enddruck  im 
ersten  Zylinder 

P'  =  ipi  P2 (14a), 
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und  da  hierbei  auch  l?'  F'  =  j?2  ^2 »   so  io\g^  für  das  Volum  Ver- 
hältnis beider  Zylinder 

^-y|  <-> 

Bei  Pi  =  9  kg/qcm  und  P2  =  1  kg/qcm  würde  sich  hieraus 

p'  =  3  kg/qm   und  F  =  |^  Fj 
ergeben. 

Die  weitere  Verfolgung  derartiger  Probleme,  insbesondere 
die  Untersuchung  der  hier  gänzlich  vernachlässigten  Druck- 
schwankungen in  den  Zwischenkammern,  welche  infolge  des 
endlichen  Volumens  derselben  ganz  unvermeidlich  sind,  ist  Auf- 
gabe der  Konstruktionslehre  und  fällt  jedenfalls  aus  dem  Rahmen 
der  Wärmetheorie  heraus.  Dagegen  ist  hier  ein  Vorschlag  von 
Du  Trembley  (1850)  zu  erwähnen,  welcher  unter  Aufrecht- 
erhaltung der  vollständigen  Expansion  des  Wasserdampfes,  die 
naturgemäfs  nur  bis  zu  einem  relativ  hohen  Druck  mit  Rücksicht 
auf  die  Zylindervolumina  durchführbar  ist,  die  Herabziehung 
der  unteren  Temperatur  Ö2  durch  Kombination  der  Wasser- 
dampfmaschine mit  einer  solchen  bezweckt,  die  mit  tiefer 
siedenden  Flüssigkeiten  arbeitet.  Solche  Flüssigkeiten,  wie 
Äther,  Chloroform,  Ammoniak  oder  schwefUge  Säure  besitzen 
steiler  ansteigende  Dampfspannungskurven,  also  für  gleiche 
Temperatur  höhere  Dampfdrucke  und  gleichzeitig  viel  kleinere 
spezifische  Dampfvolumina  als  Wasser.  Infolgedessen  ist  es  mit 
ihnen  gestattet,  etwa  im  letzten  ZyHnder  einer  Verbundmaschine 
trotz  mäfsiger  Dimensionen  die  Expansion  fast  vollkommen 
durchzuführen,  wobei  natürlich  die  vorgeschaltete  Zwischen- 
kammer für  den  Wasserdampf  als  Kondensator,  für  den  tiefer 
arbeitenden  Körper  dagegen  als  Kessel  wirkt,  während  ein  zweiter 
Kondensator  für  denselben  noch  vorhanden  sein  mufs.  Die 
Temperaturemiedrigung  im  letzteren  gegenüber  der  reinen  Wasser- 
dampfmaschiue  ergibt  sich  einerseits  aus  der  gröfseren  Arbeits- 
leistung, welche  unter  sonst  gleichen  Verhältnissen  eine  geringere 
Temperaturzunahme  des  Kühlwassers  bedingt,  dann  aber  durch 
bessere  Ausnutzung  der  Wärmedurchgangsflächen  in  den  beiden 
letzten  Apparaten  infolge  gröfserer  Dichte  des  arbeitenden  Kör- 
pers  gegenüber   dem    Wasserdampf   bei    niederen   Spannungen. 
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Neuere  Vereuche  von  Josse^)  an  einer  von  B ehrend  (1892) 
vorgeschlagenen  Kombination  der  Wasserdampfmaschine  und 
einem  Schwefligsäurezylinder  haben  in  der  Tat  eine  nifcht  un- 
erhebüche  Verbesserung  des  Arbeitsprozesses,  allerdings  bei 
höheren  Anlagekosten,  ergeben,  so  dafs  die  Verbreitung  dieser 
Anordnung  in  der  Praxis  noch  sehr  fraglich  erscheint.^) 

Die  eingehende  Durchrechnung  einer  solchen  Mehrstoff- 
dampfmaschine setzt  natürlich  die  Kenntnis  der  physikali- 
schen Eigenschaften  der  neben  dem  Wasserdampf  verwendeten 
Flüssigkeiten  bzw.  die  Aufstellung  von  Dampftabellen  für  die- 
selben voraus,  worauf  wir  später  zurückkommen  werden.  Be- 
achtet man  indessen,  dafs  die  Expansion  in  einem  solchen 
Zusatzzylinder  im  günstigsten  Falle  umkehrbar  adiabatisch  er- 
folgen kann,  so  gilt  auch  hierfür  die  Gl.  (6a),  d.  h.  der  Ver- 
wandlungswert der  im  Wasserdampfkondensator  frei  werdenden, 
auf  einen  anderen  Körper  übertragenen  Wärme  bleibt  wiederum 
unter  demjenigen  eines  Carnotprozesses  für  dieselben  Tempera- 
turen. Bedeutet  wieder  Qi  die  Eintrittstemperatur  des  Wasser- 
dampfes in  den  Hochdruckzylinder,  &2  die  mit  der  Konden- 
sationstemperatur desselben  identische  Verdampfungstemperatur 
des  neuen  Körpers  und  schlief slich  ©3  dessen  Kondensations- 
temperatur, so  hätte  man  für  den  obern  Carnotprozefs  mit 
Wasserdampf 

ÄL,  =  Q,-Q2  =  {l-^^Qr   ,     .     .     .     (15), 

und  für  den  unteren  Prozefs  mit  dem  neuen  Körper,  dem,  wenn 
keine  Verluste  auftreten,  die  Wärme  Q2  zugeführt  wird,  während 
er  bei  der  Kondensation  nach  der  Arbeitsleistung  Q^  abgibt 


^X2  =  Q2-«3  =  (l~|^)e2 


(15a) 


Die  ideale  Gesamtarbeit  ist  demnach 

ÄL=^Q^-Q^ (15b) 


^)  Näheres  hierüber  siehe  Josse:  Mitteilungen  aus  dem  Ma- 
schinenlaboratorium der  technischen  Hochschule  Berlin ,  III.  Heft, 
1901,  sowie  Schreber:  Die  Theorie  der  Mehrstoffdampfmaschinen. 
Leipzig,  1903. 
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und  der  Verwandlungswert  beider  Camotprozesse  zusammen  wegen 

Qi  :  Q2  :  «3  =  ©1  :  ©2  :  ©3 

AL  Qz  ©3  /.ßx 

Sollte  es  z.  B.  durch  reichliche  Kühlwasserzufuhr  gelingen, 
die  untere  Temperatur  auf  ^3  =  -f-  27  «  entsprechend  ©3  =  300 
zu  ermäfsigen,  so  würde  mit  ©1  =  433®,  wie  bei'  den  obigen 
Beispielen,  77  =  0,307  als  äufserster  Höchstwert  sich  ergeben, 
während  wir  bei  Luftmaschinen  schon  bedeutend  höhere  theore- 
tische Verwandlungswerte  fanden.  Es  liegt  dies  einfach  an  dem 
Umstände,  dafs  die  dem  Kessel  der  Dampfmaschine  durch  die 
Heizgase  zugeführte  Wärme  zunächst  ein  enormes  Temperatur- 
gefälle ohne  jede  Arbeitsleistung  zurücklegt,  dem  der  Camot- 
prozefs  mit  der  Kesseltemperatur  als  Ausgangspunkt  nicht  ge- 
recht wird.  Auf  diese  Weise  geht  ein  sehr  bedeutender  Bruch- 
teil des  Verwandlungswertes  der  Heizgaswärme  schon  im  Kessel 
verloren  und  der  ganze  Kreisprozels  der  Nafsdampf- 
maschine  erscheint  vom  wärmetheoretischen  Stand- 
punkte aus  als  verfehlt,  trotz  aller  Verbesserungen 
durch  Verbundwirkung  und  Kombination  mit  an- 
deren Arbeitsflüssigkeiten. 

Besonders  klar  tritt  dieses  Ergebnis  und  mit  ihm  der  ur- 
sprüngliche Einflufs  des  Kessels  auf  dasselbe  hervor,  wenn  wir 
den  Verwandlungswert  des  Dampfmaschinenkreisprozesses  mit 
dem  eines  Ideal  Vorgangs  nach  §  16  vergleichen.  Für  den  letz- 
teren haben  wir  nicht  mehr  den  arbeitenden  Körper  selbst,  son- 
dern den  Heiz-  und  Kühlkörper,  also  die  Feuergase  des  Kessels 
und  das  Kühlwasser  im  Kondensator  als  mafsgebend  anzusehen. 
Es  sei  Ti  die  absolute  Höchsttemperatur  der  ersteren,  T2  ihre 
tiefste  Temperatur  beim  Verlassen  der  theoretisch  vollkommenen 
Maschine,  JE  ihr  Gewicht  in  der  Zeiteinheit  und  Cp  ihre  spezi- 
fische Wärme  bei  konstanten  Druck,  weiterhin  K  das  Gewicht 
vom  Kühlwasser,  welches  bei  der  Kondensatortemperatur  © 
verdunsten  möge,  so  dafs  trotz  der  Wärmeaufnahme  keine  Tem- 
peraturänderung eintritt.  Alsdann  gilt  für  die  Konstanz  der 
Entropie,  wenn  r  die  Verdampfungswärme  des  Wassers  bei  ©0 
bedeutet 

^^     dT    ^   Kr  ^ 

Hcp-Y  +  -Q   dx  =  0, 


AL'  =  Qi'-Q2'  =  Hcp[Ti^T2-(^\gn-^'^]   .     (18a> 


272     Kap.  in.    Das  Entropieprinzip  u.  d.  Verhalten  gesättigt.  Dämpfe. 

oder  integriert  zwischen  den  Grenzen  T2  und  Ti  sowie  ^  =  0 
bis  a?  =  1 

Hcj,lgu^^=^ (17), 

woraus  sich  bei  bekannten  jBT,  Cp,  2i,  T2)  ®  ^ud  r  die  Kühl- 
wassermenge K  berechnet.  Die  Wärmezufuhr  Qi  und  die  Ab> 
fuhr  Q2   ergaben  sich  dann  weiter  zu 

Q,'=Hcp{T,-T2)  1 

■^2  I 
und  folghch  das  Arbeitsäquivalent  bzw.  der  Verwandlungswert  r/ 
dieses  Idealvorgangs  zu 

AU  0  1 1 

Der  Verwandiungswert  dieses  Vorgangs  ist  demnach  wiedeinim 
nur  eine  Funktion  der  Grenztemperaturen,  wie  wir  schon  oben 
in  §  7  Gl.  (13)  gefunden  haben. 

Haben  wir  nun  eine  absolute  Verbrennungstemperatur  über 
den  Rost  von  Ti  =  1500  0  (entsprechend  ti  =  1227  0  C)  und  eine 
Austrittstemperatur  der  Heizgase  von  T^  =  300  0  (r^  =  +27^)^ 
welche  mit  der  Kondensatortemperatur  Q  identisch  sein  soll,  so 
folgt  für  den  Verwandlungswert 

300  ,      1500       ^  _^ 
^  =^-12ÖÖ^^^^ÖÖ=^'^^^' 
während  wir  oben  im  besten  Falle  bei  derselben  Kondensator- 
temperatur auf  rj  =  0,307  geführt  würden.     Das  Verhältnis  der 
beiden  Verwandlungswerte 


7 


Ti 


welches  man  auch  als  den  thermischen  Wirkungsgrad 
des  wirklichen  Prozesses  bezeichnen  könnte,  wird  natürlich  noch 
bei  höherer  Verbrennungstemperatur  und  tieferer  Kondensator- 
temperatur im  allgemeinen  noch  ungünstiger  ausfallen,  wobei 
wiederum  auf  den  Kessel  wegen  des  hohen  Temperaturgefälles 
zwischen  den  Heizgasen  und  dem  Wasserdampf  der  Hauptanteil 
entfällt. 


Kapitel  IV. 

Das  Verhalten  der  unvollkommenen  Gase 
oder  überhitzten  Dämpfe. 


§  24«    Die  Thomson- Joulesche  Abkühlung. 

Die  Versuche  von  Thomson  und  Joule.    Unvollkommene  Gase.    Die 
Planck-Lindesche  Gleichung  für  Cp.    Das  Luftverflüssigungsverfahren 

nach  Linde. 

Ein  vollkommenes  oder  ideales  Gas  haben  wir  früher  defi- 
niert durch  die  Zustandsgieichung  pv  =  BT  sowie  durch  die 
UnveränderHchkeit  der  spezifischen  Wärme  c»,  woraus  sich  dann 
für  die  Änderung  des  Energieinhaltes  die  Beziehung Ädü  =  CvdT 
ergab.  Diese  Ergebnisse  standen  mit  der  kinetischen  Gastheorie 
in  vollem  Einklänge,  solange  wir  von  der  Einwirkung  der  ein- 
zelnen Moleküle  aufeinander  absehen  durften,  was  jedenfalls  nur 
im  Grenzfalle  richtig  sein  kann.  Es  bietet  nun  gar  keine 
Schwierigkeiten,  diese  Voraussetzung  experimentell  an  beliebigen 
Körpern  zu  prüfen,  wozu  man  nur  eine  bestimmte  Gasmenge, 
z.  B.  in  einer  Glasröhre,  nach  aufsen  dicht  abzuschliefsen  und 
bei  konstant  gehaltener  Temperatur  verschiedenen  Pressungen 
auszusetzen  braucht.  Wiederholt  man  diesen  Versuch  mit  anderen 
Temperaturen,  so  erhält  man  eine  ganze  Reihe  zusammengehö- 
riger Werte  der  drei  Gröfsen  p,  Vy  T,  bzw.  für  jede  der  Tempera- 
turen den  Verlauf  der  zugehörigen  Isotherme,  deren  Aufzeichnung 
im  p  w-Diagramm  einen  Überblick  über  das  Verhalten  des  Körpers 
gewährt  bzw.  die  empirische  Aufstellung  der  Zustandsgieichung 

f(pvT)  =  0 (1) 

Lorenz,  Techn.  Wärmelehre,  18 
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ermöglicht.  Auf  diese  Weise  hat  z.  B.  Tumlirz  aus  den  Iso- 
thermen Battellis  für  Wasserdampf  die  schon  obenin§19 
erwähnte  Zustandsgieichung 

jp  (v  +  0,008402)  =:RT (la) 

abgeleitet,  worin  v  das  Volumen  von  1  kg/cbm  bedeutet  und 
E  =  3,4348  zu  setzen  ist,  wenn  p  in  Millimeter  Quecksilbersäule 
gemessen  wird.  Drücken  wir  dagegen  p  in  kg/qm  aus,  so  haben 
wir,  da  der  Volumenmafsstab  sich  nicht  ändert, 

3,4348  .  10334 
^  =  76Ö  ^  ^^'^ 

zu  setzen.  Noch  genauer  und  zwar  auch  in  d^  Umgebung  des 
kritischen  Punktes  ist  die  technisch  wichtige  Kohlensäure 
hauptsächlich  durch  Amagat^)  untersucht  worden,  wobei  eben- 
falls beträchtliche  Abweichungen  vom  idealen  Gasgesetze  sich 
ergaben.  Dasselbe  gilt  von  einer  ganzen  Reihe  apderer  Körper, 
einschhelslich  der  früher  als  permanente  Gase  bezeichneten 
Elemente,  Wasserstoff,  Stickstoff,  Sauerstoff  usw.,  für  welche  die 
entsprechenden  Daten  dem  bekannten  Tabellenwerke  von  Lan- 
dolt  und  Börnstein  entnommen  werden  können. 

Neben  den  Abweichimgen  vom  Gasgesetz  zeigen  alle  diese 
Körper  noch  thermische  Eigenschaften,  welche  mit  denen  idealer 
Gase  unvereinbar  sind.  Läfst  man  nämüch  ein  solches  unter 
Abdrosselung  seines  Überdruckes  von  einem  GefäJs  in  ein  anderes 
übertreten,  so  gilt,  wenn  in  beiden  Gefäfsen  das  Gas  mit  den 
Zustandswerten  pi  Vi  TJx  bzw.  P2  v^  ü^  sich  in  Ruhe  befindet, 
nachdem  die  kinetische  Strömungsenergie  wieder  in  Wärme 
zurückverwandelt  ist,  allgemein  die  schon  mehrfach  benutzte 
Formel 

^1+1^1^1=   ^2+ 1>2  «2 (2) 

Für  vollkommene  Gase  ist  nun 

A(TJ-^V^)^Cv{T^To),    pv  =  BT 
also 

{cv  +  ÄB)T^  =  (cv  +  ÄB)T2 
oder 

^1  =  ^2 (2a) 


})  Comptes  Rendues,  1891,  8.  446. 


|rf^!55'-; 
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d.  h.  also,  dals  ein  vollkommenes  Gas  durch  Abdros- 
seln  des  Druckes  bei  der  Strömung  keine  Tempe- 
raturänderung erleidet,  nachdem  die  kinetische 
Strömungsenergie  ausgeglichen  ist.  Dies  letztere  er- 
reichten Thomson  und  Joule,  welche  zuerst  (1854  und  1862) 
diese  Folgerung  der  Theorie  experimentell 
prüften,  durch  Anwendung  eines  porösen 

Pfropfens  (Wattepfropfen),   der  zwischen     

zwei  Siebe  eingeklemmt  einen  Durchgang 

ohne    nennenswerte    Änderung    der    Gre-       m.  '  lliESil     ^^ 

schwindigkeit   gestattete    (Fig.  87).     Die 

Experimentatoren  untersuchten  mit  dieser 

einfachen  Vorrichtung  Luft,  Kohlensäure  und  WasserstofE  und 

fanden  für  alle  diese  Körper  Temperaturerniedrigungen  J  T  beim 

Durchströmen,  welche  sich  durch  die  empirische  Gleichung 

JT^^Jp (3) 

ausdrücken  lielsen,  worin  für  Luft  a  =  20570,  für  Kohlensäure 
dagegen  a  =  102 100  zu  setzen  war,  wenn  p  in  Atmosphären  ge- 
messen wuf  de.  Der  entsprechende  Wert  für  WasserstofE  ergab  sich 
ungefähr  zu  1/13  desjenigen  für  Luft;  die  sehr  kleinen  zugehörigen 
Temperaturdifferenzen  lagen  den  möglichen  Versuchsfehlem  zu 
nahe,  um  für  diesen  Körper  weiter  verwendet  zu  werden.  Die 
Formel  (3)  ist  übrigens  um  so  genauer,  je  kleiner  die  Druck- 
differenz zu  beiden  Seiten  des  Pfropfens  ausfällt,  so  dafs  man  an 
Stelle  von  (3)  genauer  schreibt 

dT  __ja 

dp  ~  T^        ^^^^' 

worin  für  ein  vollkommenes  Gas  «  =  0  zu  setzen  wäre,  um 
den  Folgerungen  aus  (2)  zu  genügen.  Spätere  Versuche  von 
Natanson  (1887)  haben  übrigens  für  Kohlensäure  noch  eine 
Veränderlichkeit  des  Koeffizienten  a  mit  dem  Drucke  ergeben, 
so  zwar,  dafs  man  in  erster  Annäherung  für  mäfsige  Drucke 
(in  Atmosphären  gemessen) 

mit  «0  =  118000  und  ß  =  0,0107  zu  setzen  hätte.  Wird  der 
Druck   in  kg/qm    ausgedrückt,   so   hat   man   die  obigen   Werte 

18» 
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von  a  einfach   mit   10333   zu   dividieren,    erhält   also   für    Luft 
fast  genau  a  =  2. 

Aus  dem  Vorhandensein  der  Thomson-Jouleschen  Abküh- 
lung ergeben  sich  nun  einige  Schlulsfolgerungen  für  die  Ver- 
änderlichkeit der  spezifischen 
Wärme  Cp  der  »unvollkom- 
menen« Gase  bei  konstantem 
Druck,  zu  denen  wir  am  ein- 
fachsten auf  folgendem  Wege 
gelangen.  Wir  denken  uns  das 
Gas  aus  gesättigtem  Dampf  von 
der  absoluten  Temperatur  0  durch 
Erwärmung  bei  konstantem 
Drucke  erzeugt,  Fig.  88.  Bedeutet 
Xi\xnX=q-\-r=q-\-Q-\-Ap[v" — v') 
die  Gesamtwärme  des  trocken 
gesättigten  Dampfes,  so  ist  offenbar  die  Erzeugungswärme 
des  mit  unserem  unvollkommenen  Gase  identischen  überhitzten 
Dampfes  bis  auf  eine  willkürhche  Konstante  gegeben  durch  i) 
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Fig.  88. 


q  =  A{V-\-pv)  =  l-^\cpdT 


(4) 


Wiederholen  wir  denselben  Vorgang  mit  einem  höheren 
Drucke  'p  +  dp,  so  entspricht  demselben  nicht  nur  eine  höhere 
Sättigungstemperatur  ©  +  d ©  und  eine  Gesamtwärme  X -\-  äX^ 

sondern  auch  eine  spezifische  Wärme  Cp  -\-  -^  dp,   so   dafs  wir 

für  eine  Endtemperatur  T  -{-  dT  nunmehr  erhalten 

T-\-dT 

Q  +  dQ  =  X  +  dk  +  ^\^Cp+(^^^dp^dT     .     (4a) 
6>-f-d0 
Um  also  unser  Gas  aus  dem  Zustande  p,  T  in  den  benach- 
barten p  +  dp^    T-\-dT  überzuführen,    bedarf   es    einer    durch 
Subtraktion  von  (4)  und  (4a)  gegebenen  Wärmezufuhr  von 


1)  Aus  dq  =  A(^dü  +  pdv)  =  AdiU+pv) 
lieh  für  dp  =  0  durch  Integration 

Q  =  A(ü  +  pv)  +  a 


Avdp  folgt  näm- 


oder 
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T-^dT  T 

dQ==dX  +  ^\^Cp+l^^)^dp^dT-^^CpdT     <.     (4b) 

G-^dS  e 

T-j-dT  ö  +  dÖ  Tj-dT 

dQ  =  dX  +  ^CpdT^^€pdT  +  dp^i^'j^dT 

Hierin  dürfen  wir  unbedenklich  im  letzten  Gliede  die  Grenzen 
der  Integration  mit  T  und  0  vertauschen  und  haben  alsdann, 
da  die  beiden  anderen  Integrale  nur  zwischen  benachbarten 
Integrationsgrenzen  zu  nehmen  sind,  einfacher 

T 


dQ  =  dX-^CpdT  —  Cpd&-\-dp 


Ifö).- 


oder 


dQ      (dX  \d&   ,       dT  ,  C(bcp\  ^^  ,    , 

ö 

Hierin  gilt  die  in  der  ersten  Klammer  stehende  spezifische 
Wärme  Cp^  für  die  unmittelbare  Nachbarschaft  der  Grenzkurve 
selbst,  wie  aus  der  Entstehung  dieses  GUedes,  nämlich 

sofort  ersichtlich  ist  Daher  ist  dieser  Wert  von  Cp\  ebenso 
wieX,  ^  und  -r-^  eine  reine  Funktion  von  ©  oder  mit  Rück- 
sicht auf  die  Spannungskurve  eine  solche  von  p.  Differenzieren 
wir    demnach   die  Gl.  (4c)  partiell  nach  der  Temperatur  T,   so 

d& 
verschwindet  das  ganze  mit  -j-  behaftete  Glied  und  es  bleibt 

_d_  ld_q\  _  _ö    /   ^\    ,  /ö^\ 
ÖT   \dp]  ~  bT  V  dp)  "^  Ui'/T 

und  im  speziellen   Falle  einer  Zustandsänderung  ohne  Wärme- 

dO 
zufuhr,   also  mit  -r^  =  0 
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Die  Einführung  der  Gesamtwänne  X  und  der  Sättigungs- 
temperatur ©,  welche  ja  aus  dieser  Gleichung  wieder  heraus- 
fallen, wird  natürlich  unnötig,  wenn  der  Druck  p  des  Gases 
oberhalb  des  kritischen  liegt.  Alsdann  kann  man  aber  an  Stelle 
von  (4)  bzw.  (4b)  sofort  mit  k  =  0  und  ©  =  0  setzen 

T-\-dT  T 

0  0 

und  gelangt   damit   noch  rascher  zu  Gl.  (5).     Verschwindet  in 

dieser  Gleichung  die  Thomson-Joulesche  Temperaturemiedrigung 

äT 

^,  wie  bei  vollkommenen  Gasen,  so  wird  auch 


(II).-»' 


d.  h.  die  spezifische  Wärme  bei  konstantem  Druck 
könnte  nur  noch  mit  der  Temperatur,  nicht  aber  mit 
dem  Drucke  variieren.  Dafs  Cp  für  vollkommene  Gase  auch 
von  der  Temperatur  unabhängig  ist,  also  konstant  ist,  folgt  dann 
erst  unter  Zuhilfenahme  der  Konstanz  von  Cv  aus  der  Clausius- 
sehen  Beziehung  Cp  —  Cv  ^=^  AB. 

Führen  wir  nunmehr  den  Ausdruck  (3a)  in  (5)  ein,  so  er- 
halten wir  die  von  Planck  auf  ganz  anderem  Wege  abgeleitete 
Differentialgleichung  für  Cp,  nämlich 

deren  allgemeines  Integral  mit  einer  willkürlichen  Funktion  / 
die  Form 

Cp=  T2/(2^8  — 3«i?)      ......     (6) 

besitzt.  Nun  wissen  wir  aus  der  Erfahrung,  dals  für  sehr  niedere 
Drücke,  also  grofse  Verdünnung  die  Gase  sich  immer  mehr  dem 
Idealzustande  nähern,  für  den  die  spezifischen  Wärmen  konstant 
werden.  Mit  j?  =  0  haben  wir  demnach  unter  Einführung  einer 
Konstanten  Cq  für  Cp  aus  (6) 
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wodurch  gleichzeitig  die  Form  der  bisher  willkürlichen.  Funktion 
gegeben  ist,  so  dafs  wir  statt  (6)  auch  schreiben  dürfen 

^=(r3_3«|7)l=^^l  — -^3")        ...     (6a) 


Soll  diese  einlache  Formel  für  die  Abhängigkeit  der  spezi- 
fischen Wärme  Cp  vom  Druck  und  der  Temperatur,  welche  un- 
abhängig von  Planck  und  nahezu  gleichzeitig  auch  Linde 
(1897)  entwickelt  hat,  noch  im  kritischen  Punkte,  also  für  pt 
und  Tk  gültig  bleiben,  wo  Cp  =  ao  wird,  so  mufs 


oder 


■3«g  =  0 


1  TiS 


3  Pk 


(6b) 


Ä 


%^ 


0 


ß 


sein.  Setzt  man  in  diese  Gleichung  den  obigen  Wert  u  =  20570 
für  atmosphärische  Luft  und  den  kritischen  Druck  der- 
selben (nach  Olszewski),  nämlich  ;?*  =  69  Atm.,  ein,  so  folgt 
Tk=  134,  oder  t*  =  —  1390, 
während  Olszewski  dieselbe  zu 
— 1400  bestimmte.  Für  Kohlen- 
säure würde  sich  dagegen  mit 
Pk  =  72,9  und  Tfc  =  303,5  der 
Koeffizient  a  =  128000  ergeben, 
während  aus  den  Thomson- 
Jouleschen  Versuchen  bei  nie- 
derem Drucke  hierfür  102000 
und  aus  Natansons  empiri- 
scher Formel  «  =  op  (1  -[-  /?  p*) 
=  210000  folgt.  Die  Linde- 
Plancksche  Formel  (6a)  für 
Cp  ist  daher  für  diesen  letzteren 
Körper  nicht  hinreichend  genau, 
während  ihrer  Verwendung  für 
atmosphärische  Luft  bis  auf 
weiteres  nichts  im  Wege  steht. 
Damit  aber  sind  wir  in  den  Stand       '  Qk^ 

gesetzt,    das  merkwürdige,    von  Kg.  89. 


\LJ 


'T 


^ 
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liinde  (1894)  erdachte  Verfahren  der  Luftverflüssigung 
rechnerisch  zu  verfolgen. 

Dasselbe  beruht  auf  der  Verwendung  eines  Gegen- 
stromapparates  Ä  (Fig.  89),  in  welchem  von  einem  Kom- 
pressor K  kommende,  dann  auf  die  Aufsentemperatur  durch 
Wasser  in  B  wieder  abgekühlte  Druckluft  zum  Drosselventil  V 
hinströmt,  in  diesem  unter  Erniedrigung  des  Druckes  die 
Thomson-Joulesche  Abkühlung  erleidet  und  schliefslich  das  Ein- 
trittsrohr umspülend  vom  Kompressor  K  wieder  angesaugt  wird. 
Infolge  der  Umspülung  des  Eintrittsrohres  treten  die  beiden 
Luftströme  miteinander  in  Wärmeaustausch,  so  dafs  die  Luft 
schlielsüch  nahezu  wieder  mit  der  Aufsentemperatur  den  Apparat, 
welcher  selbstverständlich  gegen  das  Eindringen  von  äufserer 
Wärme  so  gut  als  möglich  isoliert  ist,  verläfst.  Bezeichnen  wir 
die  in  der  Zeiteinheit  (Stunde)  zirkulierende  Luftmenge  mit  G, 
die  absolute  Temperatur  der  Luft  vor  und  hinter  dem  Gegen- 
stromapparat  mit  To,  den  Druck  vor  und  nach  der  Kompression 
mit  P2  bzw.  pi  und  schliefslich  die  Temperaturen  vor  und  hinter 
dem  Regulierventil  mit  Ij  und  T2,  von  denen  die  letztere  gleich- 
zeitig mit  der  Anfangstemperatur  der  zurückströmenden  Luft 
identisch  ist,  so  besteht  zunächst  für  die  Temperaturabnahme 
im  Drosselventil  die  aus  (3  a)  durch  Integration  hervorgehende 
Gleichung 

Ti3_T23  =  3«(;?i-i?2),  .  ....  (3b) 
wenn  wir  von  den  Druckverlusten  bei  der  Bewegung  der  Luft 
durch  den  Gegenstromapparat  ebenso  absehen  dürfen,  wie  von 
der  etwaigen  Temperaturerhöhung  der  Luft  auf  dem  Wege  von 
Ventil  V  durch  den  Sammeltopf  S  nach  dem  Gegenstromapparat. 
Die  zuströmende  Luft  verliert  alsdann  in  diesem  Apparate  bei 
konstantem  Drucke  pi  die  Wärme 

oder  wegen  (6  a) 

ft  =  Gco(To3-3«i?i)*  -  ^co  (Ti3-3«p0*,     .       (7) 
während  die  zurückströmende  den  Betrag 

To 

q^=G  ^Cp2  dT  :=  a Co{To^  —  3ap2)i  —  Gcq  (T2^  —  3ap2)^   (7a) 
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aufnimmt.     Die  Differenz  beider  Wärmemengen  ergibt  sich  aber 
wegen  (3  b)  zu 

Q^^Q,=  Gco(To^^3ap,)i  —  Gco(To^  —  3ap^)i  .  (7b) 
und  ist  wegen  pi  >  jP2  negativ,  d.  h.  die  zurückströmende 
Luft  nimmt  im  Gegenstromapparat  mehr  Wärme  auf, 
als  die  hinströmende  bis  zum  Ventil  Fabgibt.  Dieser 
Wärmeausfall,  der  überdies  nur  von  der  absoluten  Temperatur 
Tq  sowie  den  Pressungen  pi  und  p2,  nicht  aber  von  den  Tempe- 
raturen Tx  und  T2  zu  beiden  Seiten  des  Regulierventils  V  ab- 
hängig und  folglich  mit  der  Durchflufsmenge  G  in  der  Zeit- 
einheit konstant  ist,  wird  nun  einerseits  dazu  dienen,  die  trotz 
der  Isolation  in  den  Appai-at  eindringende  Wärme  auszugleichen 
und  weiterhin  die  Temperatur  des  ganzen  Apparates  samt  Luft- 
inhalt allmählich  zu  erniedrigen.  Ganz  besonders  wird  dies  für 
die  Temperaturen  Ti  und  T2  zutreffen,  von  denen  die  letztere, 
wenn  die  eindringende  Wärme  im  Verhältnis  zu  der  Differenz  (7  b) 
in  mäfsigen  Grenzen  bleibt,  schlief slich  unter  die  dem  Drucke  p^ 
entsprechende  Siedetemperatur  der  Luft  sinken  kann. 

Da  die  Temperatur  T2  hinter  dem  Regulierventil  die  tiefste 
im  ganzen  Apparat  ist,  so  wird  sich  auch  im  Sammelgefäfs  S 
die  Wärmezufuhr  von  selten  einzelner  Teile  des  Apparates  bzw. 
durch  diese  von  aufsen  recht  stark  geltend  machen.  Dies  hat 
zur  Folge,  dafs  die  Luft,  welche  in  das  Sammelgefäfs  mit  T2 
eintritt,  dasselbe  mit  einer  höheren  Temperatur  23  verlassen  wird, 
so  zwar,  dals 

Q^  =  Gco  (T33-3ai?2)*  -  G  Co  (T2^Sap2)^  .  (8) 
die  Wärmeaufnahme  im  Sammelgefäfs  darstellt,  während  der 
Betrag  Q2  —  Qi  —  Q^  durch  die  zurückströmende  Luft  von  aufsen 
aufgenommen  wird.  Bezeichnen  wir  die  insgesamt  durch  Leitung 
und  Strahlung  während  der  Zeiteinheit  eindringende  Wärme  mit 
Qof   und  mit   W  den  Wasserwert  des  Apparates,    von  dem  wir 

annehmen,    dafs  er  auf  eine  Mitteltemperatur  —  {Tq'\-T^)  in  der 

Zeit  ^  abgekühlt,  die  Wärme  wi{To—^^^\=^  W{To  —  T^) 
aufgenommen  hat,  so  ergibt  sich  für  die  Zeit  t 

t{Q2-Qi)  =  l   W{To-Ts)  +  tQo      ...     (9) 


2b2     Kap.  IV.    Das  Verhalten  der  unvollkommenen  Grase  etc. 

Hierin  können  wir  die  durch  (7  b)  .gegebene  Differenz 
Q2  —  Q1  noch  etwas  vereinfachen  durch  die  Überlegung,  dafs 
die  Aulsentemperatur   Tq   stets  .hoch  über  der  kritischen  liegt 

und  folghch  der  Bruch  -rnj-  einen   sehr   kleinen    Wert   besitzt, 

dessen  höhere  Potenzen  unbedenklich  gegen  1  vernachlässigt 
werden  können.     Damit  wird 

(To» -  3«j»)*  =  2'o  (1  - ^)*  CN.  To  (1  -  ^)    .     (10) 
und  (7b)  geht  über  in 

Q.-Qi  =  Gco'^-^^^ (70 

Setzen  wir  schlieJfelich  diesen  Wert  in  (9)  ein,  so  folgt 

/(Gcoa^^^'-eo)  =  Y(^o-^3),      .     .     (11). 

worin  allerdings  die  schädHche  Wärmezufuhr  Qq  noch  von  der 
Temperation  Tq  und  T^  abhängig  sein  wird.  Wenn  wir  auch 
über  diese  Abhängigkeit  a  priori  nichts  aussagen  können,  so  er- 
kennt man  doch  aus  (16)  sofort,  dafs  die  Periode  der 
Temperaturerniedrigung  für  einen  Lindeschen 
Gegenstromapparat  um  so  kürzer  ausfällt,  je  [nie- 
driger die  Ausgangstemperatur  Tq  ^und  je  kleiner 
der  Wasserwert  TF,  bzw.  je  gröfser  sowohl  die  stünd- 
liche Durchflufsmenge  G  als  auch  die  Druckdiffe- 
renz pi  —  P2  gewählt  wird.  Von  diesen  Gesichtspunkten 
ausgehend  hat  der  Engländer  Hampson  den  Lindeschen 
Apparat  für  Laboratoriumszwecke,  bei  denen  es  sich  um  eine 
rasche  Erreichung  des  Siedepunktes  im  Sammelgefäfs  handelt, 
mit  Erfolg  modifizieii;,  ohne  doch  prinzipiell  etwas  Neues  ge- 
schaffen zu  haben.  Während  |er  mit  einem  sehr  kleinen,  an 
einen  kräftigen  Kompressor  angeschlossenen  Apparat  die  Ver- 
flüssigung unter  atmosphärischem  Drucke  schon  nach  "  etwa 
15  Minuten  erreichte,  brauchte  Linde  bei  seiner  ersten,  sehr 
schwer  ausgefallenen  Konstruktion  nach  einem  von  Schröter 
180^  veröffentlichten  Diagramm  (Fig.  90)  ebenso  viele  Stunden. 
Später  hat  auch  Linde  kompendiöse  Apparate  mit  viel  kürzerer 
Abkühlungsdauer  konstruiert,  welche  besonders  in  die  chemische 
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^Up 


Technik  Eingang  gefunden  haben.  Für  uns  hat  das  Schrötersche 
Diagramm  vor  allem  darum  ein  hohes  Interesse,  weil  es  nicht 
nur  das  stetige  Sinken  der  Temperaturen  T^  und  Tg  erkennen 
l&Tst,  bis  beide  Kurven  gleichzeitig  horizontal  umbiegen,  sondern 
auch  unsere  obige  An- 
nahme, dals  der  Wärme-  ^ - 

austausch  im  Gegenstrom- 
apparat  vollkommen  von 
statten  geht,  durch  die 
gute  Übereinstimmung  der 
Eintritts-  und  Austritts- 
temperaturen (Tq)  während 
der  ganzen  Betriebsdauer 
bestätigt. 

Hat  nun  die  Verflüs- 
sigung im  Sammelgefäls 
begonnen,  so  verläuft  der 
weitere  Vorgang  stationär, 
wie  auch  aus  dem  Dia- 
gramm (Fig.  90)  hervor- 
geht. Alsdann  aber  wird 
in     der    Zeiteinheit     die 

Menge  Q^  kg  niedergeschlagen,  wodurch  die  Verdampfungs- 
wärme Gir  frei  wird.  Dieser  Betrag  führt  zusammen  mit  der 
gleichzeitig  von  aufsen  in  das  Sammelgefäfs  eindringenden  Wärme 
^o'  auf  die  durch  (8)  gegebene  Temperaturerhöhung,  so  dafs  wir 
jetzt  haben 
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Fig.  90. 


öco  (T33 


A^ 


3  «  P2)'  —  öco  (^23  -  3  ai?2)  *  =  Gir  +  ^o'    (12) 


i_ 


Dazu  kommt  noch  die  Gleichung  für  den  Wärmeaustausch 
im  Gegenstromapparat,  in  welchem  jetzt  nur  mehr  die  Menge 
Qt  —  0^z=z  O2  zurückströmt,  so  zwar,  dafs  sie  die  Wärme 

Q'o  =  G2Co  W  -  3 «i?2)*  -  ^2^  (^8^  -  3  «i?2)*    .     (13) 

aufnimmt,    während   die   hineinströmende  Menge  G   wieder  die 
durch  (7)  gegebene  Wärme 
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abgibt.     Da  der  Apparat  jetzt  an  keiner  Stelle  mehr  seine  Tem- 
peratur ändert,  so  wird  die  Differenz  Ö2'  —  Qi  lediglich  zur  Auf- 
nahme äulserer  Wärme  benutzt,    die  wir  zum  Unterschiede  von 
der  in  das  Sammelgefäls  eindringenden  Qq'  mit  Qo"  bezeichnen  . 
wollen.     Wir  erhalten  alsdann 

Q2'  -  Öl  =  Qo" 
oder 

^2^0  (^0^  -  3«i?2)*  -  O2C0  (T33  -  3  ap^y  1  ^  ^^, 

-  GcoW  -  3«i?i)*  +  Oco  (Ti3-3«i?i)*  I 

bzw.  mit  6r2  =  6r  —  Gl 

p,f  --Gco   W-3«i72)* 

=  Qo"    (14) 


Gco    W  —  Sap^f—Gco   {T^^-^ap.,)^ 


—  Gco    (To3  -  3  «i?i)*  +  Gco   (TiS  -  3  ap{)^ 

—  (^i(?o(To3-3ap2)*  +^i<?oW  — 3«P2)* 

Durch  Addition  dieser  Gleichung  zu  (12)  folgt  dann  mit 
^0'  +  Qo"  =  Qo  sowie  wegen  (3b) 

Gco  (TqS  -  3  UP2Y  —Gco  (To^  -  3  «pO^ 

=  Gir  +  GiCo  (To^  -  3  ap^f  -  G^Co  (Tg^  -  3  ap^y  +  Q^,    (15) 

so  dafs  also  wieder  die  Temperaturen  Ti  und  T2  zu  beiden  Seiten 
des  Regulierventils  7,  wie  schon  oben  in  (11)  herausfallen.  Für 
niedere  Drucke  p^  kann  man  in  (15)  von  der  Vereinfachung  (10) 
Gebrauch  machen  und  folglich  schreiben 

^Co^^^^=^^  =Gir+GiCo(To-T3)  +  GiCo«^^-^^^ 

oder  unter  Weglassung   des   gegenüber   den   anderen   stets  sehr 

kleinen  Gliedes  ap2  i-jr^  —  7^-3)  kurz 

Gco  " %^^^^  =G,r  +  Gico  (To  -  T,)  +  Qo    .     (15b) 

Auf  der  rechten  Seite  dieser  Gleichungen  steht  die  gesamte 
von  der  zirkulierenden  Luft  G  aufzunehmende  Wärme,  d.  h.  die 
Kälteleistung  vermehrt,  um  die  Kälteverluste  Qo  im  Beharrungs- 
zustand.    Nimmt   man   nun   an,    dafs   die   Luft  aufserhalb   der 


§  24.     Die  Thomson-Joulesche  Abkühlung.  285 

Maschine  und  in  genügender  Entfernung  vom  kritischen  Zustand 
dem  idealen  Gasgesetz  gehorcht,  so  ist  die  zur  Verdichtung  von 
O  kg  nötige  Arbeit  im  günstigsten  Fall,  d.  h.  bei  isothermischer 
Kompression 

L  =  GBTolgn^^, (16) 

wozu  im  allgemeinen  noch  die  Arbeit  zur  Verdichtung  des  Er- 
satzes Gl  der  in  der  Maschine  niedergeschlagenen  Menge  von 
atmosphärischer  Spannung  po  auf  den  Druck  p2  im  Betrage  von 

Li  =  GiBTo\gn^^ (16a) 

hinzutritt.  Diese  von  einem  mit  Beginn  der  Verflüssigungsperiode 
in  Wirksamkeit  tretenden  Hilfskompressor  zu  leistende  Arbeit 
fällt  natürlich  fort,  wenn  der  Druck  im  Sammelgefäfs  P2  =  Po 
wird,  da  alsdann  der  Hauptkompressor  den  Ersatz  direkt  der 
Atmosphäre  entnehmen  kann.  Sehen  wir  hiervon  zunächst  ab^ 
so  folgt  für  die  Gesamtarbeit  zur  Verflüssigung  von  Gi  kg  Luft 
bei  T3O  aus  den  letzten  drei  Gleichungen 

^  0  Coa(pi—p2)  ^    P2^  ^®    i?o      ^     ^ 

Diese  Arbeit  nimmt  unter  sonst  gleichen  Ver- 
hältnissen mit  wachsenden  oberen  Drucke  pi  ab, 
wobei  indessen  nicht  übersehen  werden  darf,  dafs  die  der  Gl.  (10) 
zugrunde  liegenden  Vernachlässigungen  für  grolse  Werte  von  pi 
ihre  Berechtigung  ein  hülsen.  Andernfalls  würde  man  ja  durch 
unbegrenzte  Steigerung  von  pi  die  Arbeit  L  beliebig  herabziehen 
können,  was  mit  dem  Entropiesatze  unvereinbar  wäre. 

Der  Verwandlungswert  des  ganzen  Vorgangs,  für  den  wir  mit 

öir+öiCo(To-T3)  +  Qo  =  «2".     .     .     .     (18) 
auch  schreiben  dürfen 

AjL  +  LQ        ÄBn^    Ignf-:         ÄG,  p, 

mufs  im  Gegenteil  einen  Grenzwert  rjm  besitzen,  durch  welchen 
gleichzeitig  das  Minimum  des  Arbeitsaufwandes  Lm  bestimmt  ist. 
Für   den   diesem  Grenzwert  entsprechenden   Idealprozefs  lautet 
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nun,  unter  Qi'  die  bei  konstanter  oberer  Temperatur  Tq  abge- 
führte Wärme  verstanden,  die  Bedingung  für  die  Unveränder- 
lichkeit  der  Gesamtentropie 


oder,    da   nach    (18)   mit  Weglassung   der   schädlichen   Wärme- 
zufuhr Qq 

d'Q2''  =  GiCodT+rdGt 
ist, 

-^  =  (?iColgny°+ ^ (20) 

Daraus  folgt  für  die  Minimalarbeit 


AL„,  =  Q^"-Q2"  =  0, 


CoTolga  ^»  +  r  g-r-Co(To  -  ^3)] 


und  für  den  idealen  Verwandlungswert 

^      AZ._oor.'gnf:+>-t 

^""«2"         Co(To-T3)-\-r~^ ^^^^ 

Setzen  wir  beispielsweise  voraus,  dafs  die  Verflüssijjung  von  Luft,  wie 
sie  im  Hampsons  Laboratoriumsapparat  unter  atmosphärischem  Drucke 
p,  =  Pi  erfolgt,  so  entspricht  dies  einer  Siedetemperatur  von  T,  =  80 « 
(Tg  =  —  193  <>  C).  Die  Verdampfungswärme  der  Luft  wollen  wir  zwischen 
derjenigen  des  Stickstoffes  (r«  =  49  WE)  und  des  Sauerstoffs  (r^  =  80  WE) 
zu  r  =  60  WE,  die  Konstante  der  spezifischen  Wärme  der  Luft  da- 
gegen zu  Cq  =  0,237  annehmen  und  erhalten,  wenn  die  Luft  in  den 
Gegenstromapparat  mit  Pi  =  100  Atm.  und  To  =  290o  (To=r  +  17°C) 
eintritt,  für  Öj  =  1  kg  verflüssigte  Luft  aus  (15b)  die  Zirkulations- 
menge G 

«CPi— i?i)  20570   99 

oder 

zu  deren  Verdichtung  nach  (16)  eine  Arbeit  von 

L  =  (l9,l  +  -|^j  29,3  •  290  Ign  100  =  (l9,l  +  ^j  39 100  m/kg 
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aufzuwenden  wäre.  Ohne  alle  Verluste  Qq  würde  demnach  1  kg  flüs- 
sige Luft 

X  =  19,1 .  39 100  =  746800  m/kg  oder  2,77  PS  Stunden 

erfordern.    Die  Kälteleistung  der  Maschine  ist  nach  (18) 

Q^"  =  60  +  0,237  .  210  +  <3o  =  (109,5  +  Q^)  WE 
und  der  Verwandlungswert  nach  (19) 

»7  =  16, 
während  derjenige  des  Idealprozesses  nach  (21)  «7^  =  1,8  wird.  Das 
Lindesche  Verfahren  erfordert  demnach  ungefähr  die  »7 :  »7m  =  9fache 
Arheit  des  Idealprozesses,  was  einfach  daran  liegt,  dafs  es  im  Gegen- 
satz zu  diesem  sowohl  in  der  Abdrosselung  des  Druckes  im  Ventil  V 
als  auch  in  dem  Wärmeaustausch  im  Gegenstromapparat  irreversible 
Wärmeübergänge  mit  erheblichen  Temperaturgefällen  enthält. 

§  25.    AUg^eineine  Beziehungen  zwischen   der  Energie,  der 
Entropie  und  der  Zustandsgieichung. 

Differentialquotienten  der  Energie  und  Entropie,  Zusammenhang  mit 
den  spezifischen  Wärmen  Cp  und  c».  Wärmezufuhr  auf  der  Isotherme. 
Anwendung  auf  die  Thomson-Joulesche  Abkühlung.  Zustandsgieichung 
der  Luft  nach  Planck  und  Thomson- Joule.    Die  Isotherme  der  Luft. 

Alß  eine  der  Hauptaufgaben  der  Wärmetheorie  bezeichneten 
wir  im  ersten  Kapitel  neben  der  Ermittlung  der  Zustandsgieichung 
diejenige  der  Energie  ü  der  Körper,  wozu  im  dritten  Kapitel 
noch  die  Entropie  S  hinzutrat.  Für  den  Fall  der  vollkommenen 
Gase  hat  die  Lösung  des  Problems  wegen  der  grofsen  Einfach- 
heit der  empirischen  Grundlagen  keine  Schwierigkeiten,  und 
ebenso  gelang  uns  die  Aufstellung  praktisch  brauchbarer  Aus- 
drücke für  U  und  S  bei  gesättigten  bzw.  nassen  Dämpfen  auf 
Grund  der  Bedingung  des  Wärmegleichgewichts  zwischen  dem 
dampfförmigen  lund  flüssigen  Bestandteil.  Bei  überhitzten 
Dämpfen,  welche  homogene  Körper  darstellen,  fallt  diese  Be- 
dingung hinweg,  ohne  dafs  hingegen  die  einfachen  für  voll- 
kommene Gase  gültigen  Beziehungen  Platz  greifen,  so  dafs  wir 
schon  die  allgemeinen  Gleichungen  der  Wärmetheorie  zu  Rate 
ziehen  müssen,  um  das  Verhalten  dieser  infolgedessen  auch  als 
unvollkommene  Gase  bezeichneten  Körper  zu  studieren. 

Schon  in  §  5  leiteten  wir  aus  der  Tatsache,  dafs  die  Energie 
U  eines  Körpers  durch  seinen  momentanen  Zustand  eindeutig 
bestimmt  war,  die  beiden  allgemein  gültigen  Beziehungen 
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(ör),-^" 


^IID.+  '(a 


=  Cp 


(1) 


ab,  welche  für  konstante  Werte  von  Cp  und  c„  mit  Hilfe  des 
idealen  Gasgesetzes  in  §  6  auf  die  Formel  ÄdU  =  Cv  dT 
führten.     Mit 

[bT)v-[bpjv\öT)v'    [bT)p-[bv)p[bT)p 
erhalten  wir  aber  auch  aus  (1)  für  das  vollständige  Differential 

oder  für  eine  beliebige  umkehrbare  Wärmezufuhr 
dQ  =  Ä(dü+pdv) 

Daraus   folgt   aber    für   eine    adiabatische    Zustands- 
änderung  mit  dQ  =  0 


dp___cp^  /ö^\    (bTx 
dv~~       Cv    \bT)v\bv)p 


(4) 


Diese  Formel  kann  bei  vorgelegter  Zustandsgieichung  des 
Körpers  dazu  dienen,  den  Verlauf  der  Adiabate  mit  Hilfe  des 
Verhältnisses    Cpi  Cv^=x  zu  bestimmen.    Da  hierin  die   Werte 


bp 


li""^  (li 


ebenso  wie  c»  und  c^ 


der  Differentialquotienten  .  ^^  ,„.    «.^v.  .j.  ^, 

erfahrungsgemäfs  positiv  sind,  so  mufs  auf  der  Adiabate  all- 
gemein das  Volumen  mit  wachsendem  Drucke  abnehmen.  Für 
den  kritischen  Punkt  wird  die  Formel  (4)  unbestimmt,    da  dort 

sowohl  Cp  als  auch  f  ^|  gleichzeitig  unendlich  grofs  werden.  Be- 
achtet man  noch  die  schon  in  §  l  entwickelte  Gleichung 


'bp\ 


T)v\bv).^ 


bv\ 
P  \^p)t' 


(5)> 
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so  kann  man  auch  statt  (4)  schreiben 

Der  Differentialquotient  dp  :  dv  auf  der  Adiabate  läfet  sich 
indessen  auch  gelegentlich  auf  andere  Weise  bestimmen,  und 
zwar  mit  Hilfe  der  Schallgeschwindigkeit  a ,  für  die  wir  mit 
yv  =  1  in  §  9  fanden 

«.^,^  =  _?!j^ (6) 

^  by  dv  ^  ^ 

Damit  erhalten  wir  zur  Bestimmung  des  Verhält- 
nisses der  beiden  spezifischen  Wärmen  aus  (4)  die 
Gleichung 

''-'  cv  -^g[bp)v\hT)p-  ißg\hp]T  '  ^^*^' 
welche  in  Übereinstimmung  mit  der  obigen  Bemerkung  stets 
positive  Werte  für  x  ergibt.  Zur  Ermittlung  der  beiden  spezi- 
fischen Wärmen  Cp  und  Cv  selbst  reichen  indessen  die  soeben 
entwickelten  Gleichungen,  welche  lediglich  aus  dem  ersten 
Hauptsatze  der  Wärmelehre  hervorgegangen  sind,  auch  dann 
nicht    aus,    wenn    die    Zustandsgieichung    hinreichend    genau 

gegeben  wäre,  um  aus  ihr  die  Differentialquotienten  1^:  J\    und 

\hTl    ^^  berechnen.     Ist  für   eine  grölsere  Zahl  von  Zustands- 

punkten  eines  Körpers  im  pv-Diagramm  die  Thomson- Joulesche 
Abkühlung  bekannt  bzw.  durch  eine  einfache  Beziehung  ge- 
geben, so  erhält  man  aus  Gl.  (5)  des  vorigen  Paragraphen  durch 
Integration  eventuell  unmittelbar  die  spezifische  Wärme  Cp. 

Um  den  Verlauf  der  Isotherme  mit  dem  durch  (4)  bzw.  (4a) 
gegebenen  der  Adiabate  vergleichen  zu  können,  schreiben  wir 
noch  (5)  in  der  Form 

^A-mn <-) 

und  erkennen,  dafs  für  positive  Werte  der  Differentialquotienten 
auf  der  rechten  Seite  das  Volumen  auf  der  Isotherme  mit 
wachsendem  Drucke  abnimmt.  Mit  (4)  folgt  alsdann  sofort, 
dals  die  Adiabate  steiler  oder  flacher  verläuft  als 
die  Isotherme,  solange  Cp^Cv  ist. 

Lorenz,  Techn.  Wärmelehre.  19 
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Zur  Aufsuchung  weiterer  Beziehungen  bedienen  wir  uns  der 
bisher  noch  nicht  benutzten  Definition  der  Entropie 


wofür  wir  auch  mit 


schreiben  dürfen 


-=(i?).-+(i?),- 


Da  nun  die  Entropie  S,  wie  wir  früher  gesehen  haben,  eine 
Zustandsfunktion  des  betrachteten  Körpers  ist,  so  muls  dS  ein 
vollständiges  Differential  sein,  d.  h.  es  ist  auch 

eine  Formel,  welche  durch  Vergleich  mit  (7)  auf 


/bS\  _ÄfhU\ 
[hT)v~  TXbTJv 


(8) 


führt.    Differenzieren    wir   hiervon    die  erste  Gleichung  partiell 
nach  v,  die  zweite  nach  T,  und  beachten,  dafs 

.bzw. 


so  erhalten  wir  durch  Gleichsetzen  der  so  behandelten  rechten 
Seiten  von  (8) 

a-^(if).— ■  ■  ■  ■  (») 

Mit  der  ersten  Formel  (1)  zusammen  folgt  aber  hieraus  für 
das  vollständige  Differential  der  Energie  des  Körpers 


Ädü=CvdT-{-Ä 


^(Ifl-^H^  •  •  (^^)> 


welches  sich  für  vollkommene  Gase  wegen  pv  =  BT  in  Ädü 
=  CvdT  vereinfacht.  Setzt  man  dagegen  in  der  zweiten  Gl.  (1) 
wegen 
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für  konstanten  Druck 
so  geht  dieselbe  über  in 

wofür  wir  auch  wegen  der  ersten  Gl.  (1)  sowie  wegen  (9)  schreiben 
dürfen 

Cs>-c.=  ätI^^\(I^I (11) 

Das  ist  schon  die  von  uns  gesuchte  zweite  Gleichung,  welche 
mit  (4)  bzw.  (6)  zusammengenommen  die  beiden  spezifischen 
Wärmen  eines  homogenen  Körpers  bestimmt  und  für  vollkom- 
mene Gase  wegen ^v  =  E  T  die  Clausiussche  Form  Cp  —  Cv  =  AB 

annimmt.     Da  in  derselben  die  Differentialquotienten  l^j    und 

1^1  fast  immer  positiv  sind,  so  wird  auch  Cp>  Cv  ausfallen. 
Besitzt  ein  Körper  dagegen  ein  Minimalvolumen,  wie  z.  B.  Wasser 
bei  -f-4®C,  so  ist  hierfür  i^^)  =  0  und  folglich  Cp  =  Cv,  wäh- 
rend für  tiefere  Temperaturen  l^-m)  <Ound  daher  Cp  <Ccv  wird. 
Beispielsweise  hat  man  für  Qaecksilber  (siehe  §  1) 

folglich  nach  (11) 

Cp  —  c,  =  2,25  •  10    '  TptV„, 
also  für  0  •  C,  d.  h.  T = 273  »,  und  Atmosph ftrendruck  oder  p„ = 10333  kg/qm 

"•**->  =13^ 

c,-.  =  2,..10-'^I|3g|?i  =  0.(K)47. 

Da  nun  in  diesem  Falle  Cp  =  0,0333  ist,  so  folgt  hieraas  Cv  =  0,0286, 
so  dafs  also  für  diesen  Körper  ein   erheblicher  Unterschied  zwischen 

19* 


292     Kap.  IV.    Bas  Verhalten  der  anvollkommenen  Gase  etc. 

den  beiden  spezifischen  Wärmen  besteht.  Für  die  meisten  anderen 
Flüssigkeiten  fällt  derselbe  wegen  des  geringen  Ausdehnangskoeffi- 
zienten  dagegen  so  klein  aus,  dafs  man  ihn  für  praktische  Zwecke 
unbedenklich  vernachlässigen  und  Cp  =  Cv  annehmen  darf.  Setzen 
wir  schliefslich  den  aas  unseren  Zahlen  folgenden  Wert 

«  =  ^  =  1,165 

mit  den  beiden  obigen  Differentialquotienten  in  die  Gl.  (6)  ein,  so- 
ergibt  sich  für  die  Schallgeschwindigkeit  in  Quecksilber 

a«  =  3365  000  jpo^o 
also  für  atmosphärischen  Druck 

a«  =  2572000  und  a  =  1604m/sek. 
Wir  kehren  nunmehr  zu  Gl.  (10)  zurück,    welche  in  Ver- 
bindung  mit  dQ  =  Ä  (dU  -{- pdv)  für  eine  beliebige  Wärme- 
zufuhr die  einfache  Formel 

dQ  =  CvdT  +  AT(^Jv  .     .     .     .    (12) 

ergibt.  Daraus  erkennt  man,  dafs  für  isothermische  Zu- 
Standsänderungen 

dQ  =  ÄTi^^Jv (12a> 

wird,   dafs  also,    da  l^l   im  allgemeinen  positiv  ist,   die   iso- 

thermische  Expansion  eine  Wärmezufuhr,  die  ent- 
sprechende Kompression  eine  Wärmeentziöhung 
erfordert. 

Aus  (12)  folgt  weiterhin  für  die  Entropiezunahme 

dS  =  ^  =-^  dT-]-A{^^^dv     .     .     .     (13), 
durch  deren  Vergleich  mit 

sich  die  Beziehungen 

ergeben.  Diese  wiederum  führen  nach  abermaliger  partieller 
Differentiation  nach  v  bzw.  nach  T  und  gleichsetzen  auf 
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Führen   wir  dann  noch   in  Gl.  (13)   die  selbstverständliche 
Beziehung 

«ein,  so  geht  dieselbe  über  in 

«=|.  +  .r(||),(|-;)j^^+.(|H),  (!),.„ 

wofür  wir  wegen  (11)  und  (5)  auch  kürzer  schreiben  können 

dS  =  ^dT-^A[j^^dp      ....     (16) 
Vergleichen  wir  diesen  Ausdruck  mit  der  Identität 


so  folgt 


''-[^/^+^i)/'- 


^m 


lbS\         cp 
\bTJp-   T' 

=-m--- 

und  daraus  analog  (15)  aus 

(14) 

/hCp\ 

\bp)T 

=  —Äl 

■(^i 

(17) 


(18) 

Die  beiden  Formeln  (15)  und  (18)  lassen  die  Abhängig- 
keit der  Veränderungen  der  spezifischen  Wärmen 
von  der  Form  der  Zustandsgieichung  deutlich  hervor- 
treten und  bilden  mithin,  wenn  die  Grölsen  Cp  und  Cv  als 
Funktionen  von  p  und  T  bzw.  von  v  und  T  gegeben  sind,  ein 
scharfes  Kriterium  für  die  Richtigkeit  der  Zustandsgieichung 
selbst.  Ist  die  letztere  empirisch  gegeben,  so  wird  man,  da 
durch  die  zweimalige  Differentiation  die  Abweichungen  von  der 
Wirklichkeit  bedeutend  verstärkt  werden,  aus  (15)  und  (18)  kaum 
exakte  Folgerungen  für  die  Veränderlichkeit  von  Cp  und  Cv  er- 
warten dürfen. 

So  ergibt  sich  für  Wasserdampf  aas  der  Tumlirzschen  Gleichung 

p(v  +  v,)=RT 

R 
P 


ldp\   __      R  Idv]    _ 
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mithin  aus  (15)  und  (18) 

Cv=c,+f,{T\    c,  =  c, +/,  (n 
worin  /^  und  /,  zanächst  willkürliche  Temperaturfanktionen  bedeuten. 
Nimmt  man  noch  die  Gl.  (11)  zu  Hilfe,  so  folgt 

B*  T 

Cp  Cv  ^=  A  —, ; r  =  ^  Ä  =:  Konst. 

i?(t;  +  Vo) 
wie  bei  vollkommenen  Gasen,  so  dafs  jedenfalls 

/.(r)=/,(2') 
sein  mufs.  Die  beiden  spezifischen  Wärmen  Cp  und  c«  für  Wasser- 
dampf  wären  demnach  reine  Temperaturfunktionen,  welche  sich  nur 
durch  eine  additive  Konstante  unterscheiden.  Nach  neueren  Ver- 
suchen, auf  die  wir  noch  zurückzukommen  haben,  wächst  dagegen 
Cp  auch  mit  dem  Drucke,  so  dafs  die  Zustandsgieichung  von  Tumlirz 
jedenfalls  für  derartige  Schlufsf olger ungen  nicht  genau  genug  ist. 

Die  Wärmezufuhr  bei  isothermischer  Expansion   würde   sich  für 
Wasserdampf  nach  (12a)  zu 

dQ^=  A  — i dv  =  Ap  dv 

V  +  Vo 

also  der  Arbeit  selbst,  wie  bei  vollkommenen  Gasen  äquivalent  ergeben. 
Der  Verlauf  der  Adiabate  ist  schliefslich  nach  (12)  mit  dQ  =  0  durch 
die  Differentialgleichung 

dv     _  _    c^   ^  ^  _  _       gr       dT 
v  +  Vq~       Ab    T  ~       Cp  —  Cv     T 
bestimmt,  worin  das  zweite  Glied  nach   den  obigen  Darlegungen   nur 
mehr  Temperaturfunktionen  enthält.   Nun  folgt  aber  aus  der  Zustands- 
gieichung p  (v  +  Vq)=RT 

dv  dp  _dT 

v  +  ^o"^  P   ~  T' 
so  dafs  wir  für  die  Differentialgleichung  der  Adiabate   auch  schreiben 
dürfen 

dp  _c^  +  AR  dT  _     Cp      dT 

~p"~'  Ä^  Y~~Cp  —  Cr~Y 

oder  auch 

dp      Cp     dv     ^Q 

p  ""cr  V+Vo 
eine  Formel,  die  wir  auch  direkt  aus  (4)  hätten  ableiten  können.  Über 
den  endlichen  Verlauf  dieser  Kurve  läfst  sich  dagegen  nicht  eher 
etwas  aussagen  als  bis  die  Veränderlichkeit  der  spezifischen  Wärmen 
Cp  und  Cv  bzw.  deren  Verhältnis  gegeben  ist.  Damit  aber  ist  die  Not- 
wendigkeit direkter  experimenteller  Bestimmungen  dieser  wichtigen 
Gröfsen  schlagend  erwiesen. 
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Wir  wollen  nunmehr  die  oben  erhaltenen  allgemeinen  Be- 
ziehungen auf  den  im  letzten  Paragraphen  behandelten  Fall  des 
Durchströmens  anwenden  und  versuchen,  die  Thomson- 
JoulescheAbkühlung  zu  berechnen.  Findet  während  dieses 
adiabatisehen  Vorgangs  keine  Arbeitsabgabe  nach  aufsen  statt, 
so  gilt  hierfür  (siehe  Gl.  (2)  des  §  24) 

dV-{-d  (pv)  =••  0, 
oder  mit  Gl.  (10) 

CvdT+ÄT  (^]    dv-{-A vdp  =  0. 
Hierin  setzen  wir} 

und  erhalten 

oder  wegen  (11)  und  (5) 
bzw. 

^i=-i-(a-«} <-) 

Der  Differentialquotient  dT :  dp  ist  hierin  schon  die  ge- 
suchte relative  Abkühlung,  welche  für  vollkommene  Gase  mit 
dem  Klammerausdruck  der  rechten  Seite  verschwindet.  Differen- 
zieren wir  die  Gl.  (19)  beidseitig  nach  T,  so  folgt 

öfy'^d^)  =  "^^  (w^p 

oder  auch  wegen  (18) 

Ä(^i)+(4r),=o  •■■<») 

Diese  Gleichung  aber  hätten  wir  schon  im  vorigen  Para- 
graphen auf  ganz  anderem  Wege  abgeleitet  und  nach  Einsetzen 
des  Wertes 

dp    -  T^      ••••••••    ^^^' 

integriert,  woraus  eich  dort  die  B'ormel  (6)  bzw.  (6  a)  für  Cp  nämlich 
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Cp  = r  =  Co     1  -  -j^  .     .     (22) 

(T3— 3ajp)*  V  ^     /  . 

ergab.    Mit  derselben  ist  man  aber  auch  imstande,  die  Zustands- 
gieichung selbst  aus  (19)  zu  berechnen.    Mit  der  Identität 


^(E-=''^(t) 


geht  diese  Gleichung  über  in 


b    lv\  dT 

^^ötUJ  ='^di ^^^^)' 

oder 

_b_  / V \ cp     dT 

bT  [t)  '~  AT^  dp 
Durch  Integration  nach   T  wird   hieraus,    unter  /  {p),   eine 
reine  Druckfunktion  verstanden 

Da  nun  für  vollkommene  Gase  dT  \  dp  =  0  und  pv  =BT 

B 

ist,  so  folgt  für  die  noch  unbekannte  Druckfunktion  f(p)  =  — 

und    damit   für   die    Zustandsgieichung   eines   unvollkommenen 
Gases 

JL_^  .  ir^^^2^  (23) 

T    -  p   +  AJT^    dp"^^      ....     {^6) 

Setzen  wir  nunmehr  die  für  Luft  angenähert  gültigen  Be- 
ziehungen (21)  und  (22)  ein,  so  wird  in  (23) 

fcp    ^T  ,^  f  'dT  C         dT 

J  T^    dp  J  2^2  (T'^  _  3  ap)i  J  n 


oder 


Die  Integrationskonstante  bestimmt  sich  hierin  durch  die 
Bedingung,  .daTs  das  Integral  selbst  f ür  a  =  0  verschwinden  mufs, 
zu  C  =  —  1  und  damit  geht  (23)  für  Luft  über  in  die  von 
Planck  zuerst  abgeleitete  Formel 
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oder  auch 


J 


PV  =  BT  +  ^t{(i-^J-i]      .    .    (23b) 

In  genügender  Entfernung  vom  kritischen  Zustande,  also 
für  kleine  Werte  von  p  bzw.  grofse  von  T  darf  man  nun  ange- 
nähert schreiben 

3ap\i  ap 

"  'WJ  ==  -^  "■  r»     ^  ^ 

und  folglich  für  (23b) 

PV  =  BT-^^^, (25). 

eine  von  Thomson  und  Joule  aus  der  Abkühlungsgleichung 

(21)  unter  der  Annahme  nur  kleiner  Veränderungen  von  Cp  auf- 
gestellte Zustandsgieichung.  Die  derselben  entsprechende  Formel 
für  Cp    gaben  Thomson  und  Joule  nicht  weiter  an,  sie  folgt  aus 

(22)  mit  der  für  (25)  mafsgebenden  Vereinfachung  (24)  zu 

1  +  ^^)        (22a). 

während  c„    dann    aus  (11)    zu  berechnen  ist,    nachdem  die  in 

dieser  Gleichung   auftretenden   partiellen  Differentialquotienten 

aus  der  Zustandsgieichung  (25)  abgeleitet  sind.  Schreiben  wir 
die  letztere 

p{vT2-\-  Ci)  =  ET3     mit     -|~-  =  Ci  .     .     (25a), 
so  folgt 

/bp\    _  SRT^  —  2pvT  __  3BT^  —  2pvT 
\bTJv~        fT2+Ci         ""  RT^  ^ 

3BT^  —  2pvT 


Cp  =  Co  ( 


(öTJp- 


pT^ 
mithin 

'hv\         (SBT^  —  2pvT)^ 


Nun  ist  aber  nach  (25a) 


vx'öTip''  BT^ 


3BT^  —  2pvT^^{BT^-\-2  Cip\ 
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also 

(bp\    (bv\    _  {BT^  +  2Cip)^  _  1? ('i  4.  2 CijY 
^  \hTU\bTJp~  RT^  ~-^V'^  BT^j 

oder  mit  Vernachlässigung  des  Quadrates  des  zweiten  Gliedes 
analog  (24) 

^{Al  \bT)p  =  ^y-  +  wß)  =  -^  (^  +  3  2I  i 

Eingesetzt  in  Gl.  (11)  gibt  dies  schlielslich 

c,-c,  =  Ar{i-\-^^^^     ....    (26) 

zur  Berechnung  von  Cv  mit  Hilfe  von  Cp  aus  (22a). 

Führen  wir  in  die  obige  GL  (23b)  für  Luft  anter  Atmosphären- 
druck jp  =  10333  kg/qm  und  0»C,  also  r=273  die  Beziehung  pt; 
=  29,269  T  ein,  so  folgt  zunächst  mit  dem  im  vorigen  Paragraphen 
ermittelten  Werte  von  «  =  2,  sowie  mit  Co  =  0,237, 

Ä  =  29,3  und  ^  =  33,4 

und  wir  dürfen,   wenn   der  Druck  in  kg/qm  gemessen  wird,   die  Zu- 

standsgleichung  der  Luft  auch  schreiben 

1 

pv  =  29,3  r+  33,4  T  |(l_6  1^)'-  l} 

Für  den  kritischen  Punkt  verschwindet,  wie  wir  schon  im  letzten 

Paragraphen  sahen,  der  Ausdruck  1  —  3  «  ^  und  die  vorstehende  Zu- 

standsgleichung  gibt  dann  einen  negativen,  also  unmöglichen  Wert 
für  pv.  Daraus  geht  hervor,  dafs  sie  nur  in  gröfserem  Abstände  vom 
kritischen  Zustande  brauchbar  ist,  wo  wir  sie  dann  auch  durch  die 
einfachere  Formel  (25) 

pt;  =  29,3T~66,7-|^ 
ersetzen  können.    Ganz  entsprechend  folgt  auch  für  Luft 

Cp  =  0,237(l+4^) 

c, -C  =  0,0693  (l  +9,1  -^-j 
oder  auch 

c„  =  0,168(l  +  l,9-|5-l 
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woraus  hervorgeht,  dafs  die  spezifische  Wärme  c«  der  Luft  in  viel 
geringerem  Mafse  mit  dem  Drucke  und  der  Temperatur  veränderlich 
ist,  als  die  GrOfse  Cp.    Das  Verhältnis  beider  ergibt  sich  somit  zu 


'=l=i'*i( 


1  +  2,1  ^ 


0« 

+  1000 

273  <> 

373« 

0,2375 

0,2372 

0,1682 

0,1680 

0,2437 

0,2388 

0,1698 

0,1684 

mit  ungefähr  derselben  Veränderlichkeit  wie  Cv.  Beispielsweise  erhält 
man  aus  unseren  Formeln  für 

T  =  —100° 
entsprechend  T  =       173® 

und  p  =  10000  kg/qm     c,  =    0,2388 

Co  =  0,1684 
bei  p  =  100000  kg/qm     Cp  =    0,2553 

Co  =    0,1726 

Mit  Hilfe  der  Zustandsgieichung  (25)  bzw.  (25a)  können  wir 
aber  auch  noch  die  Arbeit  und  Wärmezufuhr  auf  der  Iso- 
therme der  Luft  berechnen.  Die  Arbeit  ergibt  sich  zu- 
nächst aus 

dL  =pdv 

oder  da  nach  (25a)  allgemein 

(B        2Ci\   ^^       ^r^dp 

ist,  so  folgt  für  dT  =  0 

dv  =  -^BT^    und    dL  =  —  RT^    .     .     .     (28) 

ganz  wie  bei  vollkommenen  Gasen,  sowie  entsprechend  der  im 
letzten  Paragraphen  der  Formel  (16)  zugrunde  liegenden  An- 
nahme. Die  Wärmezufuhr  dagegen  berechnet  sich  aus  (12a) 
mit  (28)  und 

zu 

äQ  =  -ART[l  +  '-^4-,)^.     .    '.     .     (29) 

oder  integriert  von  einem  Anfangsdruck  pq  ab 
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Setzen  wir  hierin  wieder  den  Wert  von  C^  nach  (25  a)  ein, 
flo  folgt 

-P 


Q=^ABT\g^^  +  \ac,^' 


ys 


(30), 


worin  die  erste  Form  das  Äquivalent  der  Arbeit  darstellt,  während 
die  zweite  durch  die  Thomson-Joulesche  Abkühlung  unmittelbar 
bedingt  ist.i)  Man  erkennt  aus  (30),  dafs  wie  bei  vollkommenen 
Gasen  auch  hier  bei  der  Expansion  eine  Wärmezufuhr  und  bei 
der  Kompression  eine  Wärmeentziehung  sich  ergibt. 

Schlielslich  sei  noch  darauf  hingewiesen,  dals  es  mit  den 
obigen  Beziehungen  keine  Schwierigkeit  bietet,  aus  (4)  die  Dif- 
ferentialgleichung der  Adiabate  für  die  Luft  als  unvollkommenes 
Gas  zu  entwickeln,  deren  Integration  allerdings  nur  näherungs- 
weise durchführbar  ist. 


kf 


*)  Die  Gl.  (30)  kann  man  unter  Zuhilfenahme  der  Zustands- 
gieichung (25)  und  der  Thomson  -  Jouleschen  Abkühlung  (21)  auch 
direkt  aus  dem  in  Fig.  91  dargestellten  Eie- 
rn entarkreisprozefs  ableiten,  der  zwischen  zwei 
benachbarten  Kurven  konstanten  Druckes 
mnd  einem  Isothermen  demente  verläuft  und 
dessen  Arbeltsbetrag  durch  v  dp  gegeben  ist. 
Läfst  man  die  hierdurch  um  dp  komprimierte 
Luft  durch  ein  Drosselventil  wieder  zurück- 
strömen, so    erniedrigt  sich  ihre  Temperatur 

um  dT=  " 


M^^mm-^ 


Fig.  91. 


■  rp^  dp,    SO   dafs   man  ihr,   um  sie 

wieder  auf  T  zu  erwärmen,  die  Wärme  c^^dT 
zuführen  mufs.  Bedeutet  dann  d  Q  die  Wärmezufuhr  während  der  iso- 
thermischen Kompression,  so  gilt  für  den  Gesamtprozefs 

Ävdp  +  CodT+dQ=^0 
oder 

dQ=^Ad(pv)  +  Apdv-'CodT, 

Hierin    ist   wegen    der    isothermischen    Zustandsänderung    siehe 
Ol.  (25)  und  (27) 

und  schliefslich  das  letzte  Glied 

CodT=  «Co 


dp 


durch  deren  Einführung  und  Integration   man   wieder  Gl.  (30)   erhält. 
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§  26.    Die  Zustandsgleichungen  Yon  Yan  der  Waals  und 

Clausius. 

Zerlegung  des  Clausiusschen  Virials  für  Moleküle  und  Atome.  Mole- 
kulares Volumen  und  molekularer  Druck.  Die  Zustandsgieichung.  Sata 
von  Maxwell  über  den  Verlauf  der  idealen  Isotherme  im  Sättignngs- 
gebiet.  Berechnung  der  Verdampfungswärme,  der  Energie  und  Entropie. 

Die  im  letzten  Paragraphen  versuchte  Ableitung  der  Zu- 
standsgleichung  überhitzter  Dämpfe  oder  unvollkommener  Gase 
gründete  sich  auf  die  Temperaturänderung  bei  der  Abdrosselung 
des  Druckes,  welche  bei  vollkommenen  Gasen  nicht  auftreten 
konnte.  Es  liegt  nun  auf  der  Hand,  dafs  diese  Erscheinung 
allein  das  Verhalten  der  in  Frage  stehenden  Körper  um  so 
weniger  nach  allen  Richtungen  zu  bestimmen  vermag,  als  der 
gesetzmäfsige  Verlauf  nur  für  wenige  Stoffe  und  zwar  innerhalb 
enger  ßeobachtungsgrenzen  festgelegt  ist.  Daher  kam  es  auch, 
dafs  die  aus  ihr  entwickelte  Zustandsgieichung  wiederum  nur 
eine  beschränkte  Gültigkeit  besitzt  und  jedenfalls  nur  als  erste 
Annäherung  für  solche  Körper  angenommen  werden  konnte,  an 
welchen  die  Thomson-Joulesche  Abkühlung  wirklich  zutage  ge- 
treten ist.  Der  holländische  Physiker  Van  der  Waals  hat 
nun  (1873)  gezeigt,  dafs  man  eine  Zustandsgieichung,  welche 
allgemeiner  ist  als  das  Gasgesetz,  aus  denselben  molekular-theo- 
retischen Betrachtungen,  welche  diesem  zugrunde  lagen,  ableiten 
kann  und  zwar  unter  Berücksichtigung  der  zwischen  den  Mole- 
külen wirksamen  Kräfte  und  des  von  den  Molekülen  selbst  ein- 
genommenen Raumes.  Zu  diesem  Zwecke  greifen  wir  wieder 
auf  die  in  §  2  abgeleitete  Gleichung  (3)  für  das  Virial  eines  im 
scheinbaren  Ruhezustande  befindlichen  Systems  von  Molekülen 
zurück  und  schreiben  sie  in  der  Form 

]^2m[w^]=-^^(Xx+Yi,+Zz)    .    .    .    (1). 

worin  auf  der  linken  Seite  [w]  die  mittlere  Geschwindigkeit  eine» 
Massenpunktes  m  mit  den  Koordinaten  Xy  y,  z  bedeutet,  auf  den 
die  Kräfte  X,  Y,  Z  in  den  Achsenrichtungen  wirken.  Bestehen 
die  Moleküle  des  Körpers  aus  einzelnen  Atomen,  so  beziehen 
sich  alle  diese  Gröfsen  auf  die  letzteren,  so  dafs  wir  auch  daa 
System  der  Moleküle  von  demjenigen  der  Atome  in  den  Mole- 
külen  trennen    können,    indem   wir  die  absoluten  Koordinaten 
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X,  y,  z  der  Atome  zerlegen  in  diejenigen  a?',  y',  z^  der  Molekül- 
schwerpunkte und  a?",  y",  2;"  der  Atome  im  Moleküle.  Verfahren 
wir  dann  ebenso  mit  der  Geschwindigkeit,  welche  in  die  Mole- 
kulargeschwindigkeit w^  und  die  relative  Atomgeschwindigkeit  u;'' 
gegen  den  Molekülschwerpunkt  zerlegt  wird,  so  dürfen  wir  an 
Stelle  von  (1)  auch  schreiben 

Hierin  berechnet  sich  der  auf  die  Moleküle  bezügliche  Be- 
standteil des  Virials  auf  der  rechten  Seite  in  derselben  Weise 
wie  in  §  2,  wenn  wir  nur  noch  den  äufseren  Druck  p  um  den 
Betrag  ^'  vermehren,  welcher  der  gegenseitigen  Anziehung  der 
Moleküle  entspricht,  zu 

-\:^\Xx'^Yv'JrZz')=\{-e^P')y,      ■     ■    (2) 

unter  V  das  Gesamtvolumen  des  Systems  verstanden.  Dadurch 
geht  (la)  über  in 


1  V^[^/2]_|_l  V^[l^//2]  = 


^:S{Xx"+Yy"  +  Zz'') 


(3), 


worin  sich  der  noch  übrig  bleibende  Teil  des  Virials  auf  der 
rechten  Seite  ledigüch  auf  die  innerhalb  der  Moleküle  wirken- 
den Kräfte  zwischen  den  Atomen  bezieht.  Beachten  wir  nun- 
mehr, dafs  auch  das  System  der  Atome  in  den  Molekül- 
verbänden sich  ebenso  im  scheinbaren  Gleichgewichte  befindet, 
wie  das  System  der  Moleküle,  während  ihm  aber  nur  der  im 
Vergleich  zu  V  sehr  kleine  Raum  V  zur  Verfügung  steht,  auf 
dem  naturgemäfs  der  äufsere  Drucke  -f-^'  lastet,  so  haben  wir  für 
das  Gleichgewicht  der  Atome  im  Molekülverbande  die  Gleichung 

i-  Im  [w'^^  =  I  (p  +p')  F  -  ^  I{Xx"  +  Yy''  +  Zz^     (4), 

nach  deren  Subtraktion  von  (3) 

^Im[w"^]  =  l(p+p'){V^r)      ....     (5) 

übrig  bleibt.  Für  vollkommene  Gase  geht  diese  Formel  unter 
Vernachlässigung  des   von  der  gegenseitigen  Wirkung  der  Mole- 
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küle  aufeinander  herrührenden  Druckes  p'  sowie  des  Volumen  7' 
über  in 

l2m[w'^]  =  lpV=^lGpv      ....     (5a), 

unter  G  das  in  dem  Volumen  V  enthaltene  Gewicht  verstanden. 
Vergleicht  man  dies  Ergebnis  mit  dem  Gasgesetz 

pv=  ET, 
so  folgt  die  absolute  Temperatur 

^  ~   saR  ' 

d.  h.  die  absolute  Temperatur  eine?  Gases  ist  ledig- 
lich der  fortschreitenden  kinetischen  Molekular- 
energie proportional  und  unabhängig  von  dem  auf 
dieBewegung  innerhalb  der  Moleküle  entfallenden 
Energiebetrage.  Überträgt  man  diesen  Satz  auf  unseren  all- 
gemeineren Fall,  wofür  sich  allerdings  ein  strenger  Beweis  bisher 
nicht  erbringen  liels,  so  schreibt  sich  die  Formel  (5)  unter 
gleichzeitiger  Einführung  eines  spezifischen  Molekularvolimiens 
^  durch  Gb=V' 

BT={p+p')  {v-^b) (6) 

Dies  ist  schon  die  von  Hirn  und  Van  der  Waals  ge- 
gebene Gleichung,  welche  nach  ihrem  Urheber  auch  die  tropf- 
baren Flüssigkeiten  umfassen  soll,  da  in  denselben  ebenso  wie 
in  Gasen  und  Dämpfen,  abgesehen  vom  Gewichtsunterschiede, 
überall  derselbe  Druck  p  herrscht,  eine  Bedingung,  welche  unserer 
Umformung  des  Ausdruckes  für  das  Virial  zugrunde  lag.  Bei 
tropfbaren  Flüssigkeiten  ist  der  Volumen  b  jedenfalls  schon  von 
derselben  Gröfsenordnung  wie  v,  während  der  sog.  molekulare 
Drucke?',  welcher  eng  mit  das  Oberflächenspannung  zusammen- 
hängt, meist  viel  gröfser  als  p  ausfällt.  Um  über  die  Abhängig- 
keit der  Gröfse  p'  von  deii  anderen  Variabelen  Aufschlufs  zu 
erhalten,  schreiben  wir  Gl.  (6)  in  der  Form 

welche  für  grofse  spezifische  Volumina  v  sich  der  idealen  Gas- 
gleichung nähert,  wenn  p'  rascher  abnimmt  als  v  wächst.  In 
der  einfachsten  Weise  wird  dieser  Bedingung  durch 
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^'  =  (^ ^^> 

genügt,  worin  a  und  i  neue  Konstante  bedeuten.  VanderWaals 
setzt  sogar  mit  t  =  0  noch  kürzer 

P'  =  ^ (7a) 

und  versucht,  diese  Formel  dadurch  plausibel  zu  machen,  dafs 
er  den  molekularen  Druck  analog  der  Gravitation  dem  Produkte 
der  in  den  Volum  einheiten  enthaltenen  Massen  direkt  propor- 
tional annimmt,  ohne  dafs  ihm  jedoch  hierfür  ein  strenger  Be- 
weis gelingt.  Mit  (7)  erhalten  wir  nunmehr  an  Stelle  von  (6) 
die  Zustandsgieichung 

^T=(p  +  (^^(—^)      ■     ■     ■     ■       (8) 
und  mit  (7a)  die  einfachere  van  der  Waalssche  Form 

RT={p+^)  (v-b) (8a) 

Die  letztere  eignet  sich  besonders  zum  Vergleiche  mit  den 
uns  schon  bekannten  Formeln,  z.  B.  derjenigen  für  Wasser- 
dampf von  Tumlirz,  welche  lautete 

BT=p  (v  +  vo). 

Ziehen  wir  dieselbe  von  (8a)   ab,  so   wird   unter  gleichzei- 

ab 
tiger  Vernachlässigung  des  Produktes  —j 

a=pv(b  +  vo) 
oder,  indem  wir  in  erster  Annäherung  wieder  pv  =  ET  setzen 

a==B{b+Vo)T (9> 

Anderseits  hatten  wir  für  atmosphärische  Luft  im  vorigen 
Paragraphen  die  Näherungsformel  (25) 

gefunden,   welche   mit  (8  a)   wieder  unter  Vernachlässigung  von. 

ab 

i;^  ergibt 

CirL== pb 
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bzw.  nach  Elimination  von  v  durch  pv  =  BT 

a^B^-l^ (10) 

Aus  diesen  beiden  natürlich  ebenfalls  nur  beschränkt  gül- 
tigen Beziehungen  (9)  und  (10)  geht  jedenfalls  hervor,  dafs  die 
Gröfse  a  selbst  im  allgemeinen  keine  Konstante,  sondern  eine 
Temperaturfunktion  ist,  was  zuerst  Clausius  erkannt  zu 
haben  scheint.  Der  Umstand,  dafs  wir  für  diese  Funktion  zwei 
verschiedene,  schwer  zu  vereinigende  Ausdrücke  erhielten,  er- 
klärt sich  lediglich  aus  der  nur  angenäherten  Gültigkeit  der 
empirischen  Zustandsgieichungen,  welche  damit  das  Verhalten 
der  Körper  nicht  vollkommen  erschöpfend  wiedergeben.  Wir 
müssen  uns  demnach  die  Bestimmung  dieser  Temperaturfunk- 
tion für  jeden  einzelnen  Körper  vorbehalten  und  begnügen  uns 
zunächst  mit  der  von  Clausius  angegebenen  Form  der  Zustands- 
gieichung 


oder 


«'■=(.+f$^)(«-») 


.RT         a,f{T) 

welche  nüt  /  (T)  =  1  und  i  =  0  in  (8a)  übergeht.  Bei  der  vor- 
läufigen Unbestimmtheit  der  Funktion /(T)  hat  es  den  Anschein, 
als  ob  die  so  gewonnene  Zustandsgieichung  überhaupt  gegen- 
über den  uns  schon  bekannten  empirischen  Formeln  keinen 
Fortschritt  bedeutet  und  in  der  Tat  haben  die  Techniker  bisher 
nur  selten  von  den  Gl.  (11)  bzw.  (8)  oder  (8a)  Gebrauch  ge- 
macht. Indessen  erlauben  dieselben  einige  so  wichtige  und  all- 
gemeine Schlulsfolgerungen  auf  das  wirkliche  Verhalten  des  in 
Frage  stehenden  Körpers,  dafs  wir  sie  auch  in  einem  Lehrbuche 
der  technischen  Physik  nicht  übergehen  durften.  Zunächst  er- 
kennt man,  dafs  auf  den  Isothermen  nach  Gl.  (11)  für  v  =  od, 
p  =  0  wird,  d.  h.  dafs  sie  der  Volumenachse  asymptotisch  sich 
nähern.  Anderseits  darf  aber  auch  p  niemals  negativ  werden, 
d.  h.  es  kann  das  Volumen  nicht  kleiner  als  v  =^h  werden, 
wofür  p  =z  OD  ist.  Somit  haben  die  Isothermen  noch  eine  zweite 
Asymptote  v  ^=  b  parallel  der  Druckachse  im  pv  Diagramm.  Da 
schliefslich  die  Isothermen  für  das  Volumen  vom  dritten  Grade 

Lorenz,  Techn.  Wärmelehre.  20 


Flg.  92. 
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sind,  so  wird  jede  Isobare  sie  in  drei  Punkten  schneiden,  wie 
aus  Fig.  92  hervorgeht,  welche  den  Verlauf  der  von  Andrews, 

Amagat  und  anderen  For- 
schern empirisch  ermittelten 
Isothermen  wenigstens  aufser- 
halb  des  Sättigungsgebietes 
befriedigend  wiedergibt.  Inner- 
halb desselben  ergibt  unsere 
Formel  eine  doppelte  Umkehr 
des  Verlaufes  der  Isothermen, 
während  in  Wirklichkeit  dort 
der  Druck  konstant  bleibt. 
Dieser  Widerspruch  erklärt 
sich  ohne  weiteres  dadurch, 
dafs  unsere  Zustandsgieichung 
nur  für  homogene  Körper 
gilt,  deren  stetigen  Über- 
gang aus  dem  flüssigen  und  dem  dampfförmigen  Zustand  der 
theoretische  Verlauf  andeutet,  während  der  wirkliche  Verlauf 
der  gleichzeitigen  Existens  von  Flüssigkeit  und  Dampf  entspricht. 
Sollen  die  beiden  Vorgänge  einander  gleichwertig  sein,  so  mufs, 
worauf  Maxwell  zuerst  aufmerksam  machte,  einerseits  die 
von  der  theoretischen  Isotherme  und  der  Isobare 
p=Konst.  innerhalb  des  Sätttigungsgebietes  ein- 
geschlossene Fläche,  welche  die  Differenz  der  auf 
beiden  Wegen  geleisteten  Arbeit  darstellt,  ver- 
schwinden, und  anderseits  müssen  auch  die  für 
beide  Wege  nötigen  Wärmezufuhren,  von  denen  die 
eine  mit  der  Verdampfungswärme  r  identisch  ist, 
übereinstimmen. 

Diese  Sätze  können  wir  nun  zur  Bestimmung  der  Funk- 
tion f{T)  sowie  der  Verdampfungswärme  benutzen,  und  führen 
zu  diesem  Zwecke  die  der  Temperatur  T  entsprechenden  spezi- 
fischen Volumina  v'  und  v"  der  siedenden  Flüssigkeit  und  des 
trockenen  Dampfes  ein,  mit  denen  die  Isotherme  in  das  Sätti- 
gungsgebiet'eintritt.    Alsdann  folgt  aus  dem  ersten  Satze 


p{v''  —  v')  =^pdv, 
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worin  das  Integral  der  rechten  Seite  sich  über  den  theoretischen 
Verlauf  erstreckt.  Unter  Einführung  von  p  aus  der  Zustands- 
gieichung (11)  erhalten  wir 

v"  v" 

v'  v' 

oder 

p(v"-v')  =  iZrign^  -  Oo/CT)  (,,.|' ~;'^,^    (12) 

Die  in  dieser  Formel  stehenden  Volumina  v'  und  v"  ent- 
nehmen  wir   als   kleinste   und  gröfste   Wurzeln   der  Gleichung 

womit  aus  (12)  der  Druck  p  im  Sättigungsgebiete  in  Überein- 
stimmung mit  der  Erfahrung  sich  als  reine  Temperaturfunktion 
ergibt.  Kennt  man  umgekehrt  diese  Funktion,  etwa  aus  dem 
Verlauf  der  empirischen  Dampfspannungskurve  so  ist  auch  /  (T) 
hierdurch  bestimmt.  Mit  Hilfe  der  Dampftabelle  kann  man 
übrigens  noch  einfacher  den  Wert  von  f{T)  für  jede  Temperatur 
am  bequemstem  mit  Hilfe  der  zweiten  Gl.  (13)  ermitteln  und 
graphisch  auftragen. 

Für  die  Berechnung  der  Verdampfungswärmer  greifen 
wir  auf  die  Gl.  (12a)  des  letzten  Paragraphen  zurück,  welche 
uns  die  Wärmezufuhr  bei  isothermischer  Zustandsänderung 
liefert.     Wir  erhalten  so 


Nun  ist  aber  nach  unserer  Gl.  (11) 

(bp\  R     _       üQ       dfjT) 

\bT)v'~  v  —  b       (v-f  1)2     dT 
mithin 

V" 


(IIa), 


Jv-^b  °        dT    J{v  +  t 


1)2 
V'  V' 

oder 

v^'  —  b  dflT)         v"  —  v' 

r  =  ABT\gn- t—AüoT^^  ,,,,.,,,,.,      (15) 

^    v'  —  b  "        dT     {v"-\-i){v'-^i)      ^    ^ 

20* 
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Nach  Elimination  von  v'  und  v"  aus  13;  erscheint  auch  r 
ato  reine  Temperatnrfunktion,  welche  für  v'  =v*\  also  im  kiiü- 
sehen  Punkte  verschwindet.  Aus  (15;  und  12)  ergibt  sich  natäilich 
sofort  die  innere  latente  Wärme  o^r — Ap(v" — t;'}  zu 

P  =  -^«op|^^^q:^{r^-/.T)|      .    (16) 

Setzen  wir  den  Ausdruck  schlielslich  in  die  Clapeyronsche 
Gleichung 

r^ÄT(v''-v')^ 

ein,  so  erhalten  wir  für  den  Differentialquotienten  der 
Dampfspannungskurve 

'4=^fe)/' ("). 

v' 

welcher  demnach  nichts  anderes  als  den  Mittelwert  von 
v^mj  auf  der  Isotherme  innerhalb  des  Sättigungsgebietes  dar- 
stellt. Im  kritischen  Punkt  wird  v"  =  v'  =  Vk  und  daher  nimmt 
dort  (17)  den  Grenzwert 

|-t=rrl- <-) 

an,  während  darüber  hinaus  (17)  seinen  Sinn  verliert. 

Um  nun  die  Konstanten  unserer  Zustandsgieichung  zu  be- 
stimmen, kehren  wir  noch  einmal  zur  Fig.  92  zurück  und  er- 
innern uns,  dafs  im  kritischen  Punkte  die  Isotherme  parallel 
der  Volumenachse  das  Grenzgebiet  berührt.  Daher  muls  dort 
der  DifEerentialquotient 

(bp\  ET  2aof(T) 

[bv/T'^       (v  —  bf^   (i;  +  t)8       •     •     •     •     ^aö; 

verschwinden.  Aufserdem  aber  verschwinden  dort  die  beiden 
entgegengesetzten  Bogen  der  theoretischen  Isotherme  im  Sätti- 
gungsgebiet, d.  h.  die  Isotherme  wechselt  im  kritischen  Punkte 
ihre  Krümmung,  so  dals  auch 

Ö2^\  _         2RT        6aof{T) 

b  i;2  /  t"  ^  {v  —  hf        (v  +  i)4     *     •     •     ■     ^  ^ 
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verschwindet.  Bezeichnen  wir  die  kritische  Temperatur  mit  Tk  und 
das  kritische  Volumen  mit  Vk»  so  folgt  aus  diesen  Bemerkungen 

^^Ih 2ao/(r.) 

(vt  —  bf  -  (t)*  +  1)3       ^'^"^ 


oder  nach  Divison 
bzw. 


{vk  —  bf       {vk  —  i)4 
2(vk+  i)  ='3{vk—  h\ 


\{vk-3h)        ......     (20) 


Die  Clausiussche  Konstante  t  ist  demnach  nichts 
anderes  als  die  halbe  Differenz  des  kritischen  und 
des  dreifachen  Molekularvolumens,  während  nach 
Van  der  Waals  mit  i  =  0  auch  v*  =  36  sein  müTste,  was 
durch  die  Erfahrung  nicht  bestätigt  wird.  Da  das  Volumen  6 
sehr  nahe  mit  dem  Flüssigkeitsvolumen  bei  niederer  Temperatur 
übereinstimmen  mufs,  so  läfst  sich  bei  bekanntem  Vk  die  Gröfse  i 
leicht  aus  (20)  bestimmen. 

Setzen  wir  nunmehr  in  der  Zustandsgieichung  (11)  der  Kürze 
halber 

SO  können  wir  dieselbe  auch  schreiben 

„3_„.(,+  ^)+««^_?o^Ä  =  0     .     (22) 

Die  drei  Wurzeln  dieser  Gleichung  für  T  ==  Konst.  müssen 
nun  im  kritischen  Punkte  zusammenfallen,  wie  ein  Blick  auf 
die  Fig.  92  lehrt.  Bezeichnen  wir  demnach  die  diesem  Punkte 
entsprechenden  Werte  mit  Uk,  Tk,  Pk,  so  wird  die  Gleichung 

\  '  Pfc       /  '  Pk  Pk 

identisch  mit 

(w  —  UkY  ==  W'^  —  du^Uk-{-Suuj?-^Uk^  =  0. 
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Dies  ist  aber  nur  möglich,  wenn  die  Koeffizienten  der 
gleichen  Potenzen  von  u  in  beiden  Formeln  übereinstimmen^ 
oder  wenn 

RTk 


3t*fc2  = 


wird.     Daraus  folgt  sofort 


Pk 

OofiTk) 

n 

aof{Tk) 
Pk 


(23) 


Durch  Einführung  der  beiden  ersten  dieser  Beziehungen  in 
die  Gleichungen  (18a)  und  (19a)  werden  auch  diese  identisch 
erfüllt,  womit  nur  ausgedrückt  ist,  dafs  das  Zusammenfallen  der 
drei  Wurzeln  von  (22)  im  kritischen  Punkte  eine  der  Volumen- 
achse parallele  Tangente  und  einen  Wendepunkt  der  Isotherme 
dort  bedingt.  Die  in  den  kritischen  Daten  ausgedrückten  Koef- 
fizienten (24)  der  Zustandsgieichung  setzen  wir  schliefslich  rück- 
wärts in  (22)  ein  und  erhalten  nach  Division  mit  Uk^ 

Uk)        'dW)   V^^  TkpJ'^'^Ukp  fiTk)-     pfiTk)"^ 

Diese  Gleichung  wird,  ohne  an  ihrer  Allgemeingültigkeit  zu 
verlieren,  noch  übersichtlicher,  wenn  wir 

f{j]  an  Stelle  von /(T) 

setzen,  wobei  nur  für  den  kritischen  Punkt  /(l)  =  1  sein  muls. 
Alsdann  schreibt  sie  sich 

In  dieser  Form  treten,  wenn  /  ("m  )  eine  allgemeine  Funk- 
tion darstellt,  keine  Körperkonstanten  mehr  auf,  so  dafs  also 
das  Verhalten  eines  beliebigen  Stoffes  nur  noch  durch  seine 
kritischen  Daten  bestimmt  erscheint.    Was  schliefslich  die  Ge- 
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stalt  von  f  [-7p]  betrifft,   so   hat  sich   gezeigt,    daXs   den  Erfah- 
rungsdaten für  Kohlensäure  und  Wasserdampf  durch 

■^©-'■"^ (^) 

recht  gut  Genüge  geleistet  wird. 

T 
In  der  Nähe  des  kritischen  Punktes  ist  1  —j^  ein  kleiner 

Wert,  so  dafs  man  unter  Weglassung  der  höheren  Potenzen  des- 
selben nach  Entwicklung  von  /  \-rp-\  in  einer  Reihe  hierfür  auch 


setzen  darf.  In  der  Tat  fand  Mollier,  dafs  mit  dieser  Form 
die  Zustandsgieichung  für  Kohlensäuredämpfe  in  der  Nachbar- 
schaft des  kritischen  Punktes  die  Beobachtungen  von  Amagat 
ebenso  befriedigend  wiedergab,  wie  mit  (26).  Im  kritischen 
Punkte  selbst  ergeben  beide  Punktionen,  wie  oben  verlangt,  den 
Wert  1,  während  hierfür  in  beiden  Fällen 

wird.  Ob  die  Funktion  in  dieser  Einfachheit  der  Wirklichkeit 
auch  vollkommen  entspricht,  bleibt  inatürlich  bis  jetzt  ebenso 
dahingestellt,  wie  die  allgemeine  Gültigkeit  der  Gl.  (7),  wenn 
auch  die  gute  Übereinstimmung  mit  der  Erfahrung  die  letztere 
Annahme  zu  stützen  geeignet  ist.  Immerhin  wird  man  bei  der 
Anwendung  der  Clausius-Van  der  Waalsschen  Zustandsgieichung 
deren  empirischen  Charakter  insbesondere  für  thermische  Schlufs- 
folgerungen  im  Auge  behalten. 

Führt  man  übrigens  die  Konstanten  (23)  in  Gl.  (12)  ein,  so 
nimmt  auch  diese  mit  v"  -^  i  =  u',  v"  -\-  i  =  u"  die  homogene 
Form 

Uk 
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an,  worin  —  und  —  die  kleinste  und  gröfste  der  Wurzeln  von 

Gl.  (25)  darstellen.     Durch  Einführung  derselben  in   (27)  würde 

V  T 

man  schließlich  zu  einer  Gleichung  zwischen  —  und  -rp-  ge- 
langen, welche  nichts  anderes  als  das  Gesetz  der  Spannungs- 
kurve ist.  Dadurch  bestätigt  sich  die  von  uns  schon  im  §  19  be- 
sprochene Van  der  W aal s sehe  Annahme,  dafs  allen  Dämpfen 
ein  und  dasselbe  Gesetz  der  Spannungskurve,  bezogen  auf  die 
reduzierten  Drücke  und  Siedetemperaturen,  Zukommt. 

Wir  gehen  nun  zu  den  schon  erwähnten  thermischen  Fol- 
gerungen aus  der  Zustandsgieichung  über,  wofür  uns  die  For- 
meln des  vorigen  Paragraphen  die  Handhabe  bieten.  So  fanden 
wir  dort  für  die  Energie  die  Gl.  (9) 


welche  mit  unserer  Gl.  (IIa)  übergeht  in 

Daraus  aber  folgt,  unter  (p  eine  zunächst  willkürliche  reine 
Temperaturfunktion  verstanden 

^=^-(r^-/w}  +  'P(2')  +  Ci     .     .     (29) 
Nun  war  aber  anderseits 


Ä 
mithin 


Da  nun  für  vollkommene  Gase  Oq  =  0  und  Cv  =  Cvo  ^  Konst. 
ist,  so  ergibt  sich  die  einfachste  Form  der  Funktion  <p  aus 

cvo  =  ^^^—  oder  A(p{T)  =  c^qT -\- C^  .    .    (31), 

womit  (29)   unter  Zusammenziehung    der  beiden  Integrations- 
konstanten Ci  -\-  C2  =  äUo  übergeht  in 

Ä  {U-  U,)  =  ^^.  I  T  ^^  _/(T)  I  +  c«o r  .    (29a). 
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und  (30)  in 

'-=-'+ m^^'^-  ■  ■  ■  <»" 

Zur  Ermittlung  der  Entropie   bedienen   wir  uns  am  be- 
quemsten der  Gl.  (14)  des  vorigen  Paragraphen,  nämlich 

^A  -A  M 

welche  mit  unserer  Gl.  (IIa) 

hv)T~v  —  h        (v+i)2      dT         ■     ■     ■     ■     K<i^) 
und  nach  der  Integration  mit  einer  Temperaturfunktion  yj 

S  =  ABlgn(v-b)-^:^.^^-\-V,{T)  +  C,    .     (33) 
ergibt.     Da  nun  auch  nach  Gl.  (14)  des  vorigen  Paragraphen 

so  erhalten  wir  aus  (33) 

<'"  — v+t-'  "är2    '^  ^ '  dT   ■ 

Durch  Vergleich  mit  (30)  erkennt  man,  dals 

d,piT)  di//(20 

^    dT    ~^     dT  ' 
oder  wegen  (31) 

^-^  =  ^,V'(r)  =  c.olgnr+C,  .     .    .     (34) 

wird.    Damit  aber  schreibt  sich  (33)  unter  abermaliger  Zusammen- 
ziehung der  Integrationskonstanten  03  +  04  =  Sq 

S-So^ARlgn{v-b)  +  c,o\gnT-\-^.^  .    (33a) 

Für  auf  derselben  Isobare  liegenden  Punkte  der  Grenzkurve 
ergeben  sich  demnach  die  Ausdrücke 

S'-So  =  4J21gn(«'-6)  +  c.olgnT  +  ^.^^ 
S"-So  =  AB  Ign  {v"-b)  +  Co  Ign  T  +  :^.  ^^ 
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durch  deren  Subtraktion  unter  Beachtung  der  schon  früher 
abgeleiteten  Beziehung 

man  meder  auf  die  Formel  (15)  für  die  Verdampf ungs wärme 
gelangt.  Analog  führt  auch  die  Gl.  (29  a)  für  die  Energie  nach 
Einsetzen  von  v"  und  v',  sowie  unter  Benützung  der  in  der 
Theorie  nasser  Dämpfe  gewonnenen  Formel 

A{U"—Ü')  =  Q 
auf  die  Gl.  (16)  für  die  innere  latente  Wärme. 

§  21.    Das  Verhalten  der  Kohlensäure. 

Experimentelle   Resultate.     Zustandsgieichung    von    MoUier,    Dampf- 
spannungskurve,  Verdampfungswärme.     Spezifische  Wärme   der  flüs- 
sigen Kohlensäure.    Adiabate.    Tabelle  der  Kohlensäuredämpfe.    Ver- 
halten von  Cp  und  c«. 

Als  Beispiel  für  die  im  letzten  Paragraphen  entwickelten 
Formeln  möge  das  Verhalten  der  Kohlensäure  im  Sättigungs- 
und Überhitzungsgebiet  dienen.  An  diesem  Körper  entdeckte 
Andrews  (1871)  den  kritischen  Punkt,  und  seitdem  ist  die 
Kohlensäure  Gegenstand  zahlreicher  Experimentaluntersuchungen 
gewesen,  durch  welche  ihr  Verhalten  in  sehr  weiten  Druck-  und 
Temperaturgrenzen  vollständiger  klargestellt  würde,  als  dasjenige 
.irgend  eines  anderen  Stoffes.  Dazu  kommt,  dafs  die  Kohlen- 
säure in  den  noch  zu  behandelnden  Kaltdampfmaschinen  eine 
umfassende  technische  Verwendung  gefunden  hat,  für  die  ihr 
Verhalten  in  der  Nachbarschaft  des  kritischen  Zustands  nicht 
ohne  Bedeutung  ist. 

Bereits  früher  hatte  Regnault  die  Dampfspannungskurve 
der  Kohlensäure  versuchsmälsig  ermittelt,  und  zwar  von  — 30  ^ 
bis +  450,  wobei  er  seltsamerweise  trotz  der  von  ihm  bemerkten 
Unsicherheit  der  Werte  über  -f-SO^  den  kritischen  Zustand  nicht 
erkannte.  1)  Unterhalb  — 30  0  Hegt  neben  älteren  Angaben 
Faradays  eine  Versuchsreihe  von  Cailletet  vor,  der 
für  —400  —500  —600  — 70o  — 8O0C 
p  =  10,25        6,8         3,9        2,08         1,0    Atm. 

^)  Daher  kommt  es,  dafs  man  noch  heute  auf  Manometern  für 
Kohlensäure  neben  dem  Drucke  die  Temperaturen  bis  -j-  45  °  angegeben 
findet. 
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fand.  Später  bestimmte  Amagat  (1891)  durch  viel  umfassen- 
dere Versuche  den  Verlauf  zahlreicher  Isothermen  auch  aufser- 
halb  des  Sättigungsgebietes,  woraus  Mollieri)  (1895)  die  Kon- 
stanten der  Zustandsgieichung 

„        ^T         aof{T} 

P  —  V^b  (V  +  l)2 ^^> 

ZU 

R  =  19,32,  ao  =  19,36 

b  =0,0002037,  i    =0,0007719 

berechnete,  wenn  p  in  Atmosphären  und  das  Volumen  in  cbm 
pro  kg  eingesetzt  wird.  Die  kritischen  Daten  sind  hierbei 
l?ik=72,9  Atm.,  !rifc  =  273  4- 31,35  =  304,35 und  V)b  =  0,00216  cbm/kg. 
Mo  liier  fand  weiter  die  Kurven  gleichen  Volumens  im  p-T- 
Diagramm  so  schwach  gekrümmt,  dals  er  sie  mit  hinreichender 
Annäherung  als  Grade  ansehen  konnte.  Dies  ist  aber  nur 
möglich,  wenn  die  Funktion  /(T)  in  (1)  linear  wird;  und  in  der 
Tat  gibt  ihr  Mollier  die  einfache  Form 

/(r)  =  2-^    ........     iü), 

welche  wir  schon  im  letzten  Paragraphen  als  Näherung  für 

f{T)  =  e       T^ (2a) 

in  der  Umgebung  des  kritischen  Punktes  erkannt  haben. 

Die  Dampf  Spannungskurve  von  Regnault  weicht  oberhalb 
00  nicht  unerhebUch  von  derjenigen  Amagats  ab,  schliefst 
sich  aber  unterhalb  dieser  Temperatur  gut  an  letztere  an,  so 
dafs  man  aus  beiden  einen  stetigen  Verlauf  kombinieren  kann, 
der  nach  Mollier  das  Gesetz 

/•^^=0,45814(^-l)        ....       (3) 

befolgt,  wenn  p  in  kg/qcm  ausgedrückt  wird.  Die  in  unserer 
Dampftabelle  enthaltenen  Drucke  sind  unmittelbare  Inter- 
polationswerte der  Beobachtungen  Amagats,  welcher  selbst 
keine  empirischen  Formeln  aufgestellt  hat.  Dasselbe  gilt  auch  von 
den  Angaben  der  spezifischen  Volumina  v'  der  Flüssigkeit  und 
des  v"  des  gesättigten  Dampfes  als  Funktionen  der  Siedetempe- 
ratur, welche  sich  auch  aus  den  nachstehenden,   von  Cailletet 


1)  Zeitschrift  f.  Kälteindustrie  1895. 
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und  Mathias^;  1886  bestimmten  spezifischen  Gewichten  / 
und  Y*  ableiten  lassen,  wobei  allerdings  die  Dampfvolumina 
kleiner  als  bei  Amagat  erschienen. 


Flui 

»igkei 

t 

Dampf 

» 

/ 

*               Y' 

—  340 

1057 

kg/cbm 

—  230      57  kgy 

—  250 

1016 

» 

—  50          85 

—  11,50 

966 

» 

+  0,50       98,3 

—  1,60 

910 

> 

+ 10,1 0     141 

+  1,30 

907 

» 

+  15,70     171 

+  6,80 

868 

» 

+ 19,7  0     201 

+  11,0» 

840 

» 

+  25,00     254 

+  15,90 

788 

» 

+  30,20     350 

+  22,20 

726 

» 

+  31,350  460 

+  31,35« 

460 

D 

Weiter  hat  Mathias 2j  1889  die  Verdampfungswärme  der 
Kohlensäure  experimentell  ermittelt  und  die  nachstehenden 
Werte  gefunden: 


^ 

r 

^ 

r 

+  6,650 

50,76  WE 

+  26,530 

22,50  WE 

+  12,350 

44,97    » 

+  28,130 

19,85    > 

+  16,460 

39,92    -^ 

+  29,850 

14,40    » 

+  22,040 

31,80    » 

+  30,590 

7,26    » 

+  30,820 

3,72    » 

Dieselben  stimmen  gut  mit  den  aus  der  Clapeyronschen 
Formel  mit  Hilfe  der  obigen  Dichten  und  der  Regnaultschen 
Dampftabelle  ermittelten  Zahlen  überein.     . 

Wenn  Mol  Her  aus  den  gröfseren  Volumen  und  der  gegen 
Eegnault  flacher  verlaufenden  Dampfdruckkurve  Amagats  wenig- 
stens zwischen  60  und  20  0  nahezu  dieselben  Werte  für  r  be- 
rechnete, so  liegt  dies  einfach  daran,  dafs  innerhalb  dieses  Inter- 
valls sich  die  Abweichungen  gerade  ausgleichen.  Mo  liier 
stellte  seine  Rechnungsergebnisse,  die  wir  in  die  Dampftabelle 
aufgenommen  haben,  durch  die  empirische  Formel 

0,43                  0,43 
r=  1,130       (0fc-0)  (4) 


1)  Comptes  rendus  1886,  S.  1202. 
«)  Ebenda  1889,  S.  897. 
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dar,  aus  der  sich  dann  leicht  der  Entropiezuwachs  bei  der  Ver- 
dampfung 

S"-S'^^ (5), 

sowie  nach  Abzug  des  Produktes  Äp  (v"  —  v')  die  innere  latente 
Wärme  q  =  r  —  Äp  {v"  —  v')  bestimmt. 

Über  die  spezifische  Wärme  der  flüssigen  Kohlensäure  liegen 
einige  Versuche  von  Lusanna^)  vor,  der  1896  auf  der  Iso- 
therme von  +13,20 

bei  p  =  54,1     61,7     68,2     75,8    85,4  Atm. 
Cp  =  0,73     0,89     1,12     1,47     2.11 

fand,  woraus  für  den  Siedezustand  bei  +13,2®  entsprechend 
48  Atm.  durch  Extrapolation  Cp  =  0,69  folgen  würde.  Aufserdem 
bestimmte  neuerdings  Dieterici^)  die  Wärmeaufnahme  der  CO2 
bei  konstantem  Volumen,  wobei  der  Dampf gehalt  x  der  im 
Mefsgefäfs  eingeschlossenen  Masse  sich  änderte.  In  der  hierfür 
malsgebenden  Formel  (siehe  §  18) 

Q  =  A{ü—üo)  =  q'^qo+XQ  —  XQQo--Ä^pdv'   .     .     (6) 

& 
0 

darf  wegen  der  in  der  Nähe  kritischen  Punktes  starken  Volumen- 
zunahme der  flüssigen  CO2  nicht,  wie  beim  Wasserdampf  das 
letzte  Glied  vemachläfsigt  werden.  Berechnet  man  dasselbe  und 
ebenso  q  und  Qq  nach  MoUier  aus  den  Amagatschen  Versuchen 
(siehe  Dampftabelle),  und  führt  sie  neben  den  direkt  beobachteten 
spezifischen  Dampf  mengen  x  und  Xq  ein,  so  ergeben  die  Dieterici- 
schen  Beobachtungen  folgende  Werte 

für  ^  =  +7,150    14,110    22,160    26,3»    30,2«    31,23« 

1  ^ 

^{q  —  Ä^pdv')=^0fi2S    0,590    0,646    0,693    0,768    0,844 
0 

q=  3,82      8,46      14,60      18,7       24,0      27,7  WE 

M ollier,  dem  diese  Daten  noch  nicht  zur  Verfügung  stan- 
den, griff  zur  Bestimmung  der  Flüssigkeitswärme  auf  die  am 
Schlüsse   des   §  26   entwickelte  Formel  für  die  Dampfentropie 


»)  Nuovo  Cimento  1896,  3,  S.  92. 

2)  Annalen  der  Physik.    IV.  Folge,  Bd.  12,  1903,  S.  154. 
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zurück,  welche  unter  Benutzung  des  Ausdruckes  (2a)  für  die 
Temperaturfunktion 

5"  =  5o  +  Ai21gn(t;"~6)  +  cJgn©-^.^      ^"    .    (7) 

lautet.  Hierin  setzte  er  nach  Joly  das  konstante  Glied  der 
spezifischen  Wärme  bei  konstanten  Volumen 

c^,^  =  0,16577, 
während  das  veränderliche  Glied  für  Kohlensäuregas  nach  dem- 
selben Experimentator  im  Einklang  mit  Gl.  (30a)  des  §  26  sich 
dem  spezifischen  Volumen  indirekt  proportional  i)  ergeben  hatte. 
Mit  Benutzung  der  eingangs  erwähnten  Konstanten  der  Zustands- 
gieichung ergaben  sich  die  Werte  der  Dampfentropie  bis  auf  die 
willkürliche  Konstante  Sq,  welche  nach  Zeuners  Vorgang  durch  die 
Festsetzung,  dafs  für  0®  die  Flüssigkeitsentropie  S'  verschwinden, 
d.  h.,  dafs  für  ©o  =  273  nach  GL  (5) 

So"  =  -^ (5a) 

sein  soll,  bestimmt.  Die  so  ermittelten  Werte  S"  sind  ebenfalls 
in  die  Dampf tabelle  •  eingetragen ;  aus  ihnen  folgt  mit  (5)  sofort 
die  Flüssigkeitsentropie  S',  M  o  1 1  i  e  r  fand  weiter,  dafs  im  Wärme- 
diagramm die  Linie  konstanter  Dampfmenge  für  x  =  0,5  fast 
genau  eine  Gerade  war  und  konnte  damit  die  beiden  Entropie- 
werte durch  die  empirischen  Formeln 

S'  =  0,10155  +  0,000333  ^  —  ^  ^ 


S"  =  0,10155  +  0,000333  ^  +  "^  -^ 


(8) 


wiedergeben.    Aus  diesen  Gleichungen  folgen  im  Verein  mit  (4) 
und  der  Definitionsformeln 

c'dQ=:edS'       c"de  =  GdS" 


*)  Die  Versuche  von  Joly  (Philosophical  Transactions,  1892)  lassen 
sich  durch  die  Formel 

c,  =  0,16577  +  0,0002064  / 
darstellen.     Da  die  Messungen  sich  auf  ein  Intervall  von  ^  =  20  bis 
38  kg/cbm   zwischen  -|-10°  und  100®  erstreckten,  so  gilt  die  Formel 
jedenfalls  vorwiegend  im  Überhitzungsgebiet. 
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die  Ausdrücke  für  die  spezifischen  Wärmen  längs  der  Grenzkurve 
&  =  0,000333  0  +  0,285  ^  +  0,216    q/_  q  1  (9)^ 

&'  =  0,000666  Q  —  c'  I 

bzw.  die  Flüssigkeitswänne 

s  e 

deren  Wei-te,  wie  aus  der  Dampftabelle  ersichtlich,  mit  den 
Messungsergebnissen  von  Dietericiin  vorzüglicher  Übereinstim- 
mung stehen.  Hierin  liegt  zugleich  eine  scharfe  Kontrolle  der 
MoUierschen  Verwertung  der  Amagatschen  Beobachtungsdaten, 
welche  somit  gegenüber  den  Angaben  von  Mathias  und  Regnault 
den  Vorzug  zu  verdienen  scheinen. 

Im  Überhitzungsgebiet  spielt  das  letzte  Glied  der  Gl.  (7)  nur 
noch  eine  untergeordnete  Rolle,  so  dafs  der  Vorschlag  Mo  liierst) 
gerechtfertigt  erscheint,  es  zur  Vereinfachung  der  Rechnungen 
dort  wegzulassen  und  dafür  an  Stelle  von  Cv^  im  zweiten  Gliede 
einen  Mittelwert 

Cv  =  0,182 

zu  wählen.  Diese  Konstanz  von  Cv  entspricht  auch  der  von 
Mollier  akzeptierten  Form  (2)  der  Funktion  /  (T),  deren  zweiter 
Differentialquotient  in  Gl.  (30a)  des  vorigen  Paragraphen  für  Cv 
sonach  verschwindet.  Damit  aber  dürfen  wir  für  die  Entropie 
des  überhitzten  Dampfes  sowie  unter  Ersatz  der  natürlichen  durch 
Briggische  Lagarithmen  einfacher  schreiben 

S  =  So  +  0,128  Igio  (v  —  0,00085)  +  0,42  Igjo  T     .     (10) 

Die  Konstante  Sq  bestimmt  sich,  wenn  wir  wieder  die  Flüssig- 
keitsentropie für  0^  gleich  0  setzen,  durch  Einführung  des  En- 
tropiewertes für  gesättigten  Dampf  und  des  entsprechenden  spe- 
zifisches Dampf  volumen  für  r=273<*  zu  So  =  —  0,562.  Als- 
dann bietet  auch  die  Berechnung  beliebiger  Entropiewerte  des 
überhitzten  Dampfes  und  deren  Verzeichnung  im  Wärmediagramm 
keine  SchT^erigkeit. 

Für  den  Verlauf  der  Adiabate  erhalten  wir  weiter  aus  (6a) 

0.128  la,  1 1  g;ggg^5  +  0,42  Igxo  1^  =  0    .    .    (11) 


»)  Zeitschrift  f.  Kälteindustrie,  1896. 
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oder 


/  V  —  0,()0085\o.3      T_  _ 
U  — .  0,0ü08öj     '    Tq" 


(IIa) 


Diese  Gleichung  stimmt  formell  mit  derjenigen  der  Adiabate 
von  Gasen  überein,  wenn  man  dort  das  Volumen  durch  die 
Differenz  v  —  0,00085  ersetzt  und  x  =  1,3  einführt,  ein  für 
Kohlensäuregas  in  der  Tat  für  das  Verhältnis  der  spezifischen 
Wärmen  experimentell  festgestellter  Wert.  Bei  der  Verwendung 
der  Gl.  (11)  und  (IIa)  empfiehlt  es  sich,  von  der  äulseren  Grenz- 
kurve auszugehen,  also  Vq  =  v"  und  jT^  ==  @  zu  setzen.  Auf 
diese  Weise  erhält  man  aus  (11)  für  jedes  Volumen  v  <  v"  die 
zugehörige  Temperatur,  während  der  entsprechende  Druck  p  sich 
hiermit  aus  der  Zustandsgieichung  (1)  ergibt. 

Da  nun  gewöhnlich  aufser  dem  Anfangszustand  bei  adiaba- 
tischer Verdi<3htung  der  schlielsliche  Druck  gegeben  ist,  so  ge- 
staltet sich  das  Berechnungs verfahren  recht  umständlich.  M  o  1 1  i  e  r 
hat  daher  zur  Erleichterung  derselben  unter  Zuhilfenahme  der  Ama- 
gatschen  empirischen  Zustandspunkte  die  Tabelle  XVIII  berechnet, 
welche  für  den  in  der  ersten  Reihe  stehenden  Sättigungsdruck 
jp^,  dem  die  Temperatur  ^  und  das  spezifische  Dampfvolumen 
beigefügt  ist,  für  die  in  der  ersten  Spalte  angegebenen  oberen 
Drucke  die  Endtemperatur  der  adiabatischen  Kompression  ent- 
hält. Mit  (11)  bzw.  (IIa)  kann  man  daraus  leicht  das  zugehörige 
Endvolumen  ennitteln. 


Te 

ibellc 

5  XVIU.     Adial 

batische 

Zustandsände 

j  r  u  n  g. 

^.^  = 

20 

25 

30 

35 

40 

45 

50 

55 

60 

65  kg/qcm 

d'  = 

-20,5 

-12,8 

-6,3 

-0,5 

+  4,7 

+  9.4 

+  13,7 

+  17,7 

+  21,3 

+  24,8^0 

v" 

19,86 

15,59 

12,66 

10,60 

8,96 

7,69 

6,61 

5,73 

4,96 

4,22  1 

30 

6 

+  1 

-6,3 

_ 

_ 

_ 

_ 

^ 

_^ 

40 

28 

21 

15 

10 

+  4,7 

— 

— 

— 

— 

— 

50 

46 

38 

32 

27 

22 

18 

13,7 

— 

— 

_ 

60 

61 

53 

47 

42 

37 

33 

29 

25 

21,3 

— 

70 

75 

67 

60 

55 

49 

45 

40 

36 

38 

30 

80 

87 

79 

72 

66 

60 

56 

50 

46 

43 

40 

90 

99 

90 

83 

77 

71 

65 

60 

56 

52 

49 

100 

109 

100 

93 

87 

80 

75 

70 

65 

61 

57 

HO 

118 

108 

102 

96 

89 

83 

78 

73 

68 

64 

120 

127 

118 

111 

104 

96 

91 

85 

80 

74 

70 

Lorenz,  Techn.  Wärmelehre. 


21 


322     Kap.  IV..  Das  Verhalten  der  unvollkommejien  Gase  etc. 

Durch  das  Volumen  und  die  Temperatur  ist  dann  weiterhin 
auch  die  Energie  nach  GL  (29a)  des  vorigen  Paragraphen  be- 
stimmt, welche  mit  der  Mollierschen  Annahme  (2a)  für  f{T) 
übergeht  inj 

A{V-Uo)  =  c^T-^^^      ....     (12) 

Hierin  kann  man  im  Überhitzungsgebiet  wieder  genügend 
genau  Cvo  =  0,182,  2  ^öTo  =  0,1  und  i  =  0,001  setzen  sowie  die 
Konstante  TJ^  durch  die  Bedingung  festlegen,  dafs  die  Flüssig- 
keitswärme g  für  i9"  ==  00  verschwindet.  Führt  man  schlielslich 
noch  statt  der  absoluten  Temperatur  diejenige  t\  der  Celsius- 
skala ein,  so  schreibt  sich  (12) 

AV=  56,6  +  0,182  •  t  -  ^7^?^  •     •     .     (12a) 

MoUier  will  diese  Formel,  welche  zweifellos  nur  eine  erste 
Annäherung  darstellt,  für  Volumina  v  >  0,00167  cbm/kg  benutzt 
wissen  und  gibt  für  kleinere  Volumina,  welche  vor  allem  dem 
Flüssigkeitszustand  entsprechen,  ohne  nähere  Begründung  die 
Gleichung 

^Cf=57,7+0,182r  — 5^^  .     .     .     .     (12b) 

Mit  Hilfe  dieser  Gleichungen  einschUelslich  (11)  und  der 
Tabelle  XVni  sind  wir  nun  imstande,  die  Wärmezufuhr  bei 
konstantem  Drucke  zu  berechnen,  welche  sich  nach  der 
ersten  Hauptgleichung  der  Wärmetheorie  zu 

T 

qj,=lcpdT  =  A[V^V^)  +  Ap{v^v{)      .     .     (13) 

berechnet,  unter  üi  die  des  Anfangszustandes  Vj  ri  entsprechende 
Energie  verstanden. 

Die  hieraus  durch  Differentiation  hervorgehende  spezifische 
Wärme  bei  konstantem  Druck  Cp  hat  anderseits  Lusanna  auf 
einer  Reihe  von  Isothermen  der  Kohlensäure  experimentell  be- 
stimmt. Seine  Ergebnisse  sind  einschliefslich  der  schon  oben 
angeführten  Werte  für  den  flüssigen  Zustand  in  der  nachstehen- 
den Tabelle  XIX  enthalten. 
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Tabelle  XIX.    Spezifische  Wärme  Cp  der  GO2. 


Druck 

Temperaturen  t®C 

Atm. 

kg/qcm 

+  13,20 

38,0  0 

67,6 

79.2 

98,1 

114,9 

24,25 

25,06 



0,288 

0,247 

0,254 





28,00 

28,93 

— 

0,293 

0,248 

0,257 

— 

— 

32,50 

33,58 

— 

0,294 

0,253 

0,260 

— 

— 

38,70 

40,00 

— 

0,307 

0,256 

0,263 

__ 

— 

45,00 

46,50 

— 

0,311 

0,265 

0,269 

— 

— 

64,10 

55,90 

0,730 

0,326 

0,275 

0,275 

— 

— 

61,70 

63,75 

0,890 

0,438 

0,323 

0,320 

0,317 

0,313 

68,20 

70,42 

1,122 

0,566 

0,390 

0,387 

0,368 

0,358 

75,80 

78,32 

1,471 

0,732 

0,484 

0,475 

0,462 

0,385 

82,30 

85,04 

— 

— 

0,607 

0,572 

— 

— 

85,40 

88,24 

2,110 

0,995 

— 

— 

0,597 

0,532 

86,90 

89,79 

— 

— 

0,683 

0,642 

— 

— 

Danach  nimmt  die  Grölse  Cp  auf  den  Isothermen  mit  dem 
Drucke  stetig  zu,  auf  den  Kurven  konstanten  Druckes  dagegen 
von  der  äulseren  Grenzkurve  ausgehend  zunächst  ab,  um  später 
wieder  anzusteigen.  Innerhalb  des  Grenzgebietes  hat  sie,  solange 
man  von  den  labilen  Zuständen  absieht,  durchgehends  den  Wert  00, 
in  den  sie  an  der  Grenzkurve  sprungweise  übergeht.  Nur  im 
kritischen  Punkte  selbst  findet  ein  asymptotischer  Übergang  in 
Cp  =  (X)  von  beiden  Seiten  aus  statt.^)  Mit  diesen  Angaben  von 
Lusanna  stehen  ältere  Untersuchungen  von  Regnault  und 
Wiedemann,  welche  Kohlensäuregas  bei  atmosphärischem 
Drucke  untersuchten,  in  gutem  Einklänge.     Regnault  fand 


für 


r=     —100 
Cp  =      0,184 


+  430        +1130 
0,203  0,217, 


*)  Diese  eigentümliche  Veränderlichkeit  der  spezifischen  Wärme 
bei  konstantem  Druck  läfst  sich  auch  theoretisch  erklären.  Denkt 
man  sich  nämlich  ein  |7v-Diagramm  Fig.  93  eine  Isobare  unter  der 
kritischen  gezogen,  so  wird  dieselbe  innerhalb  des  Sättigungsgebietes 
bei  A  eine  theoretische  Isotherme  berühren.  Dasselbe  gilt  auch  vom 
Minimalpunkte  B  dieser  Isotherme  und  einer  anderen  Isobare.  In  den 
Punkten  A  und  B  mufs  aber,  da  sie,  wie  der  kritische  Punkt  K, 
gleichzeitig  Isothermen  und  Isobaren  zugehören,  c^  =  00  sein,   so  dafs 

21» 
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Wiedemann  dagegen 

für        T=        0^         -flOOo       +2000 
Cp=      0,195  0,217  0,239. 

Auch  das  Verhältnis  x  =  Cp  :  Cv  ergab  sich  als  mit  der  Tem- 
peratur veränderlich.  So  ermittelten  Röntgen  und  Wüllner 
bei  atmosphärischem  Drucke 

für        T=  00  190  1000 

x=  1,311         1,305        1,282, 

woraus  man  auf  ein  erhebliches  Ansteigen  von  Cv  mit  der  Tem- 
peratur schlielöen  muls.  Über  diese  Grölse  liegt  aulser  den 
schon  oben  erwähnten  von  Mol  Her  benutzten  Messungen 
JoUy^i  neuerdings  eineVersuchsreihe  von  Di eterici  (siehe  dessen 


wir  —  eine  homogene,  stetige  Änderung  des  Körpers   auch  im  Sätti- 
gungsgebiete  vorausgesetzt  —  ganz    allgemein   eine   Zunahme 


Fig.  93. 


von  €p  erhalten,  wenn  wir  uns  von  aufsen,  d.  h.  vom  Gas- 
gebiete oder  vom  Flüssigkeitsgebiete  kommend,  auf  Iso- 
baren der  Kurve  AKB  nähern.  Praktische  Bedeutung  hat  diese 
Betrachtung  naturgemäfs  nur  aufserhalb  des  Sättigungsgebietes,  da 
innerhalb  desselben  die  wirklichen  Isothermen  mit  den  Isobaren  selbst 
zusammenfallen,  die  Punkte  A  und  B  also  nur  in  der  Theorie  existieren. 
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angezogene  Abhandlung)  vor,  der  zwischen  den  Sättigungstein- 
peraturen  d-  und  den  Überhitzungstemperaturen  t'  für  die  Flüssig- 
keit und  t"  für  den  Dampf  bei  den  entsprechenden  Sättigungs- 
volumen v'  und  v"  die  in  der  nachstehenden  Tabelle  zusammen- 
gestellten mittleren  Werte  erhielt. 

Flüssigkeit  Dampf 


» 

r" 

»' 

Cv' 

■9- 

t" 

«" 

Cv" 

3,20 

19,30 

0,00112 

0,248 

— 

— 

— 

— 

9,20 

28,250 

0,00117 

0,243 

21,2 

40,00 

0,0050 

0,256 

9,2« 

40,2  0 

0,00117 

0,231 

21,2 

60,00 

0,0050 

0,216 

23,00 

40,20 

0,00137 

0,260 

30,00 

40,50 

0,0030 

0,281 

30,90 

41,60 

0,00189 

0,303 

30,00 

50,00 

0,0030 

0,276 

30,90 

50,10 

0,00189 

0,259 

31,20 

40,70 

0,0024 

0,371 

31,30 

39,340 

0,0021 

0,315 

31,20 

50,30 

0,0024 

0,281 

Danach  scheint  es,  als  ob  die  Werte  von  Cv  und  Cv"  in 
unmittelbarer  Nachbarschaft  des  Sättigungsgebietes  für  eine  und 
dieselbe  Temperatur  einander  gleich  sind,  eine  Tatsache,  die 
sich  nach  Dieterici  auch  für  Isppentan  gezeigt  hat. 

§  28.    Das  Yerhalten  der  schwefligen  Säure  und  des 
Ammoniaks. 

Schweflige   Säure:    Versuchsergebnisse,   Adiabate,   Überhitzungs- 
wärme,    Dampf tabelle,  Verhalten   von  Cp.  —  Ammoniak:    Versuchs- 
ergebnisse, Verhalten  von  c'  und  r,  Dampftabelle. 

Die  schweflige  Säure,  welche  ebenso  wie  die  Kohlen- 
säure als  Arbeitsmedium  für  Kaltdampfmaschinen  eine  grolse 
Rolle  spielt  und  neuerdings  auch  neben  dem  Wasserdampf  in 
Mehrstoff  dampf  maschinen  Verwendung  gefunden  hat,  ist  inner- 
halb des  Sättigungsgebietes  vor  allem  durch  die  schon  genannten 
Franzosen  Cailletet  und  Mathias  sorgfältig  experimentell 
untersucht  worden,  nachdem  früher  schon  Regnault  die  Dampf - 
Spannungskurve  bis  65  ^  bestimmt  hatte.  Neuere  Messungen 
von  Sajotschewsky^)  und  Blümcke  haben  die  Regnault- 
schen  Angaben  im  wesentlichen  bestätigt,  erstrecken  sich  aber 
noch  darüber  hinaus  und  zwar  bis  +1000  bzw.  -j-98,2.  Für  die 
kritischen  Daten  fanden  Cailletet  und  Mathias  ^a:  =  +  156o, 

1)  Wiedemanns  Annalen,  Beiblatter  1879,  S.  471. 
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entsprechend  ©jk  =  429^,  und  ein  spezifisches  Gewicht  von 
y*  =  520  kg/cbm,  während  Sajotschewsky  die  kritische  Tem- 
peratur zu  -f- 155,40  und  den  kritischen  Druck  zu  pk  =  78,9  Atm« 
bestimmte.  In  unserer  Dampftabelle,  welche  nach  Zeuners 
Vorgang  das  Intervall  von  — 30  ^  bis  -|-4:00  umfafst,  sind  die 
Drucke  nach  den  Regnaultschen  Daten  interpoliert  und  die 
Volumina  als  Reziproke  der  Messungsergebnisse  von  Cailletet 
und  Mathias!)  (1887)  sowie  von  Lange 2)  (1896)  für  die 
Flüssigkeit  unter  0^  eingetragen  worden,  von  denen  die  nach- 
stehende Zusammenstellung  der  spezifischen  Gewichte  y'  und  y" 
der  siedenden  Flüssigkeit  und  des  gesättigten  Dampfes  eine 
Auswahl  bildet;  es  ist 


Flüssigkeit 

Dampf 

^0 

7' 

^0                              yi 

^0 

yU 

—  45 

1545kg/cbm  0          1444kg/cbm 

+  7,3 

6,24 

kg/cbm 

—  36,5 

1525 

»        21,7       1376 

» 

24,7 

11,2 

» 

r-28,5 

1506 

»       35,2       1337 

» 

37,5 

16,9 

» 

—  23 

1493 

»        52,0       1287 

)> 

58,2 

31,0 

» 

—  10,5 

1463 

»        62,0       1252 

» 

78,7 

46,4 

» 

-2,2 

1441 

»       82,4       1185 

» 

91,0 

62,6 

» 

102,4     1104 

» 

100,6 

78,6 

» 

120,45  1017 

» 

123,0 

134,0 

» 

140,80    869 

» 

144,0 

249,5 

» 

155,05     637 

» 

154,9 

401,7 

» 

Oberhalb  0»  stimmen  die  Langeschen  Zahlen  für  die  Flüssig- 
keit mit  denen  von  Mathias  befriedigend  überein ;  unterhalb 
dieser  Temperatur  liegen  dagegen  für  den  Dampf  gar  keine 
Dichtebestimmungen  vor,  so  dafs  man  hier  auf  die  Extrapolation 
angewiesen  bleibt,  wenn  man  nicht  die  Glapeyronsche  Gleichung 
zu  Hilfe  nehmen  will.  Dafs  dieselbe  für  SO^  befriedigende  Er- 
gebnisse liefert,  hat  Mathias  (1890)  selbst  durch  Vergleich 
seiner  Versuchszahlen  für  die  latente  Wärme  r  mit  den  auf 
diese  Weise  unter  Zuhilfenahme  der  Dampfspannungskurve  be- 
rechneten bewiesen,  wie  aus  folgender  Zusammenstellung  hervor- 
geht.    Es  wurde 


^)  Oomptes  Rendus  1887,  S.  1563. 

2)  Zeitschrift  f.  Kälteindustrie  1899,  8.  82. 
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für:  ^  =  +  5,740      9,440       10,500       12,230 
beobachtet:  r   =      89,38      88,12        87,32        87,30  WE 
berechnet:  r   =      89,67      88,24        87,84        87,19     » 

Diese  Werte  genügen  bis  -j-650  der  empirischen  Formel 

r  =  91,87  — 0,384^  — 0,00034^2    ....     (1), 

oder  mit  ^  =  ©  —  273  auch 

r  =  171,36  —  0,198  @  —  0,00034  ©2  .  .  .  (la), 
in  der  man  für  Temperaturen  unter  -|-40o  das  letzte  quadratische 
Glied  unbedenklich  weglassen  darf.  Derselbe  Forscher  ermittelte 
auch  (1894)  die  spezifische  Wärme  &  der  flüssigen  schwefligen 
Säure j  und  fand,  dafs  dieselbe  im  Temperaturintervall  von 
—  300  bis  +1300  durch 

&  =  0,31712  +  0,0003507  d-  +  0,000006762  ^2  ,  .  (2) 
dargestellt  werden  konnte.  Schon  früher  (1884)  hatte  der  Russe 
Nadejdine  hierfür  &  =0,3178  zwischen  — 210  und  +IO0  ge- 
funden, eine  gewifs  befriedigende  Übereinstiriamung.  Innerhalb 
des  Temperaturintervalles  unserer  Dampftabelle  genügt  es,  nach 
Zeunex  an  Stelle  von  (2) 

c'  =  0,3171 +0,000554^ (2a) 

zu  setzen,  woraus  sich  die  Flüssigkeitswärme 

^  =  j  c'(?^  =  0,3171^  +  0,000277^2  .     ...     (3) 
0 
und  die  Flüssigkeitsentropie 

Ä'.—  S'o  =  y-^  =  —  0,9306  +  0,00055  ^  +  0,382  Ig^o  ©  .    (4) 

ergibt.     Der  Zuwachs  [der  Entropie  während  der  Verdampfung 
folgt  schliefslich  aus  (la)  zu 

5"  — 5' =  £  =  ^^^^—0,198  — 0,00034©       .     .     (5) 

Damit  sind  alle  Unterlagen  zur  Berechnung  der  Dampf- 
tabelle für  die  schweflige  Säure  sogar  vollständiger  gegeben  als 
für  Kohlensäure. 

*   Für  das  Überhitzungsgebiet  dagegen  fliefsen  die  Quellen  zur- 
zeit noch  überaus  dürftig,  so  dafs  wir  noch  nicht  daran  denken 
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können,  die  Konstanten  der  Zustandsgleichung  für  SO2  zu  be- 
stimmen. Da  nur  die  spezifische  Wärme  Cp  =  0,154  der  gas- 
förmigen SO2  von  Regnault  zwischen  16  und  2000unddas  Ver- 
hältnis X  =  Cp  :  Cv  =  1,26  durch  Cazin  und  Müller  be- 
stimmt ist,  so  bleibt  zunächst  nichts  weiter  übrig,  als  die  Zu- 
standsänderungen  der  SO2  im  Überhitzungsgebiet  vorläufig  mit 
den  Gasgesetzen  zu  verfolgen 

Dies  erscheint  um  so  gerechtfertigter,  als  die  Sättigungs- 
volumina v"  cbm/kg  mit  den  Dampfspannungen  in  kg/cbm 
unserer  Tabelle  zwischen  — 30  ^  tis  +20^  der  Gleichung 

pv"  =  E& (6) 

mit  B  =  12,76  ziemlich  befriedigend  gehorchen.  Im  voll- 
kommenen Gaszustande,  hätte  man  allerdings  nach  den  Lehren 
des  §  2  mit  Rücksicht  auf  das  Molekulargewicht  ^  =  64  der 
schwefligen  Säure  den  Wert  B  =  13,2  erwarten  müssen ,  der 
indessen  mit  dem  von  Regnault  ermittelten  Ausdehnungs- 
koeffizienten bei  atmosphärischem  Drucke  «  :=  0,0039  nicht  sehr 
gut  vereinbar  ist. 

Die  Adiabate  verläuft  nun,  wie  sich  aus  Beobachtungen 
an  Schwefligsäurekompresseren  ergeben  hat,  nach  der  Gleichung 

pv^=PoVo^ (7) 

mit  X  =  1,26,  woraus  sich  die  gesamte  indizierte  Arbeit  zwischen 
zwei  Pressungen  pi  >  p2  wie  bei  Gasen  zu 


—«-^11)"- 


(8) 


berechnet.     Verbindet  man  nun   Gl.  ^7)   mit  der  auf  das  Über- 
hitzungsgebiet verallgemeinerten  Gleichung  (6),  nämlich 

pv  =  RT (6a), 

so  folgt  auch  für  die  Temperatursteigerung  auf  der  Adiabate 


(i)-= 


T 

% (^) 

Mit   diesen   Formeln   sind   wir  nun   in   der   Lage,    die  zur 
Überhitzung  bei  konstantem  Drucke  nötige  Wärme 

T 

Qp  =  ^CpdT 
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zu  berechnen,   und  zwar  mit  Hilfe  eines  Kreisprozesses,   der  in 
Fig.  94  dargestellt  ist.     Wir  denken  uns  die  Flüssigkeit  mit  der 

Wärme  Qz  bei  konstantem  Drucke 
und  der  Temperatur  ©2  verdampft 
unter  Zufuhr  der  latenten  Wärme 
r2,  dann  den  trocken  gesättigten 
Dampf  adiabatisch  komprimiert, 
bis  die  Temperatur  T  und  der 
Druck  pi  erreicht  ist.  Darairf 
wird  die  Überhitzungswärme  Qp 
entzogen,  und  bei  der  dem 
Drucke  pi  entsprechenden  Sätti- 
gungstemperatur @i  wieder  unter 
Entziehung  der  Verdampfungs- 
wärme Vi  verflüssigt  und  schliels- 
lich  die  Flüssigkeit  durch  Ableitung  der  Flüssigkeitswärme  ^i — ^2 
in  den  ursprünglichen  Zustand  zurückgeführt.  Die  bei  dem  Kreis- 
prozels  zu  leistende  Arbeit  wird  durch  (8)  dargestellt,  wenn  es  ge- 
stattet ist,  von  der  minimalen  (in  der  Figur  94  doppelt  schraffierten) 
Flüssigkeitsarbeit  abzusehen.  Auf  diese  Weise  erhalten  wir  die 
Gleichung 

Öp  =  JLL  -f  rg  —  ri  +  32  - 

oder  mit  Rücksicht  auf  (8)  und  (6  a) 


Fig.  94. 


Ql 


(10), 


worin  die  Überhitzungstemperatur  T  sich  aus  (9)  zu 

-«'(#■ 

bestimmt. 

Hätten  wir  z.  B.  p^  =  1,25  Atm., 
also  5'i  =  — 5« 
6>,  =  268^ 
so  folgt  aus  der  Dampftabelle 
r^  =  93,78 
q,  =  -  1,58 

X— 1 


(10a), 


(9a) 


Pi  =  l  Atm., 
1^,  =  — lO^C 
0^  =  263^ 


und  wir  erbalten   aus  (9a)  mit 


r,  =  95,68 
=  0,206, 


;— 1 


4,85 


T=  1,047.0,  =  275,4  <». 


c,  =  ^  =  0,292 
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Weiterhin  wird  aus  (10a) 

<&>  =  •  ^^'^%i'^  (^-  ^«)  +  ^'^  =  2,16  WE. 

Da  nun  die  Temperaturdifferenz,  welche  dieser  Überhitzungs wärme 
entspricht,    T  —  <9i  =  7,4 «  beträgt,   so   hätten    wir  für  i?i  ==  1,25  Atm. 

und  eine  Mitteltemperatur  von  — ^ — ^  =  271,4°  entsprechend  — 1,6  °C 

eine  mittlere  spezifische  Wärme  von 

2,16 

also  nahezu  von  doppelter  Gröfse  gegenüber  dem  Gaszustande.  Geht 
man  auf  dieselbe  Weise  von  trocken  gesättigtem  Dampf  bei  —  20  ** 
also  6>,  =  253  °  und  p^  =  0,65  kg/qcm  aus,  so  ergibt  sich  für  die  End- 
temperatur der  adiabatischen  Kompression  bei  p^  =  1,25  kg/qcm, 
r=  285,3,  also  T—  0^  =  32,3  »  und  Qj,'  =  5,69  WE.  Zur  Temperatur- 
steigerung auf  der  Isobare  Pj  zwischen  T  =  275,4  und  T'  =  285,3  sind 
demnach   Qp'  —  Qp  =  3,53  WE    nötig,    was    für    die    Mitteltemperatur 

T  -\-  T 

— ~ — =280,4°  eine  spezifische  Wärme   von  Oj,  =  0,356  ergibt.    Die 

in  der  Gl.  (7)  enthaltene  Annahme  führt  demnach  für  tfb erhitzte 
schweflige  Säure  auf  eine  Zunahme  von  Cp  mit  der  Tem- 
peratur im  Gegensatz  zu  dem  Verhalten  der  Kohlensäure  nach  den 
Daten  von  Lusanna. 

Zur  Aufklärung  dieses  Ergebnisses  erscheint  es  wünschens- 
wert, die  Grölse  Cp"  in  unmittelbarer  Nachbarschaft  der  Grenz- 
kurve mit  unserer  Annahme  direkt  zu  bestimmen.  Zu  diesem 
Zw^ecke  betrachten  wir  den  in  Fig.  95 
dargestellten  Elementarkreisprozels  zwi- 
schen der  Grenzkurve,  mit  den  beiden 
Zustandspunkten  (')  und  Q  -\-  dQ,  einer 
durch  Q  -\-  dS  gehenden  Isobare  und 
der  dieselbe  in  (i)  -\-  dT  schneidenden 
Adiabate  von  ©  aus.  Bezeichnen  wir  die 
spezifische  Wärme  auf  der  Grenzkurve  wie  ^ig.  95. 

früher,  mit  c",  so  entspricht  der  Tempe- 
ratursteigerung um  d&  eine  Wärmezufuhr  c"dG,  während  zur 
Erwärmung  bei  konstantem  Drucke  bis  ©  + ^  ^  das  Wärmeelement 
Cp"  {dT — dQ)  nötig  ist.  Da  die  Arbeit  des  Elementarprozesses 
als  Differential  zweiter  Ordnung  vernachlässigt  werden  kann, 
so  folgt 

Cp"  {dT-^dQ)  +  c"dG  =  0 
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oder 

V'(^-l)  =  -c"       (11) 

Nun  ist  aber  einerseits  nach  §  18  Gl.  (8  b) 

und  anderaeits  ergibt  sich  aus  (9)  für  die  Temperatursteigerung 
auf  der  Adiabate 

d  T      X  —  1  dp 
T  '~      X       "p" 
bzw.,  da  für  den  ins  Auge  gefalsten  Punkt  T  ^=  Q  ist, 

dT^'^^dp (9b) 

Nach  Einführung  dieser  Gleichungen  für  c"  und  dT  wird 
aber  aus  (11) 

und  dies  ist  schon  die  gesuchte  Gleichung  für  die  Grölse  Cp", 

Hierin  sind  alle  Grölsen  für  die  schweflige  Säure  entweder 
durch  die  Dampftabelle  oder  durch  unsere  empirischen  Formeln 
gegeben,  während  dp  :  d&  der  Spannungskurve  zu  entnehmen  ist. 

Für  die  im  vorigen  Beispiel  behandelte  Isobare  von  p  =  1,25  Atm., 
welcher  die  Sättigungstemperatur  3"  =  —  b^  C  entspricht,  ergibt  sich 
so  mit  6>  =  263  ° 


C=  0,3143,    0^(j)  =  - 0.741 

i|^  =0,0424.     !i=li^^  =  2,S 
p  d&  '         *  y,       p    d0  ' 


also  aus  (12) 

Cj,"  =  0,329. 
Vergleichen  wir  diesen,  allerdings  infolge  der  Verwendung  von 
Differentialquotienten  nur  wenig  zuverlässigen  Wert  mit  den  beiden 
oben  ermittelten  für  dieselbe  Isobare,  so  ergibt  sich  in  Überein- 
stimmung mit  Lusannas  Bestimmungen  für  OOj,  von  der  Grenz- 
kurve der  SO,  ausgehend,  zunächst  eine  Abnahme  voncp 
und  danach   wieder  ein  Ansteigen   mit   der  Temperatur. 

Die  physikalischen  Eigenschaften  des  Ammoniaks  nehmen 
unser  Interesse  vorwiegend  wegen  der  technischen  Bedeutung 
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dieses  Körpers  in  Anspruch,  da  die  mit  ihm  arbeitenden  Kühl- 
maschinen z.  Z.  die  grötste  Verbreitung  erlangt  haben.  Trotz- 
dem liegen  über  das  Ammoniak  —  abgesehen  von  Regnaults 
Bestimmung  der  Dampfspannungskurve  —  erst  seit  neuester  Zeit 
brauchbare  Versuche  vor,  welche  zur  Aufstellung  einer  hin- 
reichend genauen  Dampftabelle  genügen. 

Über  das  am  leichtesten  zu  ermittelnde  spezifische  Gewicht 
/  des  flüssigen  Ammoniaks  hat  1898  Lange^)  Versuche  an- 
gestellt, danach  und  unabhängig  von  ihm  Drewes^)  und 
Dieterici^),  welche  nach  der  Methode  von  S.  Young  (siehe 
§  17)  arbeiteten  und  so  gleichzeitig  das  spezitische  Gewicht  y'* 
bzw.  das  spezifische  Volumen  v"  des  gesättigten  Dampfes  erhielten. 
Die  beiden  Versuchsreihen  bzw.  des  y'  stimmen  von  -\-9^  bis 
+ 100<^  gut  überein,  unterhalb  dieses  Intervalles  liegen  nur  Be- 
stimmungen von  Lange  für  y'  vor,  dessen  Werte  in  der  fol- 
genden Tabelle  auszugsweise  wiedergegeben  sind: 


;t» 

7 
kg/cbm 

if-ü 

kg/cbm 

^0 

r 

kg/cbm 

—  49» 

694 

+   7,9  0 

622 

-|-  52,50 

554 

—  350 

678 

+ 14,7  0 

614 

-f  60,20 

540 

—  250 

665 

+  19,4  0 

607 

+  71,60 

518 

—  10,20 

649 

+  28,40 

594 

+  81,80 

497 

00 

634 

+  40,8  0 

574 

+  90,20 

477 

Die  Versuche  von  Dieterici  und  diejenigen  von  Drewes 
sind  nach  Angaben  des  ersteren  sogleich  auf  die  spezifische 
Volumina  bezogen  in  der  folgenden  Zusammenstellung  ent- 
halten: 


^)  Zeitschrift  f.  d.  ges.  Kälte  -  Industrie  1898.  Lange  gibt  in 
seiner  Arbeit  auch  von  ihm  allerdings  nicht  als  mafsgebend  bezeich- 
nete Beobachtungen  über  die  Dampfspannung  zwischen  +15°  und  dO^ 
wieder;  die  Kurve  verläuft  nach  ihm  bis  50^  unterhalb,  dann  ober- 
halb derjenigen  Regnaults. 

*)  Drewes:  >Über  die  wichtigsten  thermischen  Daten  des  Am- 
moniaks« Dr.  Ing -Dissertation,  Hannover  1903. 

*)  Dieterici:  >Über  die  thermischen  und  kalorischen  Eigen- 
schaften des  Ammoniaks«.     Zeitschr.  f.  d.  ges.  Kälte-Industrie  1904. 
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^0 

v' 

V" 

^0 

V' 

V" 

cbm/kg 

cbm/kg 

cbm/kg 

cbm/kg 

00 

0,00157 

— 

55,40 

0,00181 

0,0528 

+  3,40 

0,00158 

0,2572 

60,40 

0,00183 

0,0481 

9,50 

0,00160 

0,2082 

62,80 

0,00184 

0,0454 

15,00 

0,00162 

0,1739 

71,10 

0,00190 

0,0372 

20,10 

0,00164 

0,1475 

79,80 

0,00196 

0,0300 

24,650 

0,00166 

0,1252 

81,20 

0,00196 

0,0299 

30,30 

0,00168 

0,1066 

87,20 

0,00201 

0,0262 

34,30 

0,00170 

0,0938 

92,60 

0,00206 

0,0231 

39,30 

0,00172 

0,0825 

98,10 

0,00212 

0,0201 

44,40 

0,00174 

0,0743 

102,10 

0,00219 

0,0179 

49,60 

0,00177 

0,0632 

105,60 

0,00224 

0,0161 

Weitere  Untersuchungen  von  Drewes  erstreckten  sich  auf 
die  spezifische  Wärme  &  der  siedenden  Ammoniakflüssigkeit 
und  der  schon  in  §  27  besprochenen  Methode  von  Dieterici, 
wobei  die  nachstehenden  Werte  gefunden  wurden: 

^  =  —  76.9   —14,85   +11,8  +20,7  +30,9   +41,4   +51,9o 
c'  =  0,737       0,707       0,974      1,088      1,144      1,165      1,174 

Danach  steigt  die  spezifische  Wärme  c',  welche  unterhalb 
—  200  nur  langsam  mit  zunehmender  Temperatur  wächst,  von 
da  ab  bis  +200  rasch  an,  wie  aus  Fig.  96  ersichtlich  ist.  Ver- 
suche von  Elle  au  und  Ennis^)  ergaben  bei  +100  etwa 
c'  =  1,02  in  guter  Übereinstimmung  mit  dem  Diagramm,  wäh- 
rend V.  Strombeck  zwischen  +30o  und  60 o  c'  =  1,229  fand. 
Die  in  unserer  Dampftabelle  enthaltene  Flüssigkeitswärme  ist 
aus  dem  Diagramm  der  Drewesschen  ßeoabachtungen  direkt  ab- 
geleitet worden. 

Für  die  Verdampfungswärme  r  hegen  einige  Versuche  von 
Regnault  vor,  von  denen  einer  sich  gut  mit  einem  solchen 
vonötrombeck  deckt.  Danach  istr  =  297 WE  für ^  = +  170, 
während  die  Veränderlichkeit  diese  Grölse  mit  der  Siedetempe- 
ratur von  den  Physikern  bisher  nicht  experimentell  ermittelt 
wurde.  Ich  habe  daher,  um  wenigstens  eine  erste  Annäherung 
zu  gewinnen,  aus  äufserst  exakten  Versuchen  an  einer  Linde- 
schen Kühlmaschine  durch  ein  im  nächsten  Paragraphen  näher 
besprochenes    Rechnungs verfahren    mit  Hilfe   der   Regnault- 
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Strombeckschen  Zahl  sowie  der  Flüssigkeitswäxme  nach 
Drewes  diese  Veränderlichkeit  abzuleiten  gesucht  und  im 
Mittel 

r  =  304,3  — 0,443^ (13) 

gefunden.  Mit  dieser  empirischen  Formel  sind  die  Tabellen- 
werte  für  r  und  r :  ©  berechnet  worden. 


it 

« 

.    « 

4^ 

X 

B 

/' 

•  (^ 

^/ 

( 

X 

_- 

e^ 

et 

^ 

.^ 


Fig.  96. 


40 


J/V 


Das  spezifische  Dampf volumen  unter  0®  könnte  man  nun  mit 
Hilfe  der  Formeln  (8),  (9)  und  (10)  bei  gegebener  spezifischer 
Wärme  Cp  =  0,52  bzw.  x  =  1,32  (nach  Regnault)  aus  der 
Änderung  der  Flüssigkeitswärme  und  der  Verdampfungswärme 
für  den  durch  Fig.  94  angedeuteten  Kreisprozefs  berechnen.  Für 
^2  =  +  10®  z.  B.  würde  man  alsdann  ^2"  =  0,223  cbm/kg  er- 
halten, während  Dieterici  hierfür  nur  0,206  cbm/kg  fand.  An- 
gesichts dieses  erheblichen  Unterschiedes  bleibt  zunächst  nichts 
weiter  übrig  als  das  Zurückgreifen  auf  eine  Zustandsgieichung, 
welche  die  wenigen  älteren  Beobachtungen  Regnaults  umfalst 
und  gleichzeitig  den  Abweichungen  vom  Gasgesetz  gerecht  wird, 
so  dafs  sie  bis  zum  Sättigungsgebiet  verwendbar  bleibt. 
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In  der  Tat  hat  Ledoux  gezeigt,  dafs  man  die  von  Regnault 
beobachteten  Isotherme  des  überhitzten  Ammoniakdampfes  bei 
-j- 8,1 0  mit  grolser  Annäherung  durch  die  Gleichung 

pv  =  RT—Cp^       (14) 

darstellen  kann,  worin 

R  =  52,64,  C  =  29,78,  f^  =  0,366 
zu  setzen  ist,  wenn  p  in  kg/qm  eingeführt  wird.  Für  die 
Sättigungstemperatur  von  ^  =  -f-  10^  ergibt  diese  Formel 
t;"=  0,211  cbm/kg,  also  einen  Wert,  der  zwischen  dem  von 
Dieterici  beobachteten  und  nach  der  oben  erwähnten  Methode 
berechneten  liegt,  dem  ersteren  aber  ziemlich  nahe  kommt.  Wir 
haben  darum  unter  0^  nach  Zeuners  Vorgang  die  aus  (14) 
mit  Hilfe  der  Regnaultschen  Spannungskurve  berechneten  Werte 
des  spezifischen  Dampf volumens  v",  überO^  dagegen  die  Dieterici- 
schen  Daten  in  unsere  Dampftabelle  aufgenommen,  und  damit 
auch  die  äulsere  latente  Wärme  Ap{v"  —  v')  berechnet. 

Für  das  thermische  Verhalten  des  überhitzten  Ammoniak- 
dampfes muls  man  sich  allerdings  bei  der  grofsen  Unsicherheit 
der  experimentellen  Grundlagen  mit  den  Formeln  (7)  und  (9) 
begnügen,  wobei  man  sowohl  die  Grölse  x  =  1,32  als  auch  Cp  =  0,52 
vorläufig  als  unveränderlich  auch  in  der  Nachbarschaft  der 
Grenzkurve  betrachten  wird. 

§  29.    Theorie  der  Kompressions-Kaltdampfmaschinen. 

Kälteleistung  und  Arbeitsaufwand.  Einflufs  der  Unterkühlung  vor 
dem  Rejrulierventil  auf  den  Verwandlungswert.  Trockener  und  nasser 
Kompressorgang.  Der  wirkliche  Prozefs  der  Kaltdampfmaschinen.  Die 
Verdampfungswärme  von  NHg.  Vergleich  der  Leistungsfähigkeit  von 
Kühlmaschinen  mit  verschiedenen  Kälteträgern. 

Eine  Kühlmaschine,  in  welcher  das  arbeitende  Medium,  der 
sog.  Kälteträger,  aus  dem  flüssigen  Aggregatzustand  in  den 
dampfförmigen  wechselweise  übergeht,  wollen  wir  als  eine  Kalt- 
dampfmaschine  bezeichnen.  Wir  wissen  schon  aus  der 
Theorie  der  Luftmaschine  (§  7),  dafs  zur  Aufnahme  von  Wärme 
bei  niederer  Temperatur  und  Abgabe  derselben  bei  höherer  ein 
Energieaufwand  notwendig  war,  eine  allgemeine  Erfahrungs- 
tatsache, aus  der  wir  in  Kapitel  II  den  zweiten  Hauptsatz  der  Wärme- 
theorie ableiten  konnten.    Wird  nun  in  einer  Kaltdampfmaschine 

Lorenz,  Techn.  Wärmelehre.  22 
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diese  Energie  in  Form  von  mechanischer  Arbeit,  welche  zur  Verdich- 
tung desElälteträgers  in  einem  sogenannten  Kompressor  dient,  zuge- 
führt, so  spricht  man  im  besonderen  von  einer Kompressions- 
Kaltdampfmaschine.  Aus  dieser  Überlegung  geht  hervor, 
dafs  diese  Maschinengattung  im  wesentlichen  als  eine  Umkehrung 
der  gewöhnlichen  Dampfmaschine  aufgefaXst  werden  kann,  deren 
Kreislauf  wir  schon  in  §  23  näher  untersucht  haben.  Trotzdem 
bietet  das  Studium  des  Arbeitsvorganges  der  Kompressions- 
Kaltdampfmaschinen  auch  vom  theoretischen.  Gesichtspunkte 
manches  neue,  weil  einerseits  die  in  den  letzten  Paragraphen 
untersuchten  Körper,  welche  als  Arbeitsflüssigkeiten  hierfür  in 
Frage  kommen,  sich  vom  Wasserdampfe  in  ihren  Eigenschaften 
erheblich  unterscheiden  und  anderseits  Erscheinungen  bei  der 
Verdichtung  zutage  treten,  welche  in  gleicher  Reinheit  bei  der  als 
Motor  verwendeten  Nafsdampfmaschine  nicht  beobachtet  werden 
können. 

Da  die  gebräuchlichen  Arbeitskörper  der  Kaltdampfmaschinen 
nicht  wie  das  Wasser  überall  zur  Verfügung  stehen,  sondern  zu 
ziemlich  hohen  Preisen  käuflich  erworben  werden  müssen,  so  ist 
es  zunächst  unzulässig,  sie  nach  Aufnahme  der  Wärme,  d,  h. 
nach  vollzogener  Kälteleistung  ins  Freie  ent- 
r  ^     weichen   zu   lassen.     Der  Arbeitsprozels   der 

"i^^~^^^  Kaltdampfmaschinen    muls    demnach    ohne 

'^  Ausnahme  ein  geschlossener  sein,  in  dem 

der  Kälteträger  immer  wieder  von  neuem  zur 
Wirkung  gelangt. 

In    einem    meist    aus    spiralig 
gewundenen    Rohren    bestehenden 
Gefäfs   (Fig.  97),    dem    sog.    Ver- 
dampfer oder  Refrigerator  F, 
verdampft     bei     niederer    Tempe- 
ratur die  Arbeitsflüssigkeit,  in  dem 
sie   ihrer   Umgebung,    einer  die  Rohre    um- 
spülenden ,    schwer    gefrierbaren    Salzlösung, 
Wärme   entzieht.     Der  gebildete  Dampf  wird 
alsdann    vom    Kompressor    P   angesaugt, 
verdichtet  und  in  ein  dem  Verdampfer  analog 
gebautes  Gefäfs,   den  Kondensator  0,   ge- 
Fig.  97.  drückt,   wo  er  unter  Abgabe  von  Wärme  an 
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Kühlwasser  wieder  verflüssigt  wird,  um  schlielslich  durch  ein 
Drosselventil  B,  welches  man  gewöhnlich  als  Regulierventil 
bezeichnet,  in  den  Verdampfer  zurückzuströmen. 

Treten  in  den  Verdampfer  stündlich  K2  kg  Salzlösung  mit 
einer  spezifischen  Wärme  c^,  und  wird  die  Temperatur  derselben 
von  T2  auf  72"  0  C  oder  absolut  von  T2  auf  T2"  erniedrigt, 
so  ist 

Q2  =  K2C2{T2'-T2'')  =  K2C2{T2'-T2")  .       .      (1) 

die  Kälteleistung  der  Maschine.  Anderseits  werden  im  Kon- 
densator gleichzeitig  Ki  kg  Kühlwasser  mit  der  spezifischen  Wärme 
Ol  von  Ti"  auf  ti  bzw.  von  Ti"  auf  Ti'  erwärmt,  so  daXs  die 
Kondensatorleistung 

ei  =  ^iq(ri'-0  =  ^iCi(Ti'^Ti").  .  .  (2) 
beträgt.  Damit  die  Wärme  im  Verdampfer  während  der  Än- 
derung des  Aggregatzustandes  des  Kälteträgers  auf  diesen  von 
der  Salzsole  übergeht,  so  mufs  die  Verdampfertemperatur  ^2 
kleiner  sein  als  die  tiefste  Temperatur  der  Salzlösung.  Aufser- 
dem  aber  mufs,  damit  im  Kondensator  während  der  Verflüssigung 
Wärme  an  das  Kühlwasser  abgegeben  werden  kann,  die  Ver- 
flüssigungstemperatur ^1  des  Kälteträgers  höher  sein  als  die  obere 
Kühlwassertemperatur,  sofern  nicht  der  Kälteträger  im  überhitzten 
Zustande  aus  dem  Kompressor  heraustritt.  Sehen  wir  von  den 
in  Wirklichkeit  hier  nicht  sehr  erheblichen  Strahlungs-  und  Lei- 
tungsverlusten ab,  so  stellt  die  Differenz 

ÄL=Q^-Q2      . (3) 

das  Äquivalent  der  Kompressorarbeit  dar,  welche  sich  offenbar 
zwischen  den  Drucken  pi  und  p2  entsprechend  der  Siedetempe- 
ratur ^1  und  ^2  t^zw.  absolut  ©j  und  ©2  abspielt.  Da  diese 
Temperaturen,  wie  wir  schon  sahen,  mit  denen  des  Kühlwassers 
bzw.  der  Sole  nicht  übereinstimmen,  so  ist  der  wirkliche  Arbeits- 
vorgang jedenfalls  kein  idealer,  d.  i.  polytropischer  im 
Sinne  des  §  16,  für  den  die  Beziehung 

-S'iCilgn  ^  =  jff2C2lgn  ^ (4), 

oder  angenähert  bei  geringen  Temperaturänderungen  der  Körper 
Kl  und  K2 

KiC^JT^'-T,")  _  K2C2(T2'--T2") 
Ti'  +  T^"         -        T2'  +  T2"       ' 

22* 
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bzw.  mit  (1)  und  (2) 


Qi 


02 


Ti'  4-  Ti"   ~  Tg'  +  Ta 


(4a> 


gelten  müfste,  aus  der  sich  z.  B.  die  Ausflulstemperatur  de& 
Kühlwassers  berechnet.  Wir  dürfen  demnach  auch  nicht  er- 
wai^ten,  mit  dem  wirklichen  Kreisprozefs  das  durch  die  Gl.  (1) 
bis  (4)  definierte  Verhältnis 

des  Äquivalents  der  Kompressorarbeit  zur  Kälteleistung  im  Ideal- 
falle zu  erreichen,  sondern  werden  uns  mit  einem  erheblich  ge- 
ringen Werte  praktisch  begnügen  müssen.  Um  diesen  zu  er- 
halten, müssen  wir  den  wirklichen  Vorgang  im  einzelnen  ver- 
folgen und  betrachten  hierfür  zunächst  einen  lediglich  innerhalb 
des  Sättigungsgebietes  verlaufenden  Kreisprozefs  (Fig.  98). 

Wir  nehmen,  an,  dafs  der 
Kompressor  aus  dem  Verdampfer 
ein  Gemisch  vom  Drucke  p^ 
und  dem  Dampfgehalte  X2  erhält,^ 
und  dasselbe  mit  dem  Drucke  p^ 
und  dem  Dampfgehalte  Xi  in 
den  Kondensator  fördert.  Dort 
wird  dasselbe  zunächst  verflüssigt 
unter  Ableitung  der  Wärme  Xi  ri,. 
worauf,  da  die  Kühlwasser- 
zuflufstemperatur  Ti"  jedenfalls 
unter  ©i  liegt,  noch  ein  Teil 
der  Flüssigkeitswärme  des  Kon- 
densats vom  Kühlwasser  aufge- 
nommen werden  kann.  Das  Kondensat  verläfst  mithin  den  Kon- 
densator nicht  mit  der  der  Temperatur  ©i  entsprechenden  Flüssig- 
keitswärme gi,  sondern  mit  ^o  <  ^i»  wobei  Qq  einer  nur  wenig^ 
über  Ti"  liegenden  Temperatur  ©o  entspricht  Die  gesamte  Kon- 
densatorleistung ist  demnach  mit  Rücksicht  auf  diese  sogenannte 
Unterkühlung  qi  —  ^o  bei  G  kg  stündlich  zirkulierender 
Menge  des  Kälteträgers 


Fig.  98. 


Qi  =  G-(Qi  —  Qo  +  ^m) 


(6> 
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Mit  der  Flüssigkeitswärme  qo  tritt  das  Kondensat  alsdann 
durch  das  Regulierventil  B  in  den  Verdampfer.  Diese  Dureh- 
strömung  ist  nun  nichts  anderes  als  eine  Abdrosselung,  wie  wir 
sie  schon  mehrfach  behandelt  haben,  und  für  welche,  wenn  wir 
von  der  kinetischen  Strömungsenergie  absehen  dürfen,  d.  h.  wenn 
wir  den  Kälteträger  vor  und  hinter  dem  Regulierventil  im  Ruhe- 
stand betrachten,  die  Gleichung 

^1 +25^1^1  =  U2+P2V2 
gilt.      Mit   Aü  =  q  -]-XQ    und   v  =  v' -{- x  {v"  —  v')   bzw.    mit 
^  -\-  Äp  (v"  — -  v')  =  r  geht  dieselbe  für  unseren  Fall,    wo   vor 
dem  Regulierventil  die  Flüssigkeitswärme  ^o  vorhanden  und  die 
spezifische  Dampfmenge  x  =  0  war,  über  in 

Qo  +  ^PiVi  =  q2  +  ix^^r^  +  ÄP2V2'  ....     (7), 

wenn  wir  mit  x^  die  spezifische  Dampfmenge  hiRter  dem  Re- 
gulierventil bezeichnen.  Für  praktische  Fälle  genügt  es  fast 
immer,  mit  Vi'  =  v^  =  v'  zu  setzen 

^3^2  =  20  — ?2  +  ^(Pi  —  P2)»^'  ....  (7a), 
eine  Formel,  die  sich  für  schweflige  Säure  und  Ammoniak  wegen 
der  sehr  kleinen  Werte  von  v'  gegen  v"  sowie  der  massigen 
Drucke  unter  Vernachlässigung  des  Arbeitsbetrages  A  [pi  — p^v'  in 

^3^2  =  ^0  —  ?2 (7b) 

vereinfacht. 

Im  Verdampfer  wird  schliefslich  unter  Erhöhung  der  spezi- 
fischen Dampfmenge  %  auf  X2  von  der  Salzlösung  die  mit 
der  Kälteleistung  identische  Wärme 

«2  =  G^^2(^-^3) (8) 

aufgenommen,  wofür  wir  auch  unter  Elimination  von  x^  durch 
(7)  schreiben  dürfen 

Ö2  =  G  {x2r2  —  go  +  ä'2  —  -^  (2?i Vi'  —  i?2 V2O}     •     (^a), 
bzw.  angenähert  mit  (7  b) 

Ci2  =  0{x2r2  —  qQ  +  q2)     .....     (8b) 
Die  Kompressorarbeit  L  bestimmt    sich  dann  einfach  nach 
Gl.  (3)   als    Arbeitsäquivalent    der    Differenz    von    Kondensator- 
leistung und  Kälteleistung  mit  (8  b)  zu 

AX=G(5'l  —  ^2  +  ^1^  —  ^2»'2)     •       .       .       •       (9), 
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erscheint  also  vollkommen  unabhängig  von  der  ünter- 
kühlungstemperatur  ©o  vor  dem  RegulierventiL 
Würde  die  Kompression  umkehrbar  adiabatisch  verlauf en> 
so  hätte  man  unter  Einfährung  der  den  Temperaturen  ®i  und  0^ 
entsprechenden  Flüssigkeitsentropien  Si   und  S2' 


womit  Gl.  (6)  übergeht  in 

©1 

Der  Verwandlungswert  unseres  Kreieprozesses  folgt  alsdann 
mit  der  Annäherung  (8  b)  zu 

ÄL_Qi—Q2_  ©1  (x^r^  ,  gl— gp      o,,  cA_i 

oder  auch 

'         ©2  ^^2^2  — 00  +  ^2  V      02  -01  l-rzy^      / 

Beachtet  man  nun,  dafs  die  Temperaturdifferenz  ©i  —  ©2 
zwischen  Kondensator  und  dem  Verdampfer  praktisch  stets  ziem- 
lich klein  ist  gegen  die  Absolutwerte  der  Temperatur,  so  kann 
man  auch  angenähert  schreiben 


'^'-^■=p= 


^■-^■  =  v^  =  ^-^+%    •  ■  -  m 


und  hat  alsdann  für  (11) 

_01        .     ■      0l(Ql-©2)    (      go 1  /gl     ,      g2\]    ...     . 

^-@2~^  +  ^ir2-ga+g2  10102  ©i  +  02l0i"^Ö2/)  ^''*' 
Der  Kreisprozels  der  Kühlmaschine  wird  dem- 
nach einem  Carnotschen  zwischen  der  Verflüssi- 
gungs-  und  Verdampfungstemperatur  um  so  gleich- 
wertiger, je  kleiner  die  in  den  Verdampfer  mitge- 
nommene Flüssigkeitswärme  ^-q  —  g2gßgd  ^16  eigent- 
liche Verdampfungswärme  X2r2  ausfällt.  Aufserdem 
erkennt  man,  dafs  der  Klammerausdruck  und  mit  ihm  das 
ganze  letzte  Glied  der  Gl.  (IIa)  positiv  oder  negativ  wird, 
je  nachdem 

>    gl02  +  g2Ql  ,-3. 
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ist.  Man  kann  also  die  Unterkühlung  der  Flüssig- 
keit vor  dem  Regulierventil  so  weit  treiben,  dals 
der  Verwandlungswert  des  ausgeführten  Prozesses 
günstiger  ausfällt  als  derjenige  eines  Carnotpro- 
zesses  zwischen  denselben  Temperaturgrenzen.i) 
Damit  ist  der  Beweis  geliefert,  dafs  der  Carnotprozels  zwischen 
6>i  und  ©2  sich  nicht  als  Vergleichsmafsstab  für  Kompressions- 
Kühlmaschinen  eignet,  sondern  dals  m^^n  hierzu  auf  die  in  §  16 
besprochenen  polytropischen  Kreisprozesse  zurückgreifen  mufs, 
mit  denen  man  überdies  den  Temperaturänderungen  des  Heiz- 
und  Kühlkörpers  nach  GL  (4)  oder  (4  a)  allein  gerecht  werden 
kann.  Die  Näherungsgleichung  (4a)  definiert  zwar  ebenfalls  einen 
Carnotprozels,  der  aber  zwischen  den  Mitteltemperaturen  der 
beiden  Körper  jKj  und  K2  sich  abspielt  und  dessen  Verwendung 
als  Vergleichsmalsstab  nun  nichts  mehr  im  Wege  steht.  Die 
Formel  (11)  bzw.  (IIa)  gilt  übrigens  nur  so  lange,  als  der  Prozefs 
sich  innerhalb  des  Sättigungsgebietes  vollzieht,  d.  h.  so  lange  die 
gröfsere  spezifiische  Dampfmenge  %  <  1  bleibt.  Dies  führt  mit 
(10)  auf  die  Bedingung 

^-S.'  +  ^'^f (14) 

oder  wegen  (12)  angenähert 

-07  ^  2  &1  +  02  +  ©r    •    •    •    •    (i^a), 

so  dafs  der  Nenner  im  letzten  Gliede  von  (IIa)  einen  Maximal- 
wert nicht  überschreiten  darf. 

Alsdann  ist  im  Grenzfall 

«i  =  ö(ri  +  gi-go)  =  ^ri  (l  +  ^^J    .     .     (6b), 
und  wegen  (10)  mit  a;i  =  1 


>)  Wäre  z.  B.  &^  =  2dS\  &^  =  2ßS^  (entsprechend  ^^  =  +20^ 
d'^  =  —  10<>)  und  qi  =  +  20,  q^  =  —  lO  WE,  so  würde  man  als  Be- 
dingung für  die  Gleichwertigkeit  des  Vorgangs  mit  einem  Carnotschen 
Kreislauf  aus  (13)  g,,  =  -[-  4,2  WE,  d.  h.  eine  Unterkühlung  bis  auf 
etwa  +4,2°C  vor  dem  Regulierventil  erhalten. 
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und  daraus  folgt  der  Verwandlungswert 

V 


1+ 


^l' — ^2' 


-1, 


©1- 


für  den  wir  mit  Rücksicht  auf  die  Kleinheit 

Tenne  im  Nenner  gegen  1  auch  angenähert  setzen  dürfen 


gp— g2  ©1 
©2 
der  beiden  letzten 


m 


—So 


+ 


«0—32 


©2 


^^e. 


oder 


'/!  = 


©L 
©2 


-1  + 


©i''    /ft-9o 


+ 


9o— «2 


■)■ 


-S^'  +  S^'].  .  (Hb) 


©2^1    \     ©1        ^       ©2 

Da  nun  7/  nach  Gl.  (11)  mit  wachsendem  X2  offenbar  ab- 
nimmt, 80  stellt  der  eben  berechnete  Wert  von  rji  ein  Minimum 
von  7}  im  Gültigkeitsbereiche  unserer  Formeln  dar.  Es  fragt  sich 
nun,  ob  etwa  diese  Abnahme  von  ?y  auch  noch  anhält  bei 
weiterer  Vergröfserung  von  X2f  wobei  natürüch  die  adiabatische 
Kompressionslinie  die  Grenzkurve  schneidet,  so  dafs  der  Dampf 
den  Kompressor  überhitzt  verlälst.  In  der  Praxis  kann  man  dies 
leicht  durch  eine  Verstellung  des  Reguüerventils  erreichen  und 
bezeichnet  diese  Betriebsweise  als  trockenen  Kompressor- 
gang, im  Gegensatz  zum 
nassen  Kompressorgang, 
bei  welchem  der  Dampf  noch 
mit  Flüssigkeitsteilen  gemischt 
bzw.  gerade  trocken  gesättigt 
in  den  Kondensator  übertritt. 
Dem  Schnittpunkt  der  Adiabate 
beim  trockenen  Kompressor- 
gange mit  der  äufseren  Grenz- 
kurve (Fig.  99)  möge  nun  die 
absolute  Siedetemperatur  ©  ent- 
sprechen mit  der  Verdampfungs- 
wärme r  und  der  Flüssigkeitsentropie  S\  Alsdann  hat  man  für 
die  spezifische  Dampfmenge  a^  des  vom  Kompressor  angesaugten 
Dampfes  analog  Gl.  (10) 


^ 

/  f^    V 

T 

^^ 

1./ 

i 

^^^ÄVä 

^     t.. 

Fig.  99. 


a?2^2 
©. 


=  6f'  — Ä'o   + 


r 
©^ 


(10a). 
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und  damit  wird,  unter  Beibehaltung  der  früheren  Verhältnisse, 
die  Kälteleistung 

e2=G^(:r2r2-go  +  g2)  =  ö02(^  +>^'-Ä'2-^^j     .     (15), 

während  mit  der  als  veränderlich  angenommenen  spezifischen 
Wärme  Cp  des  überhitzten  Dampfes  und  der  Endtemperatur  T 
desselben  nach  der  Kompression  die  Kondensatorleistung  sich  zu 

T  T 

Öi=^(n+5i~(?o+fM^)  =^^i(l  +  ^^'+^Jc,^         (16) 

ergibt.  Bevor  wir  aus  (16)  und  (15)  den  Verwandlungswert 
bilden,  wollen  wir  die  Verdampferleistung  (15)  noch  etwas  um- 
formen, indem  wür  zunächst  in  der  Klammer  die  Glieder  ri :  ©i 
sowie  Si   hinzufügen  und  abziehen.     Wir  erhalten  so 

oder 

O    -Cr    ®2  llO-   r  ""A   ®>-U   ^''-^^'   « 

«2  -  Gn  ^  ji  +  ^0  -  ö^j  ^+  —,7—  ©1 

Bei  der  Bildung  der  Quotie|^ten  Qi  :  Q2  dürfen  wir  nun,  da 
sowohl  in  (15  a)  wie  in  (16)  sämtliche  übrigen  Terme  klein  gegen  1 
sind,  von  der  schon  für  (Hb)  benutzten  Annäherung  Gebrauch 
machen  und  mit  Vernachlässigung  aller  Produkte  und  höheren 
Potenzen  der  kleinen  Terme  schreiben 

^  _  ®i  /  1     I    9i—qo    ,    «0—^2  öl        ^1^  — ^2^  ..   \        . 


oder  auch 

'^ -  ©2     ^  ^e^rA  e,    +   &^    -^^+^^1 

T 
öl 
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Der  Verwandlungswert  des  trockenen  Kompressorgangs  unter- 
scheidet sich  danach  von  dem  Grenzwert  (Hb)  des  nassen  nur 
durch  Hinzutritt  des  letzten  Gliedes,  dessen  Vorzeichen  wir  noch 
festzustellen  haben.  Zu  diesem  Zwecke  bilden  wir  die  Entropie- 
gleichung desjenigen  Teiles  unseres  Kreisprozesses  (Fig.  99), 
welcher  im  Überhitzungsgebiet  liegt.  Dieselbe  lautet  offenbar, 
wenn  S"  die  Dampfentropie  bedeutet 

T 


oder,  da 
so  folgt 


T 


1 


«1  -'S  +  @^  -  g  -  -  J     T    ■ 

Damit  aber  geht  der  Klammerausdruck  des  letzten  Gliedes 
von  (17)  über  in 

T 

da  im  Überhitzungsgebiet  T  >  ©j  sein  muls.  Wir  dürfen  also 
auch  schreiben 

T 

d.  h,  der  Verwandlungswert  bzw.  der  Arbeitsauf- 
wand für  eine  bestimmte  Kälteleistung  beim 
trockenen  Kompressorgange  ist  gröfser  als  der 
Grenzwert  des  nassen  Kompressorganges,  womit  auch 
bewiesen  ist,  dafs  der  trockene  Kompressorgang  praktisch  un- 
günstigere Ergebnisse  liefern  mütste,  als  der  nasse  mit  gerade 
gesättigtem  Dampf  am  Schlüsse  der  Kompression,  durch  den 
folglich  gerade  die  günstigste  Betriebsweise  gegeben  ist. 

Demgegenüber  haben  sorgfältige  Versuche  an  Kühlmaschinen 
verschied ener    Systeme    ergeben ,     dafs    die    Kompressor- 
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arbeit  für  eine  und  dieselbe  Kälteleistung  unter 
sonst  gleichen  Umständen  mitzunehmendem  Dampf- 
gehalt des  angesaugten  Kälteträgers  innerhalb 
weiter  Grenzen  stetig  abnimmt,  dafs  also  der  Grenzfall 
des  nassen  Kompressorganges  keineswegs,  wie  man  früher  in 
Übereinstimmung  mit  der  oben  entwickelten  Theorie  annahm, 
die  günstigsten  Betriebsergebnisse  liefert.  Den  Schlüssel  für 
diesen  überraschenden  Widerspruch  bietet  der  Vergleich  von 
Kompressordiagrammen  für  nassen  und  trockenen  Gang,  in 
denen  die  Kompressorlinie  auch  dann  vollkommen  stetig  ver- 
läuft, wenn  das  Sättigungsgebiet  zweifellos  überschritten  wurde, 
während  man  hierfür  eine  ünstetigkeit  erwarten  müfste.  Aulser- 
dem  aber  —  und  dieser  Umstand  ist  entscheidend  für  die  Er- 
klärung des  Widerspruches  —  verläuft  die  Kompressionslinie 
bei  einer  und  derselben  Maschine  ganz  unbeeinflufst  von  der 
anfänglichen  spezifischen  Dampfmenge  x^,  und  stimmt  nahezu 
mit  der  Adiabate  des  reinen  überhitzten  Dampfes  ü berein. i) 
Daraus  geht  aber  hervor,  dals  der  in  den  Kompressor  mit- 
gerissene Flüssigkeitsgehalt  auf  den  Kompressionsvorgang  keine 
nennenswerte  Wirkung  ausübt,  da  er  beim  Eintritt  des  Gemisches 
in  den  Zylinder  sich  grölstenteils  an  dessen  Wandungen  als 
Tropfen  niederschlägt,  welche  demnach  nicht  mehr  die  zum 
Temperaturausgleich  mit  dem  Dampfe  erforderUche  grofse  Ober- 
fläche besitzen.  Wir  haben  es  also  in  der  Wirklichkeit  mit 
einem  nicht  umkehrbaren  Vorgang  zu  tun,  desssen  theoretische 
Verfolgung  nunmehr  keine  Schwierigkeiten  bereitet 

Bezeichnen  wir  die  zur  adiabatischen  Kompression  der  Ge- 
wichtseinheit trocken  gesättigten  Dampfes  vom  Drucke  p^  auf  j?2 
mit  Zr'',  die  Hubarbeit  der  Gewichtseinheit  reiner  Flüssigkeit 
mit  Jj^  =  (j?i  —  P2)  v'j  so  ist  beim  Dampfgehalte  x^  die  Kom- 
pressionsarbeit des  Gemisches  von  G  kg 


*)  Nur  bei  sehr  nassem  Dampfe,  der  sich  durch  hydraulische 
8chläge  im  Kompressor  kundgibt,  tritt  die  viel  flachere  Adiabate  für 
Dampfgemische  im  Indikatordiagramm  auf,  wie  neuerdings  D oe der- 
lei n  in  der  Mtinchener  Dissertation:  > Prüfung  und  Berechnung  aus- 
geführter Ammoniak-Kompressions-Kältemaschinen«  (Zeitschr.  f.  Kälte- 
Industrie  1903)  nachgewiesen  hat. 
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oder 

L  =  G{L'-^Xo    (L"  —  L')}      ....     (19) 

Dem  gegenüber  steht  die  Kälteleistung 

80  daüs  der  Verwandlungswert  des  wirklichen  Vorgangs  sich  zu 

,  =  ^^^^'  +  ^(^"-^\     ...     (20) 
'         Ö2  ^r2  —  qo  +  q2 

ergibt.  Bei  der  Geringfügigkeit  der  Flüssigkeitsarbeit  L\  die  wir 
ja  ohnehin  schon  in  Q2  vernachlässigt  haben,  vgl.  oben  (8  a) 
und  (8  b),  dürfen  wir  hierfür  auch  setzen 

"^  ~  aJarg  —  ?o  +  «2 
oder 

^=i^(''-^*)  •  ■  •  •  (^^). 

und  hieraus  erkennt  man,  da  q^  —  3^2  >  0  ist,  dafs  1  :  r^  mit 
wachsendem  X2,  also  zunehmender  Trockenheit  des  Dampfes 
wächst,  oder  dals  der  Verwandlungswert  bzw.  das  Ver- 
hältnis der  Kompressorarbeit  zur  Kälteleistung  mit 
steigendem  Dampfgehalte  in  Übereinstimmung  mit 
der  Erfahrung  abnimmt.  Für  den  kleinsten  Wert  von 
X2  =  Xs,  mit  dem  das  Gemisch  vom  Regulierventil  in  den  Ver- 
dampfer tritt,  wird  wegen  (7  b)  1  : 7;  =  0,  die  Maschine  also 
wirkungslos,  für  x^  =  1  dagegen  wird 

ly.,^^^ (^M 

ein  Maximum  beim  Austritt  aus  dem  Sättigungsgebiet.  Saugt 
man  im  Kompressor  schon  überhitzten  Dampf  an  (Fig.  100),  was 
praktisch  naturgemäls  nur  innerhalb  sehr  enger  Grenzen  durchführ- 
bar ist,  so  kann  man  die  Änderung  des  Verwandlungswertes 
wenigstens  unter  der  Annahme  verfolgen,  dafs  sich  der  über- 
hitzte Dampf  wie  ein  vollkommenes  Gas  verhält,  deren  spezi- 
fische Wärme  Cp  konstant  ist.  Bedeutet  dann  T2  die  Temperatur 
des  Dampfes  beim  Ansaugen,  so  ist  die  Kälteleistung 

Qo'  =  GJr2-(Zo  +  (Z2  +  Cp02(-^~l 
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während  die  neue  Arbeit  L  sich  zu  L"  verhält  wie  die  abso- 
luten Temperaturen  T2  :  ©2-  Wir  erhalten  also  für  den  rezi* 
proken  Verwandlungswert  bei  vollständig  überhitztem  Kompressor* 
gange 


Fig.  100. 


oder 


1^ 


d 


AL' 


02 


^2  — 30  +  ^2— Cp@2 


ÄL" 


Cp  &2 

AL" 


(20  c) 


&2 


Dieser  Wert  nimmt  aber  mit  wachsendem  T2  :  ©2  ab,  so 
dals  in  der  Tat  für  T^  =  ©2>  d.  h.  für  das  Ansaugen 
trocken  gesättigten  Dampfes  ein  absolutes  Maxi- 
mum von  1  :  7y  existiert.  Es  hat  demnach  auch  vom 
Standpunkte  unserer  Theorie  keinen  Zweck,  über- 
hitzte Dämpfe  anzusaugen,  was  man  übrigens  in  der 
Praxis  wegen  der  hierbei  unvermeidlich  hohen  und  für  die  Stopf- 
büchsen schädlichen  Temperaturen  am  Ende  der  Kompression 
gern  vermeidet. 

Nach  der  soeben  entwickelten  Theorie  ist  der  beim  An- 
saugen vorhandene  Flüssigkeitsgehalt  1  —  X2  des  Gemisches 
unverändert  nach  der  Kompression  noch  vorhanden.  Dann 
allerdings  findet  während  des  Hinausschiebens  aus  dem  Kom- 
pressor eine  Durcheinanderwirbelung  statt,  wobei  die  Flüssig- 
keit auf  Kosten  der  Überhitzungswärme  verdampft.     Ist  T  die 
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wahre  Endtemperatur  der  Kompression,  so  vermindert  sich  die- 
selbe sofort  auf  Ti,  so  zwar,  dals 

T 

{l  —  x<^  ri  =  ^CpdT (21) 

Man  beobachtet  demnach  bei  nassem  Kompressorgang  gar 
nicht  die  wahre  Überhitzungstemperatur  T  des  Kälteträgers, 
sondern  nur  die  scheinbare  Ti,  mit  welcher  sich  alsdann  die 
Kondensatorleistung  zu 

Qi  =  0{n-^q^-qo-{-^CpdT)       ,     .     .      (22) 

berechnet.  Für  den  Fall,  dals  man  den  überhitzten  Dampf  auch 
in  der  Nachbarschaft  der  Grenzkurve  als  vollkommenes  Gas  auf- 
fassen darf,  was  für  Ammoniak  und  schweflige  Säure  angenähert 
zulässig  ist,  wird  mit  Cp  =  Konst.  die  Auswertung  der  Integrale 
in  (21)  und  (22)  sofort  möglich,  während  anderseits  die  Über- 
hitzungstemperatur sich  durch  die  untere  Sättigungstemperatur 
und  das  Druckverhältnis  nach 


Pi\ 


1. 
bestimmt.     Weiter  folgt  dann  aus  (21)  und  (22) 

(1--X2)  ^i  =  cp(T~ri)    .   .   .   . 

Qi  =  (^{ri  +  qi-qo  +  Cp{T^^0^)}     .     . 
während  in  die  Formel  für  die  Kompressionsarbeit  (19) 
L'  =  (pi  -  P2")  v\ 
und 

X—  1 


-=«v.~:^l(l)'-.l 


.     (23) 

(21a), 

(22a), 


(24) 


einzusetzen  wäre. 

Die  zuletzt  entwickelten  Formeln  (23),  (21a)  und  (22a)  habe  ich 
nun  im  Verein  mit  (8b)  dazu  verwendet,  aus  den  schon  im  vorigen 
Paragraphen  erwähnten  Münchener  Versuchen *)  die  Veränderlich- 


*)  C.  Linde:  Die  wifisenschaftlichen  Ergebnisse  der  Mänchener 
Kälte- Versuchsstation.  Zeitschrift  des  Vereins  der  Ingenieure  1903, 
S.  1071. 
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keit  der  Verdampfungswärme  des  Ammoniaks  zu  bestim- 
men, wobei  ich  in  erster  Annäherung 

r  =  ro  —  «  ^ 

setzte.  Da  nach.  Regnault  und  v.  Strombeck  für  +  16,5®  C 
r  =  297WE  war,  so  folgt  auch 

297  =  ro  —  a  16,5  =  ro  —  «  ^o 
oder 

r  =  297  +  a  (16,5  -  d'), 

so  dafs  nur  die  Unbekannte  a  durch  die  Versuche  zu  bestimmen 
bleibt.  Eliminiert  man  nun  aus  (8b)  und  (22a)  die  wegen  der  inneren 
TJndichtheit  des  Kompressors  niemals  direkt  mefsbare  zirkulierende 
Menge  G  des  E^lteträgers,  so  erhält  man  zunächst  die  Gleichung 

oder  da  nach  (21a) 
ist,  auch 

Hierin  berechnet  sich  T  aus  Gl.  (23)  mit  x  =  1,32,  während  die 
Temperaturen  T^  und  &^  wie  @^  bzw.  T^,  ^^  d'^  durch  Beobach- 
tungen ebenso  direkt  gegeben  sind,  wie  die  mit  Hilfe  der  gemessenen 
Strahlungs-  und  Leitungsverluste  korrigierten  Kondensatorleistung  Q^ 
und  die  Kälteleistung  Q^.  Weiterhin  setzen  wir  Cp  =  0,52  und  ent- 
nehmen schliefslich  die  Flüssigkeitswärmen  der  nach  Drewes  berech- 
neten Spalte  unserer  Dampftabelle.  Alsdann  bleiben  nur  noch  die 
beiden  Verdampfungswärmen  r^  und  r,  als  Unbekannte  übrig,  für 
die  wir 

rj  =  297  +  « (16,5  —  &,) 
r,  =  297  +  «  (16,5  —  ^j) 

einsetzen,  wo  &i  =  273  —  0^  und  t?*,  =  273  —  0^  ist.  Für  den  auf 
der  rechten  Seite  der  Gleichung  erscheinenden  Quotienten  r, :  r^  dürfen 
wir  wegen  der  Kleinheit  der  mit  a  behafteten  Glieder  auch,  angenähert 
schreiben 

1+^(16.5-^,  „ 

-= ^  +  äq?  (*'  ~  *»^' 

»••       1+^(16.6-^0  ^^ 

womit  die  ganze  Gleichung  in  a  linear  wird. 
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Die  der  Berechnung  zugrunde  liegenden  Beohachtungsdaten  für 
fünf  Versuche  sind  in  der  nachstehenden  Tabelle  mit  den  daraus  be- 
rechneten Werten  von  «  zusammengestellt.  Die  Temperatur  vor  dem 
Begulierventil  wurde  dabei  nach  Linde  in  Übereinstimmung  mit 
eigenen  Erfahrungen  1*^  höher  als  die  ZufluTstemperatur  des  Kühl- 
wassers angenommen,  woraus  sich  die  entsprechende  Flüssigkeits- 
wärme Qo  aus  den  Versuchen  von  Drewes  ergab. 


Versuchs-Nr.      I 

n 

m 

IV 

V 

gegeben : 

p,:p,=      2,2 

2,77 

3,68 

5,13 

4,06 

^i=+21,2 

20,9 

19,8 

19,2 

32,4   oQ  daraus  <9i 

&,=   -1,2 

-7,3 

-15,0 

-22,8 

-8,0  0, 

>        0, 

berechnet  aus  (23): 

T=     328 

349 

354 

373 

385    ^> 

>             T 

gegeben: 

T,  =    +40 

50 

46 

69 

54     0  , 

'       T, 

Q^  =   95  300 

75  900 

54100 

40  000 

68  300  WE 

pro  Std. 

>        ft  =   86200 

66  800 

45  500 

32  300 

55  700     » 

»             » 

>        g,  =  +20,7 

+  20,5 

+  19,4 

+  18,7 

+  32,0     > 

*      kg 

>         qo-=+lOfi 

+  10,4 

+  10,1 

+  10,2 

+  10,3     , 

>       > 

>         q.=   -1,0 

-5,8 

—  12.0 

—  16,9 

-6,4      * 

>       > 

berechnet: 

a  =    0,397 

0,610 

0,377 

0,261 

0,563 

Der  Mittelwert  von  «  wird  hiernach  0,433 ;  allerdings  zeigt  a  eine 
entschiedene  Zunahme  mit  der  Mitteltemperatur  ^  (^j  +  d"^),  von  deren 

Berücksichtigung  wir  aber  angesichts  des  provisorischen  Charakters 
der  ganzen  Methode  absehen  wollen.  Als  Kontrolle  für  die  Zulässig- 
keit  derselben  kann  die  getrennte  Bestimmung  der  zirkulierenden  Ge- 
wichte G  aus  der  Kondensator-  and  Verdampferleistung,  d.  h.  mit 
Hilfe  der  Gl.  (22a)  und  (8b),  nachdem  wir  mit  ««  =  0,433  und  ro  =  304,3 
die  Gröfsen  r^  und  r^  sowie  aus  (21a)  x^  berechnet  haben.  Es  findet 
sich  so  für  die  fünf  Versuche,  wenn  wir  die  getrennten  Werte  mit  G^ 
und  0^2  ^ür  Kondensator  und  Verdampfer  bezeichnen, 
Xa  =  0,974  0,964  0,938  0,945  0,896 
Ö^i  =     303        237,0        170,0  123  211  kg  pro  Std. 

G^  =     301        238,5        168,5  120  215    »       >       >   , 

die  Übereinstimmung  ist  also  befriedigend. 

In  der  Hauptsache  dient  die  oben  entwickelte  Theorie  aller- 
dings zur  vergleichenden  Berechnung  der  Leistungsfähigkeit  von 
Kühlmaschinen    mit    verschiedenen    Kälteträgem    unter     sonst 
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gleichen  äulseren  Verhältnissen.  Die  Unsicherheit  des  ther- 
mischen Verhaltens  der  überhitzten  Dämpfe,  welches  für  die 
Kompression  praktisch  immer  maTsgebend  ist,  wird  glücklicher- 
weise durch  die  Erfahrungstatsache  ziemlich  behoben,  dafs  für 
alle  vorkommenden  Verhältnisse  die  adiabatische  Kompressions- 
linie nach  dem  Gesetze 

(25) 

verläuft,  worin  für 


C02 

8O2 

NH3 

=  1,30 

1,26 

1,32 

=  4,33 

4,85 

4,12 

=  0,231 

0,206 

0,242 

gesetzt  werden  kann.  Der  Endzustand  nach  der  Kompression 
ist  demnach  durch  das  Volumen  bestimmt,  wenn  der  Druck  im 
Kondensator  und  der  Zustand  der  angesaugten  Dämpfe  vor- 
gelegt ist.  AuTserdem  kennt  man  damit  die  Kompressorarbeit 
aus  GL  (24)  und  die  Kälteleistung  aus  (8  b),  woraus  sich  die 
theoretische  Kondensatorleistung  durch 

berechnet,  ohne  dafs  man  über  die  spezifische  Wärme  Cp  irgend- 
welche Annahme  zu  machen  genötigt  ist.  Umgekehrt  kann  man 
hieraus  sogar  auf  die  Veränderlichkeit  von  Cp  schlielsen,  was  wir 
ja  in  der  Tat  in  §  28  bei  der  Besprechung  der  schwefligen  Säure 
getan  haben. 

Wir  setzen  nunmehr  für  die  Berechnung  von  Beispielen  voraus, 
dafs  für  alle  drei  Kälteträger  bei  derselben  Verdampfertemperatur 
^2  =  —  10<*C,  also  (92  =  263®  gerade  trocken  gesättigt  angesaugt 
werden  möge,  während  die  Kondensatortemperatur  einmal  ^^  ==  -j-  20  ® 
im  anderen  Falle  -f-SO®  sei.  AuTserdem  werde  für  jeden  Fall  zuerst 
angenommen,  dafs  der  Kälteträger  im  Siedezustande  dem  Regulier- 
ventil zuströmt,  und  dann,  dafs  er  auf  die  Zuflufstemperatur  des 
Kühlwassers  r/  =  -[-  10  <>  vorher  unterkühlt  wird.  Auf  diese  Weise 
erhalten  wir  für  jeden  der  drei  Körper,  CO^,  80^  und  NH^  vier  Kreis- 
prozesse, deren  entsprechende  Zahlenwerte,  in  der  folgenden  Tabelle 
nebeneinander  gestellt,  einen  Vergleich  ermöglichen.  Die  zunächst 
für  je  1  kg  des  Kälte trägers  berechneten  Kälteleistungen  und  Kom- 
pressorarbeiten sind  dann  auf  1  PS  umgerechnet,  dem,  wie  schon 
früher  angenommen,  637  W£  als  Wärmeäquivalent  entsprechen. 
Lorenz,  Techn.  Wännelehre.  23 
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Den  Kondensator-  and  Verdampfertemperataren  unserer  Beispiele 
entspricht  nun  in  Wirklichkeit  eine  Zuflufstemperatur  des  Kühlwassers 
von  etwa  V  = -j- 10  <^  und  eine  Abflufstemperatur  von  t,"=-j-20° 
bzw.  30  ^  wobei  wegen  der  erheblich  höheren  Temperatur  des  Über- 
hitzten Kälteträgers  beim  Eintritt  in  den  Kondensator  immer  noch 
Wärme  an  das  Wasser  abgegeben  werden  kann.  Die  Soletempera- 
turen im  Verdampfer  dürften  alsdann  r,'  =  —  2  und  Tj"  =  —  6°  be- 
tragen, denen  eine  Mitteltemperatur  von  t,  =  —  4*  bzw.  T,  ==269® 
•entspricht.  Daraus  ergeben  sich  für  unsere  beiden  Kondensatortempe- 
rataren (20°  und  30°)  zwei  polytropische  Vergleichsprozesse,  welche  nach 

<jrl.  (4  a)   zwei   Oarnotschen   Prozessen   mit  den   oberen  Temperaturen 

^ (10  -f  20)  =  15°  und  i-  (10 + 30)  =  20  °  äquivalent  sind,  denen  die  Ver- 
wandlungswerte 

_.15  +  4 


269 


=  0,071 


entsprechen.  Diesen  Werten  kommen  die  beiden  Kreisprozesse  der 
Schwefligsäure  mit  Unterkühlung  auf  +10°  vor  dem  Regulierventil 
am  nächsten,  dann  folgt  das  Ammoniak  und  am  ungünstigsten  er- 
scheint die  Kohlensäure.  Die  Wirkung  der  letzteren  wird  auch  durch 
Wegfall  der  Unterkühlung  am  empfindlichsten  berührt,  was  einfach 
in  dem  relativ  grofsen  Verhältnis  der  Flüssigkeitswärme  zur  Ver- 
dampfungswärine  bei  diesem  Körper  begründet  ist.  Trotzdem  hat  die 
Erfahrung  ergeben,  dafs  beim  Vorhandensein  hinreichender  Unter 
kühlung  alle  drei  Maschinengattungen,  wenn  die  Koudensatortempe- 
ratur  -(-25°  nicht  übergehreitet,  praktisch  ziemlich  gleichwertig  sind, 
<i.  h.  ungefähr  dieselbe  Kälteleistung  pro  indizierte  Kompressorpferde- 
stärke  aufweisen.  Dies  erklärt  sich  einfach  dadurch,  dafs  einerseits 
die  Kohlensäurekompressoren,  die  man  der  hohen  Pressungen  wegeü 
mit  selbstdichtenden  Kolbenliderungen  (z.  B.  Lederstulpen)  ausrüstet, 
weniger  unter  inneren  Undichtheiten  leiden,  als  die  beiden  anderen 
Maschinengattungen,  während  anderseits  die  Schwefligsäuremaschinen 
wegen  der  geringen  Dichtheit  ihrer  Dämpfe  und  der  hohen  Geschwin- 
digkeit derselben  in  den  Ventilen,  besonders  dem  Ammoniak  gegen- 
über, erhebliche  Ventil  Überdrücke  und  Depressionen  bedingen,  welche 
den  praktischen  Verwandlungswert  vergrölsern.  Dies  schliefst  natür- 
lich nicht  aus,  dafs  man  durch  geeignete  Vorsichtsmafsregeln  in  Ver- 
suchsstationen besonders  günstige  Leistungen  erzielen  kann,  welche 
zwar  ein  hohes  theoretisches  Interesse,  aber  nur  eine  geringe  prak- 
tische Bedeutung  besitzen. 

23* 
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§  30«    Der  überhitste  Wasserdampf  und  die  Theorie  der 
Heifsdampfmaseliine. 

Die  Zastandflgleichang,  spezifische  Wärme  bei  konstantem  Dmck  an<f 

konstantem    Volumen.     Cp    nach    Lorenz.     Die   Theorie    der    Heils- 

dampfmaschine.    Die  Boalvinschen  Diagramme. 

Die  Eigenschaften  des  gesattigten  Wasserdampfes  sowie  das 
Verbalten  der  Gremische  derselben  mit  flüssigem  Wasser  bei  mn- 
kehrbaren  und  nicht  mnkehrbaren  Zustandsandenmgen  haben 
wir  bereits  in  den  §§  19  bis  22  kennen  gelernt  und  im  §  23  darauf 
eine  Theorie  der  Naisdampfmaschinen  gerundet.  Vom  über- 
hitzten Wasserdampf  sind  wir  dagegen  z.  Z.  nur  sehr  unvoll- 
kommen unterrichtet,  wenn  auch  der  Verlauf  seiner  Isothermen 
in  einem  ziemlich  weiten  Intervall  durch  Battelli  festgelegt 
wurde,  welche  nach  Tumlirz  der  einfachen  Zustandsgieichung 

P{v—Vq)  =  RT (1) 

mit  grolser  Annäherung  genügten.  Diese  Gleichung  stimmt  auch 
noch  befriedigend  mit  den  aus  Regnaults  Angaben  unter 
Zuhilfenahme  der  Clapeyronscheu  Gleichung  berechneten  Sät- 
tigungsvolumen v",  so  daTs  sie  für  technische  Zwecke  wohl  ver- 
wendbar erscheint.  Aus  derselben  folgt,  wie  in  §  25  gezeigt 
wurde,  dafs  die  beiden  spezifischen  Wärmen  cp  und  Cv  durch  eine 
und  dieselbe  Temperaturfunktion  mit  verschiedenen  additiven 
Konstanten  darstellbar  sind,  so  dals  wir  auch  schreiben  können 

c„  =  c2+/(r)j ^^^' 

während 

Cp  —  Cf  ^  Ci  —  C2  =  AB (3) 

ist.    Für  das  Verhältnis  der  spezifischen  Wärme  ergibt  sich  weiter 


Cp       Ci-tf{T) 


(4> 


c,-c^-\-f{T)      •     •     •     •     • 
oder  angenähert  für  nur  geringe  Änderungen  mit  der  Temperatur 


X  ^= 


Wächst  nun/(T)  mit  der  Temperatur,  so  nimmt,, 
daci>C2,  das  Verhältnis  x  mit  steigender  Tempe- 
ratur ab.    Zur  Prüfung  dieser  Folgerungen  steht  uns  zunächst 
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die  in  der  Tumlirschen  Gleichung  enthaltene  Gaskonstante  B  = 
46,7  zur  Verfügung,  welche  auf 

Cp  —  Cv  =^  Ci  —  C2  =  0,11 (3a) 

führen  würde.  Weiterhin  haben  Versuche  von  Mallard  und 
Lechatelier,  auf  die  wir  in  §  34  zurückkommen  werden, 
für  die  spezifische  Wärme  des  überhitzten  Wasserdampfes  bei 
konstantem  Volumen 

Cv  =  0,212  -f  0.000364  T (2  a) 

ergeben,  wonach  mit  a  =  0,000364  die  Funktion  in  (2)  die  sehr 
-einfache  Form 

fiT)=.aT (6) 

Annimmt  und  wegen  (2) 

Cp  =  0,322  +  0,000364  T (2  b) 

«ein  mülste.  Eine  ganz  gleichgebaute,  aus  denselben  Versuchen 
abgeleitete  Formel  für  Cp,  deren  Konstante  nur  wegen  anderer 
Wahl  des  B  nicht  genau  mit  denjenigen  von  (2  b)  überein- 
stimmen, hat  zuerst  Weyrauch i)  angegeben.  Anderseits  hat 
Regnault  eine  Versuchsreihe  hierüber  bei  atmosphärischem 
Druck  zwischen  den  Temperaturen  -f-1280  und  +217^  ange- 
stellt und  im  Mittel,  also  für  rund  r  =  1720  bzw.  r  =  4450 
Cp  =  0,4805  gefunden,  während  (2b)  hierfür  Cp  =  0,4795  ergibt; 
diese  Übereinstimmung  ist  sehr  befriedigend. 

Zur  Prüfung  der  Konstanten  Ci  =  0,322  in  (2  b)  steht  uns 
Aber  noch  eine  weitere  Kontrolle  zur  Verfügung.  In  §  24  leiteten 
wir  für  die  Abdrosselung  eines  unvollkommenen  Gases  um  dp 
unter  gleichzeitiger  Wärmezufuhr  dQ  die  Formel  (4  c) 

1)  Weyrauch:  >Von  den  überhitzten  Dämpfen <,  Zeitschrift  d. 
V.  d.  Ingenieure  1876  und  1877.  Weyrauch  empfiehlt  übrigens  eine 
Zustandsgieichung  von  der  Form 

p  (v^v")  =  B{T^0\ 
worin  v''  und  O  die  dem  Drucke  p  entsprechenden  Werte  ifür  trocken 

B0 

gesättigten  Dampf  bedeuten.     Mit v"  =  Vq  würde  diese  Formel 

P 
in  die  Tumlirzsche  übergehen.  Siehe  auch  die  sehr  lesenswerte  Zu- 
«ammenstellung  von  Weyrauch:  >Über  die  spezifischen  Wärmen  des 
überhitzten  Wasserdampfes <  a.  a.  0.  1904,  in  der  zahlrsiche  Versuche 
zur  Berechnung  von  Cp  diskutiert  und  mit  der  Erfahrung  verglichen 
werden. 
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dT 
ab,  worin  -r—  sich  auf  die  Temperaturänderung  beim  Abdrossek> 

bezog,  welche  z.  B.  für  Luft  und  CO2  Thomson  und  Joule 
versuchsmäXsig  mit  dQ  =^0  ermittelten,  und  Cp"  die  spezifiBche 
Wärme  in  unmittelbarer  Nachbarschaft  der  Grenzkurve  be- 
deutet.   Da  nun  nach  der  Zustandsgleichuug   von  Tumlirz  für 

Wasserdampf  v^]     =  0  ist,  so  folgt  für  dQ=Q  und  €^=c^"' 

~  Tum 

^        dp  d(J 
worin  nach  Regnault  X  =  606,5  +  0,305  ^   zu   setzen   ist     Für 

dT 
den  vollkommenen  Gaszustand  hat  man  hieraus  wegen  ~ß~  =^ 

einfach 

dl 
V'=Jö  =  0,305 (7a). 

Angesichts  des  Umstandes,  dals  dieser  Wert  ebenso  wie  die 
Konstante  c^  =  0,322  durch  Extrapolation  aus  empirischen  For- 
meln gewonnen  wurde,  ist  die  Übereinstimmung  nicht  unbe- 
friedigend. 

Wenn  auch  die  Formel  (2  b)  aus  Versuchen  mit  ziemlich 
grolsen  Temperatur-  und  Drucksteigerungen  abgeleitet  ist,  so  er- 
scheint doch  ihre  Anwendung  in  der  Nähe  des  Sättigungsgebietes 
ohne  weiteres  nicht  gerechtfertigt,  da,  wie  wir  wissen,  Cp  längs- 
der  äulseren  Grenzkurve  mit  der  Siedetemperatur  bzw.  dem 
Drucke  bis  zum  Werte  00  im  kritischen  Punkte  (0*  =  637  o) 
steigen  muls.  Aus  Durchströmungsversuchen,  welche  Grindley 
(1900)  und  ganz  neuerdings  Grielsmann')  nach  dem  Muster 
von  Thomson  und  Joule  (siehe  §  24)  mit  Wasserdampf  an- 
gestellt haben,   ergab  sich  zwar  eine  viel  stärkere  Zunahme  voa 


^)  Griefsman:  Die  Erze ugungs wärme  des  überhitzten  Wasser* 
dampfes  und  sein  Verhalten  In  der  Nähe  der  Kondensationsgrenze, 
Zeltschr.  d.  V.  d.  Ing.  1903. 


•'^^v.^ 
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Cp  mit  der  Temperatur  in  der  Nahe  der  Grenzkurve  als  nach 
Gl.  (2  b)  zu  erwarten  ist,  dagegen  trat  die  von  der  Theorie  ge- 
forderte Zunahme  mit  dem  Drucke  nicht  hervor.  Es  dürfte 
daher  zweckmälsiger  sein,  statt  ajler  Umwege  .auf  direkte  Be- 
stimmungen von  Cp  auszugehen,  wie  sie  der  Verfasser  i)  mit 
Unterstützung  des  Vereins  deutscher  Ingenieure  unternommen 
hat.  Dieselben  führten  auf  die  in  Tabelle  XXIII  zusammengestellten 
Ergebnisse,  aus  denen  hervorgeht,  dals  der  überhitzte  Wasser- 
dampf sich  in  der  Nähe  des  Sättigungsgebietes  ganz  ähnlich 
verhält,  wie  die  Kohlensäure  nach  den  Versuchen  von  Lusanna 
(siehe  §  27).  Meine  Resultate  schliefsen  sich,  was  für  ihre  Zu- 
verlässigkeit wohl  nicht  ohne  Bedeutung  ist,  für  tiefe  Drucke 
gut  an  die  Werte  von  Regnault  an,  und  bestätigen  in  der  Haupt- 
sache wenigstens  einige  Versuche  von  C.  v.  Bach 2),  welcher  die 
Erzeugungswärme  überhitzten  Wasserdampfes  durch  Konden- 
sation in  einem  Kalorimeter  ermittelte. 


Tabelle  XXIII.    Spezifische  Wärme  von  Wasserdampf 
nach  Lorenz. 


Abs.  Druck     .     .    kg/qcm 
Temperatur    .     .     .     t^O 
Spez.  Wärme ...         Cp 

8,97 
222,4 
0,698 

8,98 
262,0 
0,640 

8,98 
313,8 
0,570 

Abs.  Druck    .     .     kg/qcm 
Temperatur    .     .     .    t«C 
Spez.  Wärme.     .     .         Cp 

6,82 
207,6 
0,622 

6,82 
279,3 
0,669 

6,95 
321,0 
0,555 

Abs.  Druck     .     .     kg/qcm 
Temperatur     .     ^    .     t°C 
Spez.  Wärme.     .     .         Cp 

4,31 
205  4 
0,583 

4,05 
294,5 
0,484 

3,94 
338,7 
0,478 

Abs.  Druck     .     .     kg/qcm 
Temperatur     .     .     .     t^C 
Spez.  Wärme.     .     .         Cp 

1,98 
202,6 
0,531 

1,89 
294,0 
0,492 

— 

Für  die  Theorie  der  Heilsdampfmaschinen,  in  denen 
anstatt  gesättigter  überhitzter  Wasserdampf  zur  Arbeitsleistung 


*)  Lorenz:  Die  spezifische  Wärme  des  überhitzten  Wasser- 
dampfes bei  konstantem  Druck.     Zeitschr.  d.  V.  d.  Inpr.  1904. 

»)  V.  Bach:  Zur  Frage  des  Wärmewertes  des  überhitzten  Wasser- 
dampfes, Zeitschr.  d.  V.  d.  Ing.  1902. 
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herangezogen  wird,  wollen  wir  angesichts  dieser  Resultate  allge- 
mein voraussetzen,  daTs  die  spezifische  Wärme  bei  konstantem 
Druck  durch  die  Reihe 

Cp  =  Ci  +  aiT  +  «2r2+ (8) 

dargestellt  wird,  in  der  sowohl  Ci  als  auch  die  Koeffizienten  a 
reine  Druckfunktionen  sind.  Die  zur  Überhitzung  des  Dampfes 
von  einer  Sättigungstemperatur  0  auf  T  nötige  Wärmezufuhr 
ist  somit 

[«p  =Jcpdr  =  ci  (r- @) +  |(r2-02)+ |(r»- 03)  + (9) 

KW 

und  der  entsprechende  Entropiezuwachs 

T 

S-S"=  rcp^  =  Cilgn|  +  «i(r-0)+|-(r2-02)+  (10), 


wenn  wie  früher 


^'  +  ^ 


0 


die  Entropie  des  trocken  gesättigten  Dampfes  und  S'  die  Flüssig- 
keitsentropie für  die  Temperatur  @  bedeuten,  welche  mit  dieser 
durch  den  Sättigungsdruck  p  gegeben  sind.  Da  dies  auch  für 
die  Koeffizienten  Ciaia2  .  .  .  zutrifft,  so  ist  in  unserer  Formel 
die  Entropie  des  überhitzten  Dampfes  durch  den  Druck  p  und 
die  Temperatur  T  bestimmt,  während  sich  das  zugehörige  Vo- 
lumen aus  der  Zustandsgieichung  berechnet.  Ist  nun  ein  An- 
fangszustand durch  pi  bzw.  @i  und  Ti  sowie  die  zu  pi  gehörigen 
Koeffizienten  Ci  «i'  «2'  •  •  •  gegeben,  so  ergibt  sich  die  Gleichung 
der  Adiabate  zu 

Si--S"  =  Cilgn|-  +  ai  (T-©)+"|(r2-02)  +  ... 

-  ci'  Ign  1^  +  «1'  (Ti  -  ©1)+  -( {T,^  -  0i2)  +  .     (10a), 
oder,  wenn  wir  noch  für  Wasserdampf 

unter  Einführung  der  spezifischen  Wärme  c  des  Wassers  setzen 


,       §  30.    Der  überhitzte  Wasserdampf  etc.  361 

=  ci  lgn|  +«1  {T  -@  )+|  (T-^  -02  )+  . . .     (lob) 

Expandiert  der  Dampf  auf  dieser  Adiabate  bis  zu  eineiu 
Punkte  p  =P2  uiid  T  =  T2  in  unmittelbarer  Nähe  der  Grenz- 
kurve, so  dürfen  wir  für  die  kleine  Überhitzung  von  ©2  auf  T^  auch 
unter  Weglassung  der  Glieder  mit  höheren  Potenzen  von  T2 
und  ©2  angenähert!)  schreiben 

womit  sich  Gl.  (10b),  in  der  wir  noch  r  =  r2  und  Ö=  ©2  zu 
setzen  haben  vereinfacht  in 

=  (ci  +  «i©2)(r2-6>2) (10c) 

Die  rechte  Seite  dieser  Formel  ist  aber  offenbar  schon  der 
Näherungsausdruck  für  die  Überhitzungswärme  von  ©2  auf  T2 
bei  dem  unteren  Drucke  ^2»  wovon  wir  sogleich  weiteren  Ge- 
brauch machen  wollen.  Wir  denken  uns  nunmehr  den  mit  der 
Temperatur  TVj  und  dem  Drucke  P2  aus  dem  Arbeitszylinder 
einer  Dampfmaschine  entweichenden  Dampf  abgekühlt  und  kon- 
densiert, wobei  pro  1  kg  die  Wärme 

(22==r2  +  (ci  +  ai©2)(r2-©2)  .     .     .     .     (12) 

im  Kondensator  abzuführen  ist.  Wird  dann  das  Kondensat  von 
der  Speisepumpe  gerade  im  Siedezustande,  also  mit  der  Flüssig- 
keitswärme ^2  ^^  deii  Kessel  übergeführt,  in  welchem  der  Druck 
jpi  herrscht,  dessen  Siedetemperatur  ©1  die  Flüssigkeitswärme  qi 
entspricht  (Fig.  101),  so  mufs  dort  das  Wasser  erst  auf  ©i  unter 
Zufuhr  von  Qi  —  3^2  =  c  (©1  —  ©2)  erwärmt  werden.  Hierzu  tritt 
die  Verdampfungswärme  ri  und  schliefslich  die  Überhitzungs- 
wärme, so  dafs  wir  als  gesamte  Wärmezufuhr  pro  1  kg  Dampf 
erbalten 


*)  Dies  erscheint  durch  die  Tatsache  gerechtfertigt,  dafs  bei 
niederen  Drucken  die  Veränderlichkeit  von  Cp  mit  der  Temperatur 
auf  Grund  meiner  Versuche  zweifellos  nur  noch  gering  ist. 
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öl  =  c  (©1  -  Ö2]  -I-  ri  +  j'cpd  T  .     .     .     .     (13), 

oder  wegen  (8)  mit  den  Koeffizienten  Cj'  «i'  «2' . . .  für  den  Druck |?i 

(ii  =  rx+e  (01  -  ©2)  +  c{  (Ti  -  @i)  +  ^  (2^2  -  Q{^  +  (13  a) 

Da  die  Expansion  durchaus  adiabatisch  erfolgen  soll,  also 
weitere  Wärmebeträge  nicht  in  Frage  kommen,  so  ist  die  Arbeit 
L  gegeben  durch 

AL  =  Qy-Q^ (14) 

und  der  Verwandlungswert  der  zugeführten  Wärme 


AL 


«2 


''=ör='-öi' 


oder  mit  Rücksicht  auf 


^      ©,rx+Qijclgn|+Ci'lgng  +  «i'  (ri-©0  +  ...| 
©iri+c(0x-@2)+Ci'(ri-©i)-t-^(ri2-©i'-')+... 


Fig.  101, 


Dieser  infolge  der  obigeu  Annäherung  streng  genommen,  nur 
für  22  =  ©2  gültige  Ausdruck  geht  nun  für  T^  =  @i,  d.  h.  für 
den  Wegfall  der  Überhitzung  über  in 


^,  =  1-  Qi  n  +  eiclgn| 

©2    n  +  c(0i~Ö2) 


(16) 


ergibt  also  den  Verwandlungswert  des  Nafsdampfmaschinen- 
prozesses  (§  23)  für  den  Fall  der  adiabatischen  Expansion  biß 
auf  den  Kondensatordruck.     Da  nun 
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(^iCi'Jgn|^^<Ci'(Ti-6>0 

«i'  ©1  (Ti  -  ©i)<  ^  (Ti  +  ©0  (Ti  -  ©i)  =  "^-  (Ti^  _  ©i2) 

usw., 
so  wächst  durch  Hinzutritt   dieser  Glieder  der  Nenner  von  (15) 
rascher  als  der  Zähler,  mithin  ist 

V  >  Vo, 
d.  h.    durch    die    Überhitzung    steigt    der    Verwand- 
lungswert des  Dampfmaschinenprozesses. 

Sehr  klar  tritt  dies  in  dem  in  Fig.  102  skizzierten  Entropie- 
diagramm hervor,  in  welchem  >S'  und  S"  die  beiden  Grenzkurven 
bedeuten  und  unser  Prozefs  mit  Überhitzung  auf  Ti  durch  den 
Linienzug  Äi  Bi  TiB  A2  dargestellt  wird ,  während  dem  Nals- 
dampfprozels  der  Verlauf  Äi  Bi  C  Ä^  entspricht.  Die  Fläche  der 
beiden  geschlossenen  Linienzüge  ergibt  sofort  das  Äquivalent 
der  geleisteten  Arbeit,  während  die  zugeführte  Wärme  aus  dem 
Inhalte  von  A^  B^  T^  Si  S2'  A^  bzw.  A^  B^  Si"  Äj'  ^2  sich  be- 
rechnet. Aus  der  Figur  erkennt  mau  sofort,  dafs  der  Zuwachs 
der  Arbeitsfläche  im  Verhältnis  zum  Zuwachs  der  Wärmefläche 
infolge  der  Überhitzung  bis  Ti  gröfser.  ist  als  die  des  Verhält- 
nisses der  Arbeitsfläche  zur  Wärmefläche  ohne  Überhitzung. 
Weiter  übersieht  man,  dafs  eine  Steigerung  der  Überhitzung  über 
die  Temperatur  Ti  hinaus,  welche  auf  den  Sättigungszustand 
am  Ende  der  Expansion  führte,  nur  dann  günstig  wirkt,  wenn 
die  obere  Isobare  pi  im  Entropiediagramm  steiler  ansteigt  als  die 
Isobare  j?2- 

Um  auch  den  Verwandlangswert  aasgeführter  Maschinen  mit  dem 
theoretischen  vergleichen  zu  können,  mufs  man  das  Indikator- 
diagramm ins  Wärmediagramm  übertragen,  wie  es  in  neuerer  Zeit 
von  Boulvin^)  geschehen  ist.  Wir  legen  (Fig.  103)  durch  den 
Punkt  T  =  0°  (r=273^)  der  Flüssigkeitsgrenzkurve  im  Wärme- 
diagramm eine  Isotherme,  die  mit  der  Temperaturachse  das  Blatt  in 
vier  Quadranten  teilt.  Im  linken  oberen  Quadranten  zeichnen  wir  mit 
beliebigem  Mafsstab  der  Drücke  die  Dampfspannungskurve  nach  der 
Dampftabelle  ein,  während  der  linke  untere  Quadrant  das  j^t^-Diagramm, 

*)  Revue  de  möcanique,  1897,  1898,  1901 ;  Bulletin  de  TAssocia- 
tion  technique  maritime  1902.  Siehe  auch  die  Abhandlung:  Schröter 
und  Koöb,  Untersuchung  einer  von  Van  den  Kekhove  in  Gent 
gebauten  Tandemmaschine  von  250  PS,  Z.  d.  V.  d.  Ing.  1903. 
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d.  h.  daa  Indikatordiagramm  enthalt.     Letzteres  wird  nnter  Vemach- 
liMgnng  des   Flfiseig^eitSTolamen  rf   gegen   das  Dampfvolamen    ge- 

leichnet,  so  dals  die 
spezifischen  Dampf- 
▼olamen  tr"  anf  der 
Achse  Or"  im  belie- 
bigen Malsstabe  ein- 
getragen sind.  Mit 
dem  Indikatordia- 
gramm zugleich  wird 
^  dieDampfgrenzkorve 
im  j»  r-Diagramm  ein- 
getragen. Es  ent- 
spricht dann  jedem 
Ponkte  a  derGrenz- 
knrve  im  |»v- Dia- 
gramm ein  Punkt  A 
der  Grenzkorve  im 
Wärmediagramm,  der 
durch  die  Parallelen 
aa^  bzw.  ay^A  za  den  Achsen  OT  und  08  leicht  gefunden 
werden  kann.     Ein  Punkt  oU  mit  der  spezifischen  Dampfmenge  x  hat 

nun  ein  Dampf volumen  xt/'  =  a^a^  und  dem  entspricht  eine  Entropie 

*•       

d.  h.    der    zu   a'    gehörige    Punkt  A!    im    Wärme- 


t^Ll. 


t*- 


Y'\%.  103. 


demselben    Verhältnisse,   wie 


r 
diagramm  teilt  die  Strecke  A^A  =  ^  in 

a'  die  Strecke  ao  a  =  t;"  teilt.  Dies  geschieht  nun  sehr  einfach,  in 
dem  wir  A^a  in  demselben  Verhältnis  durch  a'  a*  teilen  und  a'  A'  der 
Temperaturachse  parallel  ziehen. 

Will  man  auf  diese  Weise  ein  Indikatordiagramm  ins  Wärme- 
diagramm übertragen,  so  entsteht  dadurch  eine  gewisse  Schwierigkeit, 
dafs  der  Dampfmaschinenprozeis  kein  geschlossener  ist.  Während 
der  Kompressionsperiode  d'  e'  befinden  sich  g  kg  Dampf  im  Zylinder, 
in  der  Expansionsperiode  {Q  +  g)  kg,  während  die  Dampfmenge  in 
der  Ein-  und  Ausströmperiode  ständig  wechselt.  Diese  Schwierigkeit 
umgeht  nun  Boulvin  dadurch,  dafs  er  sich  den  ganzen  Prozefs  mit 
{Q  -|-  g)  kg  ausgeführt  denkt.  Der  Teil  der  {Q  -|-  g)  kg,  der  sich  nicht 
im  Zylinder  befindet,  wird  im  Kessel  oder  Kondensator  befindlich  gedacht, 
und  zwar  in  flüssiger  Form  von  jederzeit  gleichem  Druck  und  gleicher 
Temperatur,  wie  der  im  Zylinder  vorhandene  Teil.  Dieser  Vorgang  gleicht 
dem  wirklichen  in  vier  Punkten,  dem  Beginn  und  Schlufs  der  Expansions- 
und Kompressionsperiode  und  liefert  unter  Vernachlässigung  der  sehr 
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geringen  Flüssigkeitsvolumina,  dasselbe  Indikatordiagramm,  also  auch 
dieselbe  Arbeit.  Damit  ist  aber  auch  die  Wärmezufuhr  in  jeder  der 
vier  Perioden  nach  dem  ersten  Hauptsatze  dieselbe  wie  beim  wirk- 
lichen Prozesse,  und  es  steht  nun  der  Übertragung  des  Indikator- 
diagramms ins  Wärmediagramm  nichts  mehr  im  Wege.  Das  Wärme- 
diagramm ist  dann  für  {G  +  g)  kg  Dampf  gezeichnet  und  es  stellt 
die  Fläche  B' A*  C  JJ  E'  das  Äquivalent  der  geleisteten  Arbeit,  also 
AL  dar.  Strömen  der  Maschine  in  jeder  Periode  G  kg  gerade  trocken 
gesättigter  Dampf  zu,  so  entspricht  dem  eine  Wärmezufuhr  Q^  in  der 
Gröfse  der  Fläche  ÜÜqVqV  TF,  die  natürlich  für  G  kg  gezeichnet  ist. 
Durch  Planimetrieren  der  beiden  Flächen  läfst  sich  jetzt  sofort  der  Ver- 
wandlungswert rj  ^  A  L  :  Qi  ermitteln,  während  die  schraffierte  Fläche 
den  Wärmeverlust  gegenüber  dem  verlustlosen  Prozesse  anzeigt.  Die 
gestrichelt  schraffierte  Fläche  ist  hierbei  negativ  zu  nehmen. 

ftT  i  \    r ^:^ f 


Fig.  104. 


"Übertragen  wir  auf  diese  Weise  das  Diagramm  einer  Heifsdampf- 
maschine  ins  War  mediagram  m,  so  fällt  ein  Teil  der  Arbeitsfläche  über 
die  Grenzkurve  hinaus  (in  Fig.  104  gestrichelt).  Dieser  Teil  hat  natür- 
lich so  keinen  Sinn,  da  im  Überhitzungsgebiete,  Isothermen  und  Iso- 
baren nicht  mehr  identisch  sind.  Es  mufs  jeder  Elementarstreifen 
zwischen  zwei  Isothermen  ®  und  Q  -\-  d®  flächengleich  zwischen  die 
wahren  Isobaren  p  und  y  -\-  Aiß  übertragen  werden  Nun  ist  der  Inhalt 
des  Streifens.aöc<i  (Fig.  105)  gleich  einem  Streifen  a 6c' d'  von  der 
Gröfse  h  (T — &)  zwischen  den  Tangenten  ad!  und  hd  an  die  Iso- 
baren ji  und  i?  +  dp.  Hierbei  ist  0  die  Sättigungstemperatur  in  h^ 
Tdie  Überhitzungstemperatur  in  c  bzw.  d  und  h  ist  gleich  der  Strecke  at. 
Dieser  Streifen  soll  nun  fiächengleich  sein  mit  ah  d^c^y  also  ist 
}){T  —  ©)  =  ud0,  oder 
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de  _T—e 

b  ~  u  ' 
d.  h.  die  Gerade  c'  c^  ist  parallel  znr  Tangente  an  die  Grenzkarve  und 
damit  läfet  sich  der  za  c^  gehörige  Punkt  c  leicht  konstruieren.  Man 
zieht  c^c"  parallel  zur  Tangente  bA  bis  zum  Schnitte  mit  der  Tan- 
gente Bb  AH  die  Isobare  p  durch  b.  c  ist  dann  der  Schnittpunkt  der 
Isothermen  durch  d  mit  der  Isobare  durch  b.  Die  Konstruktion  der 
Tangenten  wird  dadurch  erleichtert,  dafs  im  Wärmediagramme  die 
Subtangente  einer  Kurve  gleich  der  spezifischen  Wärme  längs  dieser 
Kurve  an  der  betrachteten  Stelle  ist. 

Auf  diese  Welse  ist  in  Fig.  104  das  Diagramm  einer  Heifsdampf- 
maschine  schematisch  ins  Wärmedia gramm  übertragen  worden.  Die 
schraffierte  Fläche  gibt  wieder  den  Wärmeverlust  dem  Idealprozesse 
gegenüber  an.  Der  Wärmeaustausch  zwischen  Dampf  und  Zyliuder- 
wandung  während  der  einzelnen  Arbeitsperioden  läfst  sich  in  diesen 
Diagrammen  nur  für  die  Expansionsperiode  verfolgen.  Man  erkennt 
aus  Fig.  104,  dafs  während  der  Expansion  Wärme  von  den  Wan- 
dungen an  den  Dampf  übergegangen  ist.  Man  kann  auch  die  Kom- 
pressionsperiode  dahin  untersuchen,  doch  geht  diese  Erweiterung  des 
graphischen  Verfahrens  über  den  Bahmen  dieses  Buches  hinaus. 
Bezüglich  dieser  Untersuchung  und  der  Anwendung  der  Diagramme 
auf  Mehrfachexpansionsmaschinen  sei  auf  die  Abhandlungen  von 
Boulvin  und  den  Aufsatz  von  Schröter  und  Koob  verwiesen. 

§  31.    Mischung  von  Luft  und  Wasserdampf. 

Sättigung  der  Luft  mit  Wasserdampf.  Dampftabelle.  Relative  Feuch- 
tigkeit und  Taupunkt.  Das  Daniellsche  Hygrometer.  Das  Augustsche 
Psychrometer.  Trocknungsprozesse.  Zustandsänderungen  feuchter 
Luft.    Mischungen  von  Luft,  gesättigtem  Dampf  und  Wasser  bzw.  Eis. 

Da  die  Atmosphäre  dauernd  mit  grofsen  Wasserflächen  an 
der  Erdoberfläche  in  Berührung  steht,  aus  denen  infolge  der 
Wärmezufuhr  durch  die  Sonne  sich  Dampf  entwickelt,  so  wird 
die  Luft  stets  solchen  und  zwai*  in  wechselnder  Menge  ent- 
halten. Der  Druck  des  Wasserdampfes  addiert  sich  einfach 
zu  demjenigen  der  trockenen  Luft  nach  dem  Daltonschen 
Gesetze  (siehe  §  2),  wenn  wir,  was  praktisch  immer  zulässig  ist, 
beide  Körper  als  vollkommene  Gase  ansehen  dürfen.  Denken 
wir  uns  nun  ein  bestimmtes  Volumen,  z.  B  1  cbm  abgegrenzt, 
so  kann  dasselbe  bei  der  Te.mperj^tur  ro  neben  einem  vorgelegten 
Luftgewicht  sehr  verschiedene  Dampfmengen  enthalten,  solange 
der  Dampf  überhitzt  bleibt.     Stimmt  dagegen  das  Dampfgewicht 
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gerade  mit  demjenigen  des  gesättigten  Dampfes  für  die  vor- 
gelegte Temperatur  überein,  so  ist  es  nicht  mehr  möglich,  ohne 
Temperaturerhöhung  den  Dampfgehalt  des  gegebenen  Luft- 
volumens zu  erhöhen.  In  diesem  Falle  des  maximalen 
Dampf gehaltes  bezeichnet  man  die  Luft  als  mit  Dampf 
b»w.  mit  Feuchtigkeit  gesättigt.  Da  weiterhin  jeder 
Sättigungstemperatur  auch  ein  bestimmter  Dampfdruck  ent- 
spricht, so  kann  man  diesen  sowohl  wie  auch  die  Sättigungs- 
menge der  Wasserdampftabelle  entnehmen.  Zweckmälsiger  ist 
es  allerdings  für  die  in  Frage  stehenden  niederen  Temperaturen 
besondere  Messungen  zu  Hilfe  zu  nehmen,  welche  von  Regnault 
u.  a.  mit.grofser  Sorgfalt  angestellt  wurden.  Die  nachstehende 
Tabelle  enthält  in  Litervallen  von  2*^  die  Dampfspannungen 
und  den  Dampfgehalt  von  1  cbm  im  Zustande  der  Sättigung, 
wobei  es  gleichgültig  ist,  ob  aulserdem  in  diesem  Räume  Luft 
oder  ein  anderes  zu  Wasserdampf  chemisch  neutrales  Gas  ent- 
halten ist. 

Tabelle  XXIV. 


Tempe- 

Span- 

Dampf- 

Tempe- 

Span- 

Dampf- 

ratur 

nung 

gehalt 

ratur 

nung 

gehalt 

«C 

mmHg 

g 

«C 

mm  Hg 

g 

—  20 

0,95 

1,13 

+  20 

17,36 

17,34 

-18 

1,12 

1,34 

-f  18 

15,33 

15.24 

—  16 

1,33 

1,55 

+  16 

13,51 

13,53 

—  14 

1,56 

1,70 

+  14 

11,88 

11,56 

-12 

1,84 

2,10 

+  12 

10,43 

10,60 

-10 

2,15 

2,40 

+  10    . 

9,14 

9,36 

—  8 

2,51 

2,78 

+   8 

7,99 

8,24 

—   6 

2,93 

3,21 

+   6 

6,97 

7,25 

—   4 

3,40 

3,70 

+   4 

6,07 

6,36 

-   2 

3,94 

4,25 

+   2 

5,27 

5,57 

-   0 

4,57 

4,87 

+   0 

4,57 

4,87 

Ist  der  Dampf  in  der  Luft  überhitzt,  so  ist  sowohl  seine 
Menge  pro  cbm  als  auch  seine  Spannung  kleiner  als  die  der 
Sättigungstemperatur  entsprechenden  ITabellenw.erte.  In  der  Mete- 
orologie und  der  Technik  pflegt  man  alsdann  nicht  die  absolute 
Zahl  anzugeben,  sondern  einen  Bruchteil  der  Sättigungsmenge, 
welchen  man  als  relative  Feuchtigkeit  der  Luft  bezeichnet. 
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Zur  Eimittelimg  deiselben  bedient  man  mch  vorwiegend  zweier 
Methoden.  Die  eistere  besteht  in  der  Abkühlung  der  Luft  b^ 
konstantem  Druck  bis  zu  ihrer  Sattigungstemperatur,  die  man 
durch  den  Eintritt  von  Niederschlagen  aas  der  Luft  an  Metall- 
oberflachen sehr  genau  bestimmen  kann.  War  die  ursprungliche 
absolute  Temperatur  Ti,  die  Sättigungstemperatur,  der  sog. 
Taupunkt,  T2,  so  entsprechen  denselben  die  beiden  Volumina 
Vi  und  F2,  welche  nach  dem  Gasgesetz  miteinander  in  der 
Beziehung 

ITL  TL 

vi) 


Vi         Ti 


1^2  ~    Ta 

stehen.  Aus  der  Dampftabelle  folgt  nun  sofort  der  Dampfgehalt 
für  den  ^tdgnngszustand  pro  Volnmeneinheit,  also  G:V2,  so 
dals  man  für  den  ursprünglichen  Zostand  auch  hat 

Vi-    V^    Vi    -  V^    Ti ^^> 

Da  man  nun  auch  aus  der  Dampftabelle  den  Sattigungs- 
gehalt  der  Luft  für  T^^  kennt,  den  wir  mit  6?':  Vi  bezeichnen 
wollen,  so  folgt  für  die  relative  Feuchtigkeit  e 

'-  G'  —    Vi   '  ^ ^^^ 

Das  hier  geschilderte  Verfahren  der  Feuchtigkeitsmessung 
wird  praktisch  durch  das  Daniellsche  Hygrometer  ver- 
wirklicht, in  welchem  Äther  in  einer  teilweise  vergoldeten  Glas- 
kugel verdunstet,  auf  der  sich  der  Wasserdampf  der  umgebenden 
Luft  niederschlägt.  Eine  Messung  der  Volumina  Vi  und  V2  ist 
offenbar  hierbei  ganz  unnötig,  dagegen  besteht  eine  gewisse  Un- 
sicherheit in  der  Bestimmung  des  Taupunkts,  der  nicht  mit  der 
beobachteten  Verdampfungstemperatur  des  Äthers  zusammen- 
zufallen braucht. 

Hat  beispielsweise  die  Luft  die  Temperatur  von  +1^^  ^^^ 
Ti  =2910,  und  liegt  der  Taupunkt  bei  +S\  oder  T^  =  2S6^,  so  ist 
zunächst  nach  unserer  Tabelle  G  :  V^  =  8,24  g/cbm  und  G'  :  V^ 
=  15,24  g/cbm.    Anderseits  folgt  aber  auch 

G  G   T^       ci  c\A  281        _  ^_     ,  , 

TT  =772!  =«'2*  291  =^'»^8/*=*"" 
und  demnach  für  die  relative  Feuchtigkeit 

,_  7,95  _ 
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Gebräuchlicher  ist  die  zweite  Methode,  welche  in  der  Sätti- 
gung der  Luft  mit  Wasserdampf  bei  konstantem  Drucke,  aber 
veränderlicher  Temperatur  besteht.  Zu  diesem  Zwecke  werden 
nach  dem  Vorschlage  von  August  (1824)  zwei  Thermometer 
nebeneinander  auf  einem  Gestell  montiert,  von  denen  die  Kugel 
des  einen  durch  ein  in  Wasser  getauchtes  Musselinläppchen 
feucht  gehalten  wird.  Die  ganze  Messung  an  diesem  sog.  Psy- 
chrometer besteht  nur  in  der  Ablesung  der  Temperaturen  des 
trockenen  und  feuchten  Thermometers,  welche  wir  absolut  mit 
Ti  und  T2  bezeichnen  wollen.  Aus  der  Differenz  derselben 
ergibt  sich  weiterhin  der  Dampfgehalt  der  Luft  durch  folgende 
Überlegung:  Die  Luftmenge  Gtq»  welche  mit  Ti»  und  dem  Dampf- 
gehalte Gl  an  das  feuchte  Thermometer  gelangt,  wird  dort  zu- 
nächst auf  T2®  abgekühlt,  die  hierbei  frei  werdende  Wärme 
Gq  Cp  (Ti  —  T2)  also  zur  Dampf  bildung  verwendet,  wodurch  sie  sich 
für  diese  Temperatur  sättigt.  Bedeutet  G2  die  Sättigungsmenge,  so 
sind  (t2 — Gl  bei  T2®  verdampft  worden,  wozu  mit  der  Verdampfungs- 
wärme r2,  (6r2  —  Gl)  r2  WE  aufzuwenden  waren,  und  wir  haben, 
wenn  diese  lediglich  der  zu  sättigenden  Luftmenge  Gq  entstammt, 

{G2-Gi)r2  =  GoCp{Ti~T2). 
In   Wirklichkeit   wird   allerdings   noch   durch  Einstrahlung 
eine    der    Temperaturdifferenz    Ti — T2    ebenfalls    proportionale 
Wärmemenge  rechts  hinzutreten,   der  wir  durch  einen   Koeffi- 
zienten ^  >  1    gerecht  werden.     Damit  lautet  unsere  Gleichung 
{G2-Gi)r2  =  GoCp73{Ti--T2)      ....     (4 
Dividieren  wir  beiderseits  durch  das  Volumen  Vi  des  Luft- 
gewichts   Go,   welches    bei   T2®   sich   auf   V2  vermindert  hat,   so 
folgt  auch  mit  (1) 

G2    T2         Gl         ^0  ^  Cp 

Hierin  kennen  wir  nun  G2 :  V2  aus  der  obigen  Dampftabelle 
für  die  Sättigungstemperatur  T2,  aufserdem  aber  auch  für  die 
Temperatur  Ti  die  Luftmenge  pro  Volumeinheit  Gq:  Fi,  wobei 
auf  den  Dampfgehalt  dessen  Geringfügigkeit  wegen  nicht  Rück- 
sicht zu  nehmen  ist,  und  schlielslich  die  Grölsen  Cp  =  0,2375 
und  r2,  während  die  Temperaturen  direkt  abgelesen  werden.  Ist 
dann  noch  der  Erfahrungskoeffizient  tj  gegeben,  so  folgt  aus  (5) 
direkt  der  ursprüngliche  Dampf gehalt  pro  Volumeinheit  GiiVi, 
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In  der  Praxis  verfahrt  man  gewöhnlich  so,  dals  man  auf  der 
linken  Seite  von  (5)  den  Unterschied  der  Temperaturen  ver- 
nachlässigt und  aulserdem  für    Gq  :  Fi  sowie  r2  die  Mittelwerte 

C      r 
einführt,    wodurch  sich  die  Formel  mit  der  Konstanten  ^17  — 

=  C  auf 

^-C(ri-r2)  =  ^ (5a) 

reduziert. 

Für  10«  C  oder  T^  =283»  ist  z.  B.  G^  :  V^  =  1,25  kg/cbm 
r,  CO  600  WE,  so  folgt  mit  Cp  =  0,2375 

^           1,25    0,2375        nnnnAo^ 
C=v ^öö =0,000495 17 

oder,  wenn  die  Feuchtigkeitsgehalte  in  g/cbm  angegeben  werden, 
C=  0,49517.  Gewöhnlich  wählt  man  17  so,  dals  C  =  0,65  wird,  so- 
lange T,  über  den  Gefrierpunkt  des  Wassers  liegt  und  setzt  für  liefere 
Temperaturen,  für  welche  zu  r,  noch  die  Schmelzwärme  8  =  80  WE 
hinzutritt,  C  =  0,56.  Jedenfalls  erkennt  man  hieraus,  dafs  das  ganze 
Verfahren  nur  eine  geringe  Genauigkeit  besitzt,  die  sich  natürlich 
auch  auf  die  damit  berechneten  Psychrom etertabellen,  von 
denen  diejenige  von  Jellinek  (1876)  die  verbreitetste  ist,  erstreckt. 
Die  vielfach  gebräuchlichen  Haarhygrometer  sind  allerdings  noch 
weniger  zuverlässig,  während  alle  auf  Wägung  des  einem  bestimmten 
Luftvolumen  durch  Absorption  entzogenen  Wasserdampfes  herrühren- 
den Vorrichtungen  für  die  technische  und  meteorologische  Praxis  zu 
umständlich  erscheinen. 

In  der  Technik  sind  es  hauptsächlich  die  Trocknungsprozesse, 
mittels  Luft,  welche  die  Kenntnis  des  Dampfgehalts  derselben  be- 
dingen. Alsdann  bietet  es  keine  Schwierigkeit  mehr,  die  Aufnahme- 
fähigkeit dieser  Luft  für  Dampf  bis  zur  Sättigung  bei  beliebigen  Tem- 
peraturen unter  konstantem  Drucke  zu  berechnen.  Gewöhnlich  ent- 
zieht man  der  Luft,  nachdem  sie  sich  an  dem  sog.  Trockengut 
mit  Dampf  gesättigt  hat,  einen  grofsen  Teil  ihres  Wassergehaltes  durch 
Abkühlung  und  sendet  sie  dann,  wenn  das  Trockengut,  z.  B.  Pflanzen. 
Stoffe  eine  Erwärmung  verträgt,  mit  höherer  Temperatur  wieder  zurück, 
wobei  man  sich  des  Gegenstromprinzips  zur  Vermeidung  von  Wärme- 
verlusten bedient.  In  Kühlanlagen  dagegen  überliefst  man  es  der 
zirkulierenden  Luft,  sich  an  dem  Trockengut,  z.  B.  Fleisch  selbst  zu 
erwärmen  und  dabei  mit  Wasserdampf  sich  anzureichern,  welcher  an 
der  Oberfläche  des  Fleisches  sich  bildet,  wodurch  eine  trockene 
Schicht  als  Schutz  gegen  die  sonst  eintretende  Zersetzung  entsteht. 
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Handelt  es  sich  um  behebige  Zustandsändeningen  eines 
Gemisches  von  Luft  und  überhitztem  Dampf,  so  hat  man,  wenn 
der  Partialdruck  der  ersteren  mit  p',  derjenige  des  Dampfes  mit 
^",  die  beiden  Gaskonstanten  mit  i2'  und  E"  und  die  gleich- 
zeitig im  Volumen  V  bei  der  Temperatur  T  enthaltenen  Mengen 
mit  G'  und  Cr"  bezeichnet  werden,  nach  dem  Daltonschen 
Gesetz  (§  2) 

p'V=G'B'T,    p''V=^G"B"T (6), 

und  daraus  mit  dem  Gesamtdrucke  p'-|-^"  =  j? 

pV=={G'B'  -{-G''W)T (7) 

Die  Gaskonstante  B  des  Gemisches  ist  demnach,  da  G'  -\-  G" 
die  Gesamtmasse  bedeutet,  wegen  pV  =  {G*  '\-  6r")  B  T 

G'B'+G^B" 

^=      G'  +  (^""~        ......    (8) 

Denkt  man  sich  zunächst  beide  Bestandteile  getrennt  bei 
konstanten  Partialdrucken  auf  dieselbe  Temperatur  erwärmt, 
und  dann  etwa  durch  Wegnahme  einer  Zwischenwand  ohne 
äufsere  Arbeitsleistung  vereinigt,  so  wird  hierbei  nach  den  für 
Gase  gültigen  Gesetzen  keine  weitere  Temperaturänderung  ein- 
treten. Bezeichnen  wir  also  die  beiden  spezifischen  Wärmen 
bei  konstantem  Drucke  mit  Cp  und  Cp",  so  ergibt  sich  für  die 
gesamte  Wärmezufuhr 

(2^  =  ((?'Cp'  +  G"V0  (T-To), 
mithin  die  entsprechende  spezifische  Wärme  des  Gemisches 

_  G'cp^  +  G^'cp- 
^ "~       G'  +  G''        ^^^ 

Da  nun  weiterhin  die  Gl.  AB  =  Cp  —  Cv  sowohl  für  die 
Einzelbestandteile  als  auch  für  das  Gemisch  gilt,  solange  wir 
nach  Voraussetzung  für  den  Dampf  das  Gasgesetz  zugrunde 
legen  dürfen,  so  folgt  auch 

G^cl^j-G^c^^'  /lAN 

^^  =  — a^  _i_  G" — v^^^' 

und  damit  schlielslich  für  den  Exponenten  x  der  Adiabate  aus 
den  Einzelexponenten 

Cv  ~  G'c'  -{■G"ev" ^    ^ 

24» 
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In  diesen  Formeln  haben  wir  zu  setzen 
für  Luft:  JR'  =  29,3,  c^'  =  0,2375,  c/  =  0,1685,  x'  =  1,41 
»  Dampf:  E"  =  46,7,  <?/'=  0,480,  Cr"=  0,370,  x"=  1,3^ 
und  zu  beachten,  dafs  die  Gleichungen  ihre  Gültigkeit  verlieren, 
wenn  die  Temperatur  unter  dem  durch  die  Dampftabelle  gegebenen 
Taupunkt  der  Mischung  fällt.  Lälst  man  z.  B.  das  Gemisch 
adiabatisch  expandieren,  so  ist  bei  einem  Anfangszustand  Fi  Ti, 
dem  nach  Gl.  (7)  bei  vorgelegten  G'  und  6r"  ein  Druck  pi 
entspricht 

/  7\x-i       2^ 

y  =^ ^''^ 

Hieraus  berechnet  sich  bei  gegebener  Endtemperatur  T  das 
Volumen  V  oder  umgekehrt,  und  man  hat  nur  zu  beachten, 
dafs  diese  Endtemperatur  höher  bleibt  als  der  durch  das  Ver- 
hältnis G" :  V  bestimmte  Taupunkt,  wobei  der  schlief sliche 
Gesamtdruck  ganz  gleichgültig  ist. 

Es  sei  beispielsweise  in  Fi  =  1  cbm  bei  +20®,  also  T^  =  293® 
anfänglich  G'  =  1,2  kg  Luft  und  G"  =  0,01  kg  (oder  10  g)  Wasserdampf 
enthalten,  der  mithin,  wie  aus  der  Tabelle  im  Eingang  dieses  Para- 
graphen hervorgeht,  überhitzt  sein  mufs.  Nach  Gl.  (7)  folgt  hieraus 
für  den  Gesamtdruck 

p,  =  (1,2  .  29,3  +  0,01  .  46,7)  293  =  10437  kg/qm. 
Der  Exponent  der  Adiabate  ergibt  sich  weiterhin  zu 
_  1,2 -0,2375 +  0,01 -0,48     _ 
*"  ""  1,2  .  0,1685  +  0,01  •  0,370 
Lassen   wir  die  Luft  jetzt   expandieren,  bis   die   Temperatur  auf 
+  10<>,  also  T=283°  gesunken  ist,  so  wird  das  Endvolumen 

/293\^''^' 
^=^^(283]       =l>09cbm 

mit  einem  relativen  Dampfgehalt  von 

^  =  ^  =  0,00917  kg/cbm  oder  9,17  g/cbm. 

Da  nun  nach  unserer  Tabelle  bei  +10*^  die  Sättigungsmenge 
9,36  g/cbm  beträgt,  so  wird  der  Dampf  unseres  Gemisches  am  Ende 
zwar  noch  überhitzt,  aber  sehr  nahe  an  seinem  Sättigungszustande 
sein,  da  der  Taupunkt  nur  noch  wenig  unter  10  <*  liegt. 

Sinkt  die  Temperatur  des  Gemisches  unter  den  Taupunkt,, 
so  wird  ein  Teil  des  Dampfes  sich  niederschlagen,    so  dafs  mr 
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«es  nunmehr  mit  einer  Mischung  von  Luft  mit  nassem 
Dampf  bzw.  von  Luft,  gesättigtem  Dampf  und 
Wasser  zu  tun  haben.  Würde  das  Wasser  sich  sofort  zu  einer 
kompakten  Masse  mit  geringer  Oberfläche  vereinigen,  so  wäre, 
-wie  schon  früher  bemerkt,  eine  Wechselwirkung  desselben  nait 
•dem  dampfförmigen  Reste  und  der  Luft  nahezu  ausgeschlossen ; 
in  Wirklichkeit  erfolgt  aber  der  Niederschlag,  wenigstens  im 
Anfang,  durch  Bildung  feiner  isolierter  Tropfen  an  allen  Stellen 
•des  Gemisches,  welche  als  Nebel  in  der  Luft  schweben  und 
mit  ihr  in  dieser  Form  in  Wärmegleichgewicht  stehen. 

Für  die  in  dem  Volumen  V  enthaltene  Luftmenge  G'  gilt 
nun,  wie  oben,  die  Gleichung 

p'Y==a'B'T (13), 

iür  den  nassen  Dampf  dagegen,  unter  v" — v'  die  Difierenz  des 
spezifischen  Dampf-  und  des  Flüssigkeitsvolumens  verstanden, 
bei  der  spezifischen  Dampfmenge  x 

V  =  G"  {  (v"  —  t;')  X  +  V'  }       ....     (14), 

•während  der  durch  die  Temperatur  T  gegebene  Partialdruck  des 
Dampfes  jp"  sein  möge.  Wegen  der  Kleinheit  des  spezifischen 
Flüssigkeitsvolumens  t;'  gegenüber  dem  für  alle  praktischen  Fälle 
«ehr  grolse  Dampfvolumen  v"  ist  es  fast  immer  zulässig,  für  (14) 
angenähert 

V=  G"v''x (14a) 

zu  setzen.  Für  technische  Zwecke  darf  man  überdies  von  dem 
stets  nur  kleinen  Partialdruck  j?"  des  Waserdampfes  gegenüber 
demjenigen  p'  der  Luft  meist  gänzlich  absehen,  wodurch  sich 
die  Berechnung  der  äufseren  Arbeit  bei  einer  beliebigen  Zustands- 
imderung  erheblich  vereinfacht. 

Die  bei  einer  beliebigen  elementaren  Zustandsänderung  dem 
-Gemische  zuzuführende  Wärme  dQ  zerfällt  naturgemäls  in  zwei 
Teile:  der  auf  die  Luft  G'  entfallende  Betrag  ergibt  sich  zu 

dQ'  =  G'  {cv" dT  ^  Äp  dv)  =  G'  Cv  dT  +  Äp dV, 
oder  wegen  (13)  sowie  mit  AR  =  Cp — Cv 

^dp'\ 


dQ^  =  G'(cp'dT—ÄRT^\      ....     (15) 
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Anderseits  erfordert  der  nasse  Dampf  die  Wärmezufuhr 

dQ"  =  G"  I  dg  +  Td  (^)  }     .    .    .    .    (16), 

worin  dq=  cdT  den  Zuwachs  der  Flüssigkeitswärme  bedeutet. 
Aus  (15)  und  (16)  folgt  sodann  für  die  gesamte  Wärmezufuhr 

,ZQ  =  G'(v^T-^E'T^)+(^"|cdT+Ttz(^)}     ,     (17) 

Dazu  tritt  noch  die  aus  (13)  und  (14  a)  durch  Elimination 

von  V  hervorgehende  Gleichung 

G'    T' 
P'oo  =  -^  :^  E' (18), 

durch  die  man  eine  der  drei  Veränderlichen  p'^  x  oder  T  aus 
(17)  entfernen  kann,  während  v",  r  und  der  Partialdruck  p"  des 
Dampfes  durch  die  Temperatur  T  gegeben  sind.  Da  nun  weiter- 
hin die  Änderung  der  Energie  des  ganzen  Systems  durch 

AdV  =G'cv'dT+G''[dq  +  d{xQ)\       .    .      (19) 

gegeben  ist,  worin  q  wie  früher  die  innere  latente  Wärme  be- 
deutet, so  ergibt  sich  schlielsUch  die  äulsere  Arbeit  dL  bei  der 
in  Frage  stehenden  Zustandsänderung  nach  dem  ersten  Haupt- 
satze aus  der  Gleichung 

AdL  =  dQ^AdV (20) 

Die  Integration  der  Gl.  (17)  ist  selbstverständlich,  da  sie 
links  auch  nach  Elimination  einer  Variabelen  noch  deren  zwei 
enthält,  nur  mögüch  unter  Zuhilfenahme  besonderer  Bedingungen, 
also  z.  B.  der  Vorschrift  eines  bestimmten  Verlaufes  der  Zu- 
standsänderung selbst. 

Für  die  Isotherme  ergibt  sich  so  aus  (17)  durch  Inte- 
gration 

q  =  G-r{x-x^)  -  AW  TG'  Ign  ^, 

oder  auch  wegen  (18) 

Die  Änderung  des  Energieinhaltes  ergibt  sich  ans  (19)  mit 
dq  =  0  und  q  =  Konst.  zu 

A{V—  ü^)  =  G''q(x  —  Xi) 


§  31.    Mischung  von  Luft  und  Wasserdamp^  375 

oder  auch  wegen  (18) 

Ä{U-Wi)  =  0'B'T^,{^~-^}j  .    .    .    (19a) 

Die  äulsere  Arbeit  folgt  nunmehr  durch  Subtraktion  von 
(18  a)  und^  (19  a)  mit  Rücksicht  auf  die  Annäherungsformel 
r  -^  Q  =  Ap'^v''  zu 

L  =  G'R'T{p"{l,-lr)-i^ß^.    .    (20a), 

worin  man,  wie  schon  oben  bemerkt,  das  mit  dem  kleinen 
Partialdruck  ^"  behaftete  Glied  in  der  Klammer  meist  vernach- 
lässigen kann. 

Es  seien  z.  B.  in  7i  =  1  cbm  G' =  1,2  kg  Luft  bei  20®,  also 
T  =  293  ^  vorhanden  und  gerade  mit  Wasserdampf  gesättigt,  so  zwar, 
dafs  Q"  =  0,0173  g  bzw.  v"  =  57,86  kg/cbm  und  der  Partialdruck 
p"  =  17,36  mm  Hg  oder  240  kg/qm  beträgt.  Der  Partialdruck  der 
Luft  ist  alsdann 

^/  =  ?^^lI  =  1,2  .  29,3  .  293  =  10302  kg/qm 

und  der  anfängliche  Gesamtdruck  des  Gemisches 

Pj  z=p^'  -\-p"  =  10541  kg/qm  entspr.  770  mm  Hg. 

Dasselbe  werde  nunmehr  isotherm  comprimiert,  bis  der  Partialdruck 
der  Luft  auf  p*  =  50000  kg/qm,  der  Gesamtdruck  also  auf  p  =  p'  -\-p" 
50240  kg/qm  gestiegen  ist.  Mit  den  der  Wasserdampftabelle  für 
+  20*^  entsprechenden  Werten 

r  =  599,55  WE  und  ^  =  560,4  WE 

ergeben  die  Formeln  (18  a — 20  a) 

o_ioqno  ^99,55/     1  _1_\      10302  50000 

V  —  loöu^  ^^^^^  \^^  ^Q      ^^  ^^^j        ^^     ign  ^^  ^^2 

oder 

Q  =  —  8,40  —  38,37  =  —46,77  WE 

und  folglich 

illr  == —38,94  WE. 

Hätte  man  in  (20  a)  das  mit  p"  behaftete  Glied  vernachlässigt,  so 
würde  sich  AL  =  —  38,37  ergeben  haben,  so  dafs  also  auf  die  Kom- 
pressionsarbeit der  Wasserdampfgehalt  der  Luft  nur  einen  ver- 
schwindenden   Einflufs    besitzt.      Infolge    der    Yolumabnahme    sinkt 
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naturgemäfs  auch  der  absolute  Dampf gehalt  der  Luft  bei  der  Kom- 
pression, d.  h.  es  wird  Wasser  ausgeschieden,  dessen  latente  Wärme 
für  unseren  Fall  im  Betrage  von  8,4  WE  mit  der  Kompressionswärme 
der  Luft  von  38,37  WE  abzuführen  ist. 

Findet  die  Zustandsändening  des  Gemisches  adiabatisch 
statt,  so  folgt  aus  Gl.  (17)  mit  dQ  =  0 

oder  integriert 

(?'(vign|-4JJ'lgn^)  +  ö"(dgn  J+^-  ^)  =  0. 
Eliminiert  man  noch  die  Gröfse  x  mit  Hilfe  von  (18),  so  folgt 

(G'V+(?"c)lgn|-4B'(?'lgn|r+G'E'(^-^)=:0(17a), 

eine  zuerst  von  Hertz  (1884)  abgeleitete  Gleichung,  welche  nur 
durchprobieren  für  eine  vorgelegte  Endtemperatur  Tbei  gegebenem 
Anfangszustand  nach  p'  oder  umgekehrt  gelöst  werden  kann. 
Für  die  äufsere  Arbeit  folgt  weiter  aus  (19)  und  (20) 

oder  nach  Elimination  von  x  und  Xi 

Ai=-(G'c/+ß"c)(r-ri)-(?'E'(^-^)(20b). 

Bei  der  Verwendung  aller  Formeln  für  das  Verhalten  des 
Gemisches  von  Luft  und  nassem  Dampf  darf  man  den  Umstand 
nicht  aus  den  Augen  verlieren,  dafs  dieselben  unbedingt  Wärme- 
gleichgewicht zwischen  Luft,  Dampf  und  Wasser  voraussetzen. 
Dies  ist  aber  nur  möglich,  wenn  das  Wasser  in  Nebelform  homogen 
in  der  Gesamtmasse  verteilt  ist,  womit  gleichzeitig  die  gelegent- 
lich hervortretende  Annahme  gröfserer  Werte  von  (?"  in  der 
Volumeinheit  hinfällig  wird,  da  das  in  kompakten  Massen 
vorhandene  Wasser  vermöge  seiner  geringen  Oberflüche  sich 
thermisch  nur  sehr  schwach  an  der  Zustandsändening  beteiligt. 

Übrigens  hat  A.  Ritter  darauf  aufmerksam  gemacht,  dals 
man  die  adiabatische  Zustandsändening  der  feuchten  Luft  analog 
derjenigen  trockener  Luft  auch  durch  die  Gleichung 

^T       dp' 
^^  =Y (21) 
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darstellen   kann,   wenn  für  den  in  Wirklichkeit  veränderlichen 
Faktor  /u  ein  Mittelwert  eingesetzt  wird.     Um  denselben  zu  be- 
rechnen, schreiben  wir  die  Differentialgleichung  von  (17  b) 
O^cp'  +  G^'c  dT       1      /    r    \  _  ^ 

oder  wegen  (21) 

G'Cp'  +  G"c        T   d 


ARG' 
Nun  ist  aber 


■+"  AdT\v''p'l  "'^'• 


( T  \v''p')  '~  p'  dT  \v"j       i;";?'2 dT'^p'dT  [v'j      v" p'  T ^'' 


(2 
mithin 

Zur  bequemen  Benutzung  dieser  Formel  haben  wir  die  nach- 
stehende Zusammenstellung  aus  der  Dampf tabelle  berechnet: 
Es  ist  für       00  10»        20«         30«  40^  500 

-.-,7=    1260       2395       4330         7510       12330     20200 

Av 


Td_lr\_ 
A  dr\t;'7~" 


24300    43200     74400     122000     199000     296000. 


Den  Druck  p'  in  (22)  wählt  man  dabei  zweckmäfsig  so,  dals 
das  Verhältnis  der  Mitteltemperatur  T  zu  anfänglichen  Ti  gleich 
demjenigen  der  endlichen  Temperatur  T^  zur  mittleren  T  ist. 
Aus  den  Formeln 

folgt  dann  sofort  p'  =  ^PiP^* 

Hat  man  z.  B.  in  1  cbm  eine  Luftmenge  von  G'  =  1,2  kg  mit 
&'  =  0,05  kg  Wasser  und  Dampfgehalt,  welche  vom  atmosphärischen 
Drucke  i?i'  =  10300  kg/qm  auf  jpa'  .-=50000  kg/qm  adiabatisch  verdichtet 
werden  soll,  so  ist  der  mittlere  Druck  p'  ==  /lOaOO- 50000  =  22700  kg/qm. 
Bei  demselben  habe  das  Gemisch  eine  Temperatur  von  +40*^,  alsdann 
ergibt  sich  aus  Gl.  (22)  mit  der  obigen  Zusammenstellung 

1,2. 0,2375  + 0,05   1  199000  _  /.    ,    12330\ 

29,3  . 1,2  '         +  22700   ~"  V    "^  22700/  '  ^ 
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oder  fi  =  8,3,   während  für  trockene  Luft  der   entsprechende   Wert 
..  =  3,44  ist.    Aus  (21  a)  folgen  dann  weiter  die  absoluten  Anfangs- 
und Endtemperaturen 

Ti  =  285o,  T,  =  344% 

d.  h.  die  nasse  Luft  wurde  mit  -|-12°  angesaugt  nach  der  Verdichtung 
auf  5  kg/qcm  eine  Temperatur  von  -|-  71  ®  erreichen,  während  sie  unter 
sonst  gleichen  Verhältnissen  ohne  jeden  Dampf-  und  Wassergehalt 
sich  auf  -\- 178  •  erhitzen  würde.  Berechnet  man  aus  (13)  das  Volumen 
am  Schlüsse  der  Kompression,  so  findet  sich 

Da  nun  bei  71  ^  das  spez.  Dampf volumen  v"  =  4,86  beträgt,  so 
ist  der  Sättigungsgehalt  1 :  4,86  =  0,206  kg/cbm  oder  total  0,242  •  0,206 
=  0,05  kg.  Das  ist  aber  genau  die  im  Gemisch  vorhandene  Dampf- 
und Wassermenge  G'\  woraus  sich  ergibt,  dafs  mit  derselben  die  Luft 
am  Ende  der  Kompression  gerade  gesättigt  wurde,  bzw.  dafs  während 
der  Kompression  eine  kräftige  Verdampfung  stattgefunden  hat. 

Schlielslich  sei  noch  darauf  hingewiesen,  dals  die  vorstehend 
entwickelten  Formeln  sofort  auch  auf  eine  Mischung  von  Luft 
mit  Wasserdampf  und  Eis,  welches  in  Form  von  Schnee- 
flocken fein  verteilt  sein  muls,  anwendbar  bleiben.  Man  hat 
alsdann  nur  die  spezifische  Wärme  des  Wassers  c  =  1  durch 
diejenige  des  Eises  Cq  =  0,5  zu  ersetzen  und  zur  äulseren  bzw. 
inneren  latenten  Wärme  r^  bzw.  q  die  Schmekwärme  s  =  80  WE 
hinzuzufügen. 

Ist  neben  dem  Eise  noch  Wasser  in  der  Luft  vorhanden, 
so  muXs  unter  der  Voraussetzung  des  Wärmegleichgewichts  die 
Temperatur  der  Gesamtmasse  0°  sein,  d.  h.  es  sind  bei  dieser 
Temperatur  nur  noch  isotherme  Zustandsänderungen  möglich. 
Die  einem  solchen  Gemisch  aus  6r'  kg  Luft  und  G"  kg  Dampf, 
Wasser  und  Eis  zugeführte  Wärme  setzt  sich  zusammen  aus 
der  Wärme  für  die  isothermische  Zustandsänderung  der  Luft, 
siehe  Gl.  (15) 

und  beim  Vorhandensein  einer  spezifischen  Dampfmenge  x  und 
einer  Eismenge  y  der  Wärme  zur  Vermehrung  beider,  wobei  die 
Schmelzwärme  $  frei  wird 

dQ''  =  G"  (rdx  —  sdy). 
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Für  die  gesamte  Wännezufuhr  ergibt  sich  somit  die  sofort 
integrable  Gleichung 

dQ  =  —  AO'R'T'^  +  G''(rdX'-sdy)     .     .     (23), 

in  der  man  noch  statt  des  Partialdnickes  p'  der  Luft  das  Volu- 
men einführen  bzw.  die  spezifische  Dampfmenge  x  durch  Gl.  (18) 
eliminieren  kann.  Für  die  Adiabate  (welche  hier  mit  der  Iso- 
therme übereinstimmt)  ergibt  sich  alsdann 


G'^siy^y,)  =  G^RT{^\jr^^)-Älgn£} 


(23a). 


Dieser  Gleichung  bedient  man  sich  in  der  Meteorologie,  um 
bei  bekanntem  Wassergehalt  G"  aus  den  Drucken  p'  und  pi  die 
Dicke  der  Übergangsschicht  zwischen  Regen-  und  Schheewolken 
zu  bestimmen,  von  denen  für  die  ersteren  yi  =  0,  für  die  letz- 
teren dagegen  y  =  1  —  x  sein  muXs.  Unterhalb  dieser  Schicht 
gelten  wieder  die  Formeln  (17  b)  und  (20  b),  wenn  wir,  wie  schon 
in  §  8,  uns  die  Atmosphäre  im  indifferenten  Gleichgewichte  be- 
findlich denken,  oberhalb  derselben  aber  die  hieraus  durch  Hin- 
zufügung von  s  zu  r  bzw.  q  und  Ersatz  von  c  durch  Cq  hervor- 
gehenden Formeln.  Bezüglich  der  näheren  Durchführung  dieser 
Untersuchungen,  denen  wegen  der  Wahl  von  G"  eine  gewisse 
Willkür  anhaftet,  muXs  auf  die  Schriften  über  Meteorologie  ver- 
wiesen werden. 


Kapitel  V. 

Chemische  Zustandsänderungen 
(Thermochemie). 


§  32.    Die  Wärmetönang  bei  chemischen  Reaktionen. 

Die  Wärmetönung  einer  Reaktion.  Verbrennung  der  Kohle.  Kalori- 
meter von  Junkers.  Der  Heizwert.  Exotherme  und  endotherme 
Reaktionen.  Lösungen,  Kältemischungen.  Absorption  von  Ammoniak 
in  Wasser.  Der  Sättigungsgrad.  Verdünnte  Lösungen.  Die  Konzen- 
tration.    Relative  Gefrierpunktserniedrigung  und  Siedepunktserhöhung. 

Schon  in  §  2  lernten  wir  chemische  Reaktionen,  insbeson- 
dere die  Verbrennungsvorgänge  als  eine  Hauptquelle  der  Wärme 
kennen,  welche  wir  im  übrigen  bei  unseren  weiteren  Entwick- 
lungen als  von  auXsen  dem  arbeitenden  Körper  zugeführt  bzw. 
diesem  entzogen  betrachteten.  Solange  wir  nur  die  Zustands- 
änderungen eines  solchen  Körpers  im  Auge  hatten,  brauchten 
wir  uns  um  die  Herkunft  der  von  aulsen  stammenden  bzw.  um 
das  weitere  Schicksal  der  nach  dort  abgeleiteten  Wärme  nicht 
weiter  zu  kümmern.  Ganz  anders  liegt  der  FaU  dagegen,  wenn 
im  arbeitenden  Körper  selbst  während  des  zu  untersuchenden 
Prozesses  chemische  Reaktionen  stattfinden,  wofür  die  in  der 
Neuzeit  an  Bedeutung  rasch  zunehmenden  Gasmaschinen  ein 
treffendes  Beispiel  bilden.  Hier  ist  die  chemische  Reaktion  die 
eigentliche  Energiequelle  und  es  entsteht  die  Aufgabe,  den 
ganzen  Vorgang  so  zu  leiten,  dafs  von  dieser  Energie  ein  mög- 
lichst grofser  Teil  in  nutzbare  Form,  d.  h.  in  mechanische  Ar- 
beit übergeführt  wird. 
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Eine  chemische  Reaktion  kann  aber  nur  eintreten,  wenn 
wenigstens  zwei  chemisch  verwandte  Körper  miteinander  in  Be- 
rührung gelangen.  Diese  Berührung  wird  augenscheinlich  im 
Falle  der  Mischung  beider  Körper  am  intensivsten  sein,  welche 
wiederum  nur  für  Gase  und  Flüssigkeiten  vollkommen  durch- 
führbar ist.  Bei  festem  Körper  hilft  man  sich  durch  möglichst 
feine  Zerteüung,  d.  h.  durch  Herstellen  von  Pulvern,  wenn  man 
sich  nicht  mit  der  langsam  verlaufenden  chemischen  Reaktion 
an  ihrer  Oberfläche  begnügen  will.  Im  Gegensatze  zu  den 
Aggregatzustandsänderungen,  bei  denen  wir  es  immer  mit  der 
Zusammenballung  (Polymerisation)  oder  dem  Zerfall  (Diegrega- 
tion)  von  Molekülen  einer  und  derselben  Art  zu  tun  haben> 
verlaufen  die  chemischen  Reaktionen  viel  verwickelter,  da  bei 
ihnen  fast  immer  der  Verbindung  von  Molekülen  verschiedener 
Art  ein  Zerfall  von  solchen  der  Bestandteile  vorausgeht.  So 
mufs  bei  der  Bildung  von  Wasserdampf  aus  Sanerstofl^  und 
Wasserstoff  nach  der  Gleichung 

2^2+02=^2  0 

mindestens  das  Sauerstoff molekül  O2  vor  der  Verbindung  mit 
H2  zersprengt  werden.  Die  bei  diesem  Vorgange  in  Form  von 
Wärme  und  Arbeit  frei  werdende,  sehr  erhebliche  Energie  er- 
scheint mithin  als  Differenz  der  ßildungsenergie  der  Moleküle 
der  Verbindung  und  der  Trennungsenergie  der  Moleküle  der 
Bestandteile.  Bezeichnen  wir  den  in  Arbeitseinheiten  gemessenen 
Energieinhalt  des  einen  Bestandteils  vom  Gewichte  G'  mit  V^ 
(pro  Gewichtseinheit),  den  des  zweiten  0"  mit  Z7"  und  die 
Energie  der  Verbindung  0'  +  O"  mit  Z7,  so  mufs,  wenn  Q  die 
frei  werdende  Wärme  und  L  die  gewonnene  Arbeit  bedeutet, 

Ä  iß'  V  +  O"  Z7")  —  ^  (O'  +  G^')  V  =  q  +  AL  .  .  (1) 
sein.  Sind  mehr  als  zwei  Bestandteile,  sog.  Komponenten 
vorhanden,  denen  dann  auch  allgemein  mehrere  gleichzeitig  ent- 
stehende Verbindungen  entsprechen,  für  die  wir  die  Buchstaben 
^i\  ^li  ^i\  W  ^sw.  gebrauchen  wollen,  so  dürfen  wir  an 
Stelle  von  (1)  auch  schreiben 

a:sgu  —  a:sg^ü^  =  q  +  äl.   .   .   .   (la), 

wozu  noch  wegen  der  Unzerstörbarkeit  der  Materie  die  Glei- 
chung 

:?G.=  :?Oi -.   .   .   (2) 
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tritt.  Den  auf  der  rechten  Seite  von  (1)  bzw.  (la)  stehenden 
Energiebetrag  bezeichnet  man  nun  als  die  Wärmetönung 
der  Reaktion,  welche  somit  durch  den  Energie- 
inhalt des  Systems  im  Anfangs-  und  Endzustande 
unabhängig  von  allen  Zwischenstadien  vollkommen 
bestimmt  ist. 

Dieser  von  Hess  im  Jahre  1840  entdeckte  Satz  dient  vor  allem 
zur  indirekten  Bestimmung  der  Wärmetönung  in  Fällen,  wo  dieselbe 
nicht  unmittelbar  durch  das  Experiment  rein  erhalten  werden  kann, 
z.  B.  der  Wärmetönung  bei  der  Verbrennung  von  Kohle  (0)  zu  Kohlen- 
oxyd CO.  Hier  kennt  man  einerseits  die  Wärmetönung  der  Ver- 
brennung von  0  zu  COj  (8000  WE  pro  1  kg  C),  als  auch  diejenige  von 
CO  zu  COj  (2400  WE  pro  1  kg  0)  und  kann  daher  die  Wärmetönung 
der  Reaktion  2  CO  -|-  Oj  =  2  CO,  aus  der  Differenz  der  beiden  be- 
kannten Werte  bestimmen.  Es  ergibt  sich  nämlich,  wenn  man  die 
Reaktionen  im  Kalorimeter  bei  konstantem  Drucke  so  durchführt,  dafs 
die  Temperatur  (etwa  -{-Ib^  G)  zu  Anfang  und  am  Ende  dieselbe  ist, 
für  das  in  die  Verbindung  eintretende  Einheitsgewicht  des  Kohlenstoffs, 
das  Kilogrammatom  C  =  12kg, 

C,  +  2  Oä  =  2  COg  +  24  .  8000  WE  \ 
2C0 4-  O2  =  2  COj  +  24  •  2400  WE  )  '  *  '  *  W, 
woraus  gleichzeitig  die  in  der  Chemie  für  derartige  Energieumwandlungen 
übliche  Schreibweise  mit  der  Modifikation  erhellt,  dafs  man  dort  an 
Stelle  des  Kilogramms  das  Gramm  als  Einheit  wählt  und  in  Über- 
einstimmung hiermit  von   der  Grammkalorie  1=  ttzfü:  WEJ    an  Stelle 

unserer  WE  Gebrauch  macht.  Zieht  man  nun  die  beiden  Formeln 
(3)  voneinander  ab,  so  folgt 

C  +  Oj  =  200  +  245600  WE (3a), 

d.  h.,  während  1  kg  C  zu  CO,  verbrannt  eine  Wärmetönung  von 
8000  WE  ergab,  so  werden  bei  der  Verbrennung  zu  CO  nur  noch 
5600  WE  frei.  In  diesen  Werten  ist  die  äufsere  Arbeit,  welche  sich 
aus  den  mit  den  Reaktionen  verbundenen  Volumänderungen  ergibt, 
schon  einbegriffen.  Nach  der  in  §  2  gegebenen  Definition  des  Mole- 
kulargewichtes kann  sie  aber  auch  direkt  aus  den  chemischen  Formeln 
abgelesen  werden.  Aus  denselben  erkennt  man  nämlich,  dafs  bei  der 
Verbrennung  von  C  zu  COj  das  Gesamtvolumen  vor  und  nach  der 
Reaktion  bei  ungeändertem  Druck  und  gleicher  Temperatur  dasselbe 
ist,  wenn  man  von  dem  geringen  Volumen  des  festen  C  absehen  darf, 
während  bei  der  Verbrennung  von  C  zu  CO  sich  das  Volumen  ver- 
doppelt hat.    Im  letzteren  Falle  ist  also  gegen  den  Atmosphärendruck 
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Arbeit  geleistet  worden,  welche  sich  aus  dem  spezifischen  Gewichte 
des  Sauerstoffs  (y  =  1,43  kg/cbm  bei  0  °)  .  berechnet.  Danach  erfordern 
O,  =  32  kg  ein  Volumen  von  22,4  cbm,  denen  eine  Arbeit  von 
22,4  .  10333  =  231460  mkg  mit  einem  Wärmeäquivalente  von  546  WE 
entspricht.  Diese  Arbeit  wird  bei  der  Verbrennung  von  2  CO,  in  dem 
24  kg  C  enthalten  sind,  wegen  der  Kontraktion  von  der  Atmosphäre 
geleistet,  bei  der  Verbrennung  von  C  zu  COj  dagegen  an  diese  abgegeben. 
Auf  1  kg  0  entfällt  somit  in  beiden  Fällen  ein  Betrag  von  22,75  WE 
als  positive  oder  negative  Arbeit,  der  aber  gegenüber  den  Werten  von 
2400  und  5600  WE,  als  innerhalb  der  Fehlergrenze  liegend,  zu  ver- 
nachlässigen ist. 

Ganz  allgemein  dürfen  wir  nur  dann  von  der  äufeeren 
Arbeit  bei  chemischen  Verbindungen  absehen,  wenn  dieselben 
auf  gleiche  Temperatur  und  gleichen  Druck  bezogen,  dasselbe 
Gesamtvolumen  einnehmen,  wie  die  Komponenten,  oder  mit 
anderen  Worten,  wenn  sich  durch  die  Reaktion  die  Mole- 
'külzahl  nicht  geändert  hat.  Alsdann  wird  das  Ergebnis  auch 
durch  die  Anwesenheit  indifEerenter  Stoffe,  z.  B.  des  Stickstoffes 
der  Luft  nicht  beeinflufst.  Handelt  es  sich  um  die  Bestimmung 
von  Wärmetönungen  von  Verbrennungsvorgängen  gasförmiger 
oder  flüssiger  Brennstoffe  in  atmosphärischer  Luft,  so  bedient 
man  sich  neuerdings  fast  ausschlielslich  des  praktischen  Kalori- 
meters von  Junkers,  in  welchem  die  in  einer  Flamme  ent- 
wickelten Verbrennungsgase  durch  einen  genau  gleichförmigen 
Wasserstrom  so  lange  umspült  werden,  bis  sie  die  Eintritts- 
temperatur der  Luft  und  des  Brennstoffes,  dessen  Verbrauch 
entweder  durch  Wägung  oder  volumetrisch  (durch  eine  Gasuhr) 
festgestellt  wird,  erreicht  haben.  Die  Menge  des  Kühlwassers 
wird  dabei  zweckmäTsig  so  geregelt,  daTs  seine  Zuflufstemperatur 
ebensoviel  unter  der  Lufttemperatur  liegt,  wie  die  Abfluls- 
temperatur  darüber.  Auf  diese  Weise  erreicht  man  eine  gute 
Übereinstimmung  der  MittMtemperatur  des  Kalorimeters  mit 
derjenigen  der  Umgebung  und  damit  den  Fortfall  jedes  stören- 
den Wärmeaustausches  mit  dieser.  Statt  von  der  Wärmetönung 
spricht  man  in  der  Technik  gewöhnlich  vom  Heizwerte  des 
Brennstoffes,  und  zwar  vom  unteren  oder  oberen  Heiz- 
wert, je  nachdem  man  die  durch  Niederschlag  des  bei  der 
Verbrennung  gebildeten  Wasserdampfes  im  Kalorimeter  frei 
werdende  latente  Wärme  derselben  (pro  1  kg  Wasser  rd.  600  WE) 
abzieht  oder  nicht. 
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Den  Heizwert  fester  Brennstoffe  ermittelt  man  jetzt  vorwiegend 
durch  Verbrennung  einer  kleinen,  genau  abgewogenen  Menge  mit 
reinem  komprimierten  Sauerstoff  bei  konstantem  Volumen,  also 
unter  Wegfall  jeder  äufseren  Arbeit  in  einer  sog.  Bombe,  die 
in  ein  Kalorimetergefäls  eingetaucht  wird;  die  Zündung  erfolgt 
hierbei  durch  elektrische  Funken.  Wir  haben  nunmehr  noch 
zu  untersuchen,  ob  es  für  die  Bestimmung  der  Wärmetönung 
gleichgültig  ist,  bei  welcher  Temperatur  die  Reaktion  erfolgt. 
Nehmen  wir  z.  B.  an,  die  beiden  Komponenten  G'  und  6r"  so- 
wohl wie  auch  die  entstandene  Verbindung  seien  vollkommene 
Gase  mit  den  spezifischen  Wärmen  Cv  Cv"  und  Cr,  so  sind  deren 
Energien  für  die  Temperatur  T  gegeben  durch 

J.G'Z7'  =  G'Cv'T  +  AG'Vo' 

A  G"  17"  =  G"  Cv"T-\-  A  G"  Uq" 

A  (G'  +  G")  C7  =  (G'  +  G'O  ct;  T  -f  ^  (G'  4-  G")  Üq, 

und   wir   erhalten    für    die    Wärmetönung    nach    Einsetzen    in 

Gl.  (la) 

{G'Cv'+G''Cv")T''{G'  +  G'')cvT+A{G'Uo'+G''üo''—{G'+G'')Uo} 

=  Q+AL, 
oder,  wenn  wir  die  konstante  Summe 

A{G'Uo'  +  G-U^''-{G'-j-G'')üo}  =  G      .     .    (4) 
setzen, 

(G'c'  +  G"0^— (G^'  +  G^")Ct;T+C=y  +  ^L.     .     (5) 

Für  eine  andere  Temperatur  Ti  erhält  man  analog 

{G'Cv'  +  G''Cv'')T^  —  {G'  +  G'')cvTi  +  C=Qi  +  AI^      (5a) 

und  daraus  den  Zuwachs  der  Wärmetönung  beim  Übergang  von 
T  zu  Ti 

(G'c^^^G^^Cv''){T^-T)^{G^  +  G'')cv{T^^T)==J{Q  +  AL){bh) 

Dieser  Ausdruck  verschwindet  aber  nur  dann,  wenn 

G'  Cv'  +  G"  Cv"  =  (G'  +  G")  Cv (6), 

d.  h.  wenn  die  Verbindung  dieselbe  spezifische  Wärme  Cv  besitzt, 
wie  das  Gemisch  der  Komponenten.  Dies  würde  z.  B.  auch  ein- 
treten, wenn  die  Molekularwärme  durchgehends  nach  den  Dulong- 
Petitschen  Satze  aus  der  Summe  der  Atomwärmen  sich  be- 
rechnen Heise,  was  aber  nur  in  erster  Annäherung  zutrifft.     In 
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allen  anderen  Fällen,  d.  h.  im  allgemeinen  ist  die  Wärme- 
tönung von  der  Reaktionstemperatur  abhängig,  so 
dafs  diese  jedenfalls  immer  mit  angegeben  werden  sollte. 

Die  Wärmetönung  einer  chemischen  Reaktion  kann  nun 
positiv  oder  negativ  sein,  d.  h.  es  kann  während  der  Reaktion 
Wärme  frei  oder  gebunden  werden.  Im  ersteren  Falle,  für  den 
die  Verbrennungsvorgänge  typisch  sind,  spricht  man  von  exo- 
thermen, im  andern  von  endothermen  Reaktionen. 
Ein  prinzipieller  Unterschied  zwischen  beiden  besteht  allerdings 
schon  darum  nicht,  weil,  wie  wir  schon  oben  bemerkten,  die 
Wärmetönung  stets  die  Differenz  der  Bildungs wärme  der  ent- 
stehenden Verbindungen  und  der  Trennungswärme  der  vorher 
vorhandenen  Komponenten  darstellt.  Bei  exothermen  Reak- 
tionen überwiegt  demnach  die  Bildungswärme,  bei  endothermen 
dagegen  die  Trennungs wärme,  wodurch  das  verschiedene  Vor- 
zeichen sich  sofort  erklärt.  Jedenfalls  erkennt  man,  dafs  — 
gleiche  Anfangs-  und  Endtemperaturen  vorausgesetzt  —  durch 
exotherme  Reaktionen  derEnergieinhaltdes  ganzen 
Systems  abnimmt,  durch  endotherme  dagegen 
wächst. 

Befinden  sich  die  miteinander  in  chemische  Reaktion  treten- 
den Körper  in  verschiedenen  Aggregatzuständen,  so 
setzt  sich  die  Wärmetönung  aus  der  Umwandlungswärme  wenig- 
stens einer  der  Komponenten  und  der  eigentlichen  Verbindungs- 
wärme zusammen.  Dies  tritt  z.  B.  ein  bei  der  Lösung  von 
Salzen  in  Wasser  oder  der  Absorption  von  Gasen  durch  Flüssig- 
keiten. Da  das  Ergebnis  in  beiden  Fällen  eine  Flüssigkeit  ist, 
so  kann  man  sich  vor  der  Verbindung  im  ersteren  das  Salz 
durch  Wärmezuführung  geschmolzen,  im  zweiten  das  Gas  durch 
Wärmeentziehung  kondensiert  und  schliefslich  die  gebildeten 
Flüssigkeiten  miteinander  in  Reaktion  tretend  denken.  Findet 
im  ersteren  Falle  keine  Verbindung  des  Salzes  mit  dem  Lösungs- 
mittel statt  (z.  B.  eine  Hydratbildung),  so  verläuft  der  Vorgang 
ganz  endotherm,  d.  h.  unter  Aufnahme  von  Wärme,  oder  wenn 
diese  nicht  in  genügender  Menge  von  aufsen  zugeführt  wird, 
unter  starker  Abkühlung  des  Systems.  Hiervon  macht  man  im 
täglichen  Leben  bei  der  Herstellung  sog.  Kältemischungen 
Gebrauch.  Die  Wirkung  derselben  kann  noch  erhöht  werden, 
wenn  man  das  Salz   nicht  unmittelbar  in  Wasser  löst,   sondern 
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in  fein  gepulvertem  Zustande  mit  Schnee  mischt.  Alsdann  muXs 
auch  der  letztere  zur  Bildung  der  Lösung  mitgeschmolzen 
werden,  so  dals  sich  hier  die  negative  Wärmetönung  im  wesent- 
lichen aus  zwei  Schmelzwärmen  zusammensetzt.  Da  die  Schmelz- 
Tfärme  der  meisten  Körper  nur  sehr  wenig  mit  der  Temperatur 
bzw.  mit  dem  Drucke  schwankt,  so  gilt  dies  auch  für  die 
Lösungswärmen  von  Salzen,  die  wir  sonach  praktisch  als  unver- 
änderlich ansehen  dürfen. 

Genauer  mülste  nach  den  hierfür  gültigen  Gleichungen  (5) 
und  (6)  die  spezifische  Wärme  der  Lösung  identisch  sein  mit 
derjenigen  der  Mischung  des  flüssigen  Salzes  und  des  Lösungs- 
mittels. Da  die  erstere  jedenfalls  kleiner  ist  als  die  letztere,  so 
folgt  daraus  in  Übereinstimmung  mit  der  Erfahrung,  dals  die 
spezifische  Wärme  von  Salzlösungen  mit  wachsen- 
dem Salzgehalte  abnimmt. 

Für  die  Lösung  von  Gasen  liegen  die  Verhältnisse  wesent- 
üch  anders,  da  die  Verflüssigungswärme  derselben  eine  starke 
Änderung  mit  der  Temperatur  besitzt.  Als  Beispiel  betrachten 
wir  die  auch  technisch  wichtige  Absorption  von  Ammoniak 
in  Wasser,  d.  h.  die  Bildung  von  sog.  Salmiakgeist.  Ist  Q  +  ^-^ 
=  W  die  gesamte  Wärmetönung  bezogen  auf  1  kg  gelösten 
AWg,  so  können  wir  dieselbe  uns  in  folgender  Weise  zusammen- 
gesetzt denken.  Wir  kühlen  zunächst  das  ^£3,  dessen  Anfangs- 
temperatur tO  sein  möge,  auf  die  dem  herrschenden  Drucke  p 
entsprechende  Siedetemperatur  d-^  ab,  wozu  die  Wärmemenge 
Cp(T  —  d)  entzogen  werden  mufs.  Darauf  verflüssigen  wir  unter 
Entziehung  der  Verdampf ungs wärme  r  und  erwärmen  das 
Kondensat  wieder  auf  die  Temperatur  r  durch  Hinzuführung 
der  Flüssigkeitswärme  q^  —  qe^.  Schliefslich  bringen  wir  die  so 
(überhitzte)  Flüssigkeit  mit  Wasser  zusammen,  worauf  die  Ver- 
bindung NH4OH  (Ammoniumhydroxyd)  unter  Freiwerden  von 
s  WE  entsteht.     Mithin  besteht  die  Gleichung  pro  1  kg  ^^3 

W  =  Cp{T  —  &)  —  qr  +  q^  +  r  +  s     .     .     .     (7), 

in  welcher  die  Grölse  ^,  qd^  und  r  durch  den  Druck,  bei  welchem 
die  Reaktion  stattfindet,  gegeben  sind,  während  r  und  qr  von 
der  Temperatur  abhängen.  Mithin  wird  die  Lösungswärme 
von  Gasen  in  Flüssigkeiten  im  allgemeinen  eine 
Funktion  desDruckes  undder  Temperatur  sein,  auch 
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wenn  die  eigentliche  Bildungswärme  des  aus  der  Reaktion  her- 
vorgehenden Körpers  (hier  NH^OH)  als  konstant  betrachtet 
werden  darf. 

Für  Ammoniak  fanden  nun  bei  atmosphärischem  Drucke  und 
%  =.-\-ll^  Reaktionstemperatur  Favre  und  Silbermann  die  Ab- 
sorption swärme  W=  514  WE,  sowie  unabhängig  davon  v.  Strombeck 
W=  502  WE.  Den  Mittelwert  beider  Messungen  W=  508  WE  wollen 
wir  unserer  Rechnung  zugrunde  legen.  Dem  atmosphärischen  Druck 
^  =  10  333  kg/qm  entspricht  weiter  nach  unserer  Dampftabelle  für  NH, 
eine  Siedetemperatur  von  ^  =  —  33  **  mit  einer  Verdampfungswärme 
von  r  =  319  WE  mit  einer  Flüssigkeitswärme  g^  ==  — -25  WE,  während 
dieselbe  für  t  =  +17^  •  g^  =  +17  WE  beträgt. 

Führen  wir  noch  die  spezifische  Wärme  Cp  =  0,52  des  gasförmigen 
NHj  ein,  so  ergibt  Gl.  (7) 

508  =  0,52  (17  +  33)  —  17  —  25  +  319  +  s 
oder  s  =  205  WE,  während  Strombeck  durch  unmittelbare  Vereinigung 
flüssigen  NHg  mit  Wasser  8  =  200,3  gefunden  hatte.  Angesichts  der 
Unsicherheit  der  Werte  von  W  und  r  sowie  der  spezifischen  Wärme  Cp 
ist  diese  Übereinstimmung  gewifs  befriedigend.  Mit  Hilfe  des  so 
gewonnenen  Wertes  von  8  ist  es  nun  leicht,  ftlr  beliebige  Pressungen 
and  Temperaturen  t  aus  (7)  die  Absorptionswärme  des  Ammoniaks  zu 
bestimmen. 

Die  beiden  eben  besprochenen  Lösungsarten  haben  noch 
eine  weitere  Eigenschaft,  welche  praktisch  von  grofser  Be- 
deutung ist.  Es  zeigt  sich  nämlich,  dafs  für  jede  Tem- 
peratur unter  einem  bestimmten  Druck  ein  gröfstes 
Mischungsverhältnis  G':  6r^' besteht,  worin  6r"  dem  Lösungs- 
mittel zukommt.  Ist  dieses  Mischungsverhältnis,  welches  man 
auch  wohl  als  den  Sättigungsgrad  der  Lösung  und  dabei 
diese  als  gesättigt  bezeichnet,  erreicht,  so  verhält  sie  sich  zu 
der  etwa  noch  vorhandenen  ungelösten  Menge  indifferent.  Als- 
dann spricht  man  von  einem  chemischen  Gleichgewicht 
zwischen  der  gesättigten  Lösung  und  dem  ungelösten  Stoffe. 

Denken  wir  uns  nun  ganz  allgemein  in  einer  Lösung  von 
der  Zusammensetzung  G'  +  ^"  die  Menge  G'  um  dG'  vermehrt, 
ohne  dafs  Wärme  von  aufsen  zugeführt  oder  entzogen  wird,  so 
mufs  der  Wärmetönung  WdG'  eine  Temperaturänderung  der 
Lösung  um  dT  entsprechen,  so  zwar,  dafs 

WdG'  +  (6?'  +  G")cdT  =  0 
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oder 


dT 
dG' 


W 


ist.  Die  Temperatur  der  Lösung  wird  demnach  durch 
Erhöhung  der  sog.  KonzentratTon  steigen  oder 
fallen,  Je  nachdem  die  Lösungswärme  W  zu-  oder 
abzuführen  ist  bzw.  je  nachdem  die  Lösung  endo- 
therm oder  exotherm  verläuft. 

Dieser  Satz  steht  in  vollem  Einklang  mit  den  oben  be- 
trachteten Beispielen,  von  denen  die  Salzlösungen  sich  durch 
Hinzufügung  neuen  Salzes  abkühlen,  während  der  Salmiakgeist 
durch  Neuaufnahme  von  Ammoniak  sich  erhitzte.  Auf  diese 
Weise  gelangt  man  schlieXslich  bei  Tq  zum  Sättigungsgrad  der 
Lösung,  für  welchen  dT  =  0  und  <?6r'  =  0  wird.  Dasselbe 
hätten  wir  auch  erzielen  können ,  wenn  wir  die  ursprüngliche 
Lösung  unter  Zu-  oder  Abführung  der  Lösungswärme  auf  die 
schliefsliche  Konzentration  gebracht  und  dann  erst  durch  Ab- 
kühlung bzw.  Erwärmung  die  Sättigungstemperatur  herbeigeführt 
hätten.  Daraus  folgt  im  Verein  mit  dem  obigen  Satze,  dafs 
man  eine  Salzlösung  durch  Abkühlung,  eine  Gas- 
lösung dagegen  durch  Erwärmung  in  den  Sättigungs- 
zustand überführen  kann. 

Von  dieser  Tatsache  macht  man  in  der  Technik  bei  der 
Gewinnung  von  Salzen  bzw.  bei  der  Austreibung  von  Gasen 
vielfach  dadurch  Gebrauch,  dafs  man  die  Lösungen  unter  ihrem 
Sättigungsgrad  abkühlt  bzw.  über  demselben  erhitzt.  In  der 
nachstehenden  Tabelle  XXV  sind  für  einige  der  wichtigsten 
Lösungen  die  Sättigungsgrade  O* :  6r"  bei  bestimmten  Tempera- 
turen angegeben. 


Tabelle  XXV.  Sä 

ttigungsg 

rade. 

Körper 
G' 

—40 

-20 

0 

+20 

+40 

+  60 

+  80 

+  100 

»C 

NaCl 
CaCl, 
MgCI, 

0,318 

0,355 
0,496 

0,360 
0,740 
0,570 

0,366 
1,100 
0.606 

0,373 
1,290 
0,641 

0,382 

1,42 

0,659 

0,396 
1,54 

Salz 

> 

NH3 

2,94 

1,77 

0,90 

0,52 

0,34 

0,24 

0,15 

0,07 

Gas 
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Schlielslich  sei  noch  darauf  hingewiesen,  dals  bei  allen 
Lösungen,  gleichviel  ob  dieselben  gesättigt  sind  oder  nicht,  der 
Dampfdruck  p  an  der  Oberfläche  nicht  mit  der  Sunmie  der 
Sättigungsdrucke  p'  4"  i^"  d®^  Bestandteile  für  die  herrschende 
Temperatur  übereinstimmt,  sondern  dats  stets 

ist.  Man  erklärt  diese  Tatsache  aus  der  gegenseitigen  Anziehungs- 
kraft der  beiden  Molekülgattungen  auch  in  der  Dampfform  (in 
der  sie  indessen  keine  Tendenz  zur  Vereinigung  zeigen),  ohne 
dals  es  bisher  gelungen  ist,  aus  dem  vorliegenden,  ziemlich 
umfangreichen  Versuchsmaterial  einigermalsen  befriedigende 
Gesetzmäfeigkeiten  abzuleiten.  Hat  man  dagegen  nur  den  Dampf 
des  Lösungsmittels  zu  berücksichtigen,  was  für  sehr  ver- 
dünnte Lösungen  immer  zulässig  ist,  so  bietet  die  Ver- 
folgung des  Problems  keine  Schwierigkeiten. 

Wir  denken  uns  zu  diesem  Zwecke  in  einem  durchweg  gleich 
temperierten  Räume  (Fig.  106)  in  das  Lösungsmittel  W  ein  Rohr 
eingetaucht,  welches  unten  durch  eine  für 
den  in  der  Lösung  L  befindlichen  gelösten 
Stoff  undurchdringliche  Membran  B  ab- 
geschlossen ist.  Herrscht  in  dem  ganzen 
System  Gleichgewicht,  so  wird  der  Druck 
über  der  Lösung  um  Jp  niederer  sein, 
als  der  Dampfdruck  p  über  dem  Spiegel 
des  reinen  Lösungsmittels  W.    Ist  y  das  Fig.  loe. 

spezifische  Gewicht  des  Dampfes,  und  ä 

die  durch  den  osmotischen  Druck  der  Lösung  (siehe  §  2) 
L  bedingte  Höhe  der  Flüssigkeitssäule,  so  haben  wir 

^P  =  hy (9) 

Folgt  nun  der  Dampf,  was  für  mäfsige  Temperaturen  immer 
zulässig  ist,  dem  Gasgesetz,  so  gilt  auch  mit  dem  spezifischen 
Volumen  v 

y=\-if (10)' 

und  wir  erhalten  aus  (9)  eine  relative  Dampfdruck- 
erniedrigung 

Jp         h 

T-Rl' (11) 


*' 

k 

w 
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Die  Druckhöhe  h  kann  aber  auch  durch  den  osmotischen  Druck 
Po  und  das  spezifische  Gewicht/  der  Lösung,  welches  sich  von 
demjenigen  des  reinen  flüssigen  Lösungsmittels  nach  Voraus- 
setzung nur  unendlich  wenig  unterscheidet,  ausgedrückt  werden^ 
so  zwar,  dafs 

/ 
wird  und  (11)  in 

-^P  Po  ,,.. 

T  =  7RT     ^^^^> 

übergeht,  d.  h.  die  relative  Dampf druckerniedrigung 
ist  dem  osmotischen  Lösungsdrucke  proportional. 
Da  nun  nach  den  Versuchen  von  Pfeffer  (§2)  der  osmotische 
Druck  sich  nach  dem  Gasgesetz  ändert,  so  folgt,  dafs  unter  Rq. 
die  Gaskonstante  des  gelösten  Stoffes  und  vq  und  /^  das  spezi- 
fische Volumen  bzw.  das  spezifische  Gewicht  desselben  in  L 
verstanden, 

Po  =  ^==Yo^T (12) 

oder  mit  (IIa) 

worin  yo  *  Y  ^^s  Verhältnis  der  in  der  Volumeinheit  erhaltenen 
Menge  des  gelösten  Stoffes  zur  Menge  des  Lösungsmittels  die 
sog.  Konzentration  der  Lösung  bedeutet.  Die  relative 
Dampf  druckerniedrigung  ist  somit  der  Konzen- 
tration der  Lösung  direkt  proportional.  Da  dieselbe 
ebenso  bekannt  ist,  wie  die  Gaskonstante  R  des  reinen 
Lösungsmittels  (z.  B.  Wasser),  so  bietet  die  Formel  (Hb) 
ein  Mittel  dar  zur  Bestimmung  der  Gaskonstanten  des  gelösten 
Stoffes  (z.  B.  eines  Salzes)  und  damit  seines  Molekulargewichtes 
(§  2  Gl.  12)  in  der  Lösung  auf  Grund  der  beobachteten  relativen 
Dampfdruckerniedrigung.  Wegen  der  Kleinheit  der  Dampf- 
drücke stöfst  die  Feststellung  des  Verhältnisses  Jp:p  indessen 
meist  auf  sehr  grofse  Schwierigkeiten,  die  man  durch  folgende 
Überlegung  umgehen  kann. 

Zeichnet  man  in  Fig.  107  die  Dampfspannungskurve  W  de» 
reinen  Lösungsmittels  im  ^-T- Diagramm,  so  verläuft  nach  (Hb) 
diejenige  der  Lösung  L  unterhalb  derselben,  so  zwar,   dafs  da» 
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Fig.  107. 


Verhältnis  Jp:p  für  den  ganzen  Verlauf  konstant  bleibt.  Im 
Gefrierpunkt  E  des  reinen  Lösungsmittels,  welcher  der  Tem- 
peratur Ti  und  dem 
Drucke  pi  entspricht, 
zweigt  nun  die  Span- 
nungskurve des  festen 
Körpers  (siehe  §  17)  nach 
unten  ab  und  schneidet 
im  Punkte  E'  die  Span- 
nungskurve der  Lösung, 
aus  der  sich  bei  der  die- 
sem Punkte  zugehörigen 
Temperatur  Ti  —  JTi 
das  Lösungsmittel  aus- 
zuscheiden beginnt.  Der 

Dampf druckerniedrigung  Jpi  entspricht  also  auch 
eine  Gefrierpunktserniedrigung  um  ^Ti,  welche  sich 
für  den  unseren  Voraussetzungen  entsprechenden  Fall,  dals  die 
Kurven  TT  und  L  einander  sehr  nahe  liegen,  leicht  aus  Jpi 
berechnen  läfst.  Bezeichnen  wir  nämlich  den  Differential- 
quotienten   der   Spannungskurve   W  im  Punkte  E  mit   f^j  , 

denjenigen  der  Kurve  EE'  in  demselben  Punkte  mit  f-j^| ,  so 
ist  offenbar 

Ersetzen  wir  die  in  Klammer  stehende  Differenz  durch  ihren 
Wert  nach  §  18  Gl.  (11),  so  erhalten  wir  mit  der  Schmelz- 
wärme s  und  dem  Volumenzuwachs  bei  der  Verdampfung 
Vi" — Vi   auch 

womit  (IIb)  für  den  Gefrierpunkt  übergeht  in 

^  ÄT,Mv,"-v,')   n   ^     ....     (14) 

Setzen  wir  dann  die  beiden  Dampfdruckkurven  W  und  L 
nach   oben   fort,    so   treffen  sie   die  atmosphärische  Linie  P2  ^^ 
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den  Punkten  S  und  S',  welchen  die  Siedetemperaturen  T2  und 
T2-\-  JT  entsprechen.  Wegen  der  Kleinheit  von  Jp2  (Fig.  107) 
und  Z/T2  dürfen  wir  aber  auch  schreiben 

Jp.=  (^)jT, (15), 

oder  mit  Rücksicht  auf  die  Clapeyronsche  Gleichung  für  den 
Siedevorgang  unter  Einführung  der  Verdampf ungs wärme  r^  und 
der  Volumenzunahme  ^2" — ^2'  für  die  Siedetemperatur 

^2  y    R  ^    ^ 

Eine  verdünnte  Lösung  besitzt  demnach  gegen- 
über dem  reinen  Lösungsmittel  eine  Gefrierpunkts- 
erniedrigung und  eine  Siedepunktserhöhung,  welche 
beide  der  Konzentration  des  gelösten  Stoffes  in  der 
Lösung  proportional  sind. 
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Die  Zu»tandsgleichang  des  Gasgemisches  während  der  Verbrennung. 
Die  Wärmetönung.  Adiabatische  Verbrennungen  bei  konstantem 
Volumen,  konstantem  Druck  und  konstanter  Temperatur.  Isotherme 
Verbrennungen  bei  konstantem  Volumen  und  konstantem  Drucke. 
Die  Wärmetönung  in  der  kalorimetrischen  Bombe. 

Das  Ergebnis  jedes  praktischen  Verbrennungs Vorgangs  ist 
ein  Gemisch  von  Gasen,  unter  denen  Kohlensäure  und  Wasser- 
dampf die  Hauptrolle  spielen,  während  der  Stickstoff  der  atmo- 
sphärischen Luft  chemisch  unverändert  nur  Temperatur  und 
Druckänderungen  unterworfen  wird.  Dabei  ist  es  ganz  gleich- 
gültig, ob  der  Brennstoff  selbst  im  gasförmigen,  flüssigen  oder 
festen  Zustande  mit  der  Verbrennungsluft  in  Berührung  gebracht 
wird,  wenigstens  solange  keine  festen  oder  flüssigen  Verbren- 
nungsrückstände auftreten. 

Zur  vollständigen  Verbrennung  einer  bestimmten  Gewichts 
menge  6r'  kg  des  Brennstoffes  mögen  nun  G"  kg  Sauerstoff  er- 
forderhch  sein,  welche  sich  aus  der  chemischen  Zusammen- 
setzung des  ersteren  ergeben,  über  die  wir  vorläufig  keine  An- 
gaben machen  wollen.  Aufserdem  seien  vor  und  nach  der 
Verbrennung  6r'"  kg  unveränderter  Gase  vorhanden,  zu  denen 
neben  dem  Stickstoffgehalt  der  gesamten  Verbrennungsluft  auch 
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der  Sauerstoff gehalt  des  etwa  vorhandenen  Luftüberschusses  zu 
rechnen  ist.  Das  schlielslicbe  Ergebnis  des  Vorgangs  sind  mithin 
((t'  -\-  6r")  kg  Verbrennungsprodukte  und  (r'"  kg  unveränderte 
Gase ;  in  einem  gegebenen  Momente  vor  Ablauf  der  Verbrennung 
seien  von  jedem  kg  Brennstoff  erst  x  kg,  im  ganzen  also  xG^  kg 
umgewandelt,  mithin  auch  xG'*  kg  Sauerstoff  verbraucht  und 
X  (6r'  -|-  6r")  kg  Verbrennungsgase  gebildet.  Alsdann  besteht  das 
G^gemisch  neben  dieser  Menge  von  Verbrennungsprodukten 
und  der  unveränderten  Grasmenge  6r'"  auch  aus  (1  —  x)  G' 
unverbrannten  Brennstoff  und  aus  (1  —  x)  6r"  Sauerstoff.  Neh- 
men wir  jetzt  an,  der  Brennstoff  sei  gasförmig  mit  der  Gas- 
konstanten R\  während  die  Gaskonstante  des  Sauerstoffs  mit  £" 
und  diejenige  des  unveränderten  Gasgemisches  mit  jB'"  bezeich- 
net werden  möge,  so  herrschen  im  betrachteten  Momente  bei 
der  absoluten  Temperatur  T  in  einem  gegebenen  Volumen  V  die 
Partialdrücke  p\  p^\  i?'"  und  p  nach  den  Formeln 

1?'F=(1— x)  G'R'T 
y7=(l  —x)  G"R"T 
p'^'Y  =  G'''E"'T 

pV=  x{G'  +  G'')BT 

Mit  dem  Gesamtdrucke 

Px  =  f  +  P''+P"'  +  P  .' (2) 

folgt  daraus  die  Zustandsgieichung  des  Gasgemisches 
während  der  Verbrennung 

^^F=(G'5'+G"-B"+G'"i?"0  r+a;{(ö'+G")^— Ö'-B'— Ö^'Ä"}  T  (3) 

Hätten  wir  an  Stelle  des  gasförmigen  einen  festen  oder 
flüssigen  Brennstoff,  so  können  wir  sowohl  dessen  Volumen  als 
auch  seinen  Partialdruck  vernachlässigen  und  hätten  alsdann 
in  (3)  nur  ü'  =  0  zu  setzen.  In  der  Zustandsgieichung  (3)  ist 
natürlich  das  spezifische  Volumen  v  gegeben  durch 

7  =  (G^' -f  6^"  +  G^'")  V W» 

so  dals  wir  auch  schreiben  dürfen 

PxvG'B'  +  G''R'+G'''R''        (G' + G")  R—G'R--  G"  R' 

T  ""  G'  +  G^'-j-G"'         +^  G'  +  G"+G'"  ^  ^^' 

oder  mit  den  Abkürzungen 


(!)• 
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G' R' +  G^' R' -}- G^'^  R' 
G'  +  G"  +  G"' 


=  i^i 


(5), 


G'  +  ö^"  +  G'" 

von  denen  die  erstere  nichts  anderes  als  die  Gaskonstante  der 
Mischung  vor  Beginn  der  Verbrennung  bedeutet, 

p^v  =^  (ßo  +  E^x)  T (6). 

Würde  das  Verbrennungsprodukt  G'  +  ^"  physikalisch  die- 
selben Eigenschaften  besitzen  wie  die  Mischung  der  beiden  in 
Reaktion  tretenden  Komponenten  G'  und  G",  so  würde  nach 
§  2  die  Konstante  JBi  verschwinden  und  (3b)  in  pxV  =  BqT 
übergehen.  In  diesem  Falle  ist  der  Verbrennungsvorgang  ohne 
jeden  Einfluls  auf  das  physikalische  Verhalten  des  Gasgemisches. 
Man  erkennt  übrigens  aus  (3  a),  dals  dieser  dem  mit  x  behafteten 
Gliede  proportionale  Einflufs  um  so  mehr  zurücktritt,  je  grölser 
die  an  der  Verbrennung  nicht  teilnehmende  Menge  6r'"  aus- 
fällt, d.  h.  mit  je  gröfserem  Luftüberschufs  die  Verbrennung  er- 
folgt. Von  der  gewöhnlichen  Gasgleichung  unterscheidet  sich 
unsere  Zustandsgieichung  des  Gemisches  während  der  Verbren- 
nung durch  den  Hinzutritt  der  neuen  Veränderlichen  x  zu  den 
schon  bekannten  Variabelen  p^  v  und  T. 

Um  nun  die  Wärmetönung  einzuführen,  greifen  wir,  wie 
schon  im  letzten  Paragraphen,  auf  die  Energiegleichung  zurück, 
welche  für  unser  Gemisch  lautet 

dQ-}^ÄdL  +  ÄiG'-}'G''  +  G'")dUx  =  0     .    .    (7), 

wenn  wir  mit  Ux  den  Energieinhalt  von  1  kg  desselben  nach 
der  Verbrennung  von  xG'  kg  Brennstoff  bezeichnen  und  wieder 
wie  im  vorigen  Paragraphen  unter  Q  die  frei  werdende  Wärme 
sowie  unter  L  die  gewonnene  Arbeit  verstehen.  Bezeichnen  wir 
nun  wie  früher  den  Energieinhalt  des  Brennstoffs  mit  U',  den- 
jenigen des  Sauerstoffs  mit  ?7"  und  mit  U'"  den  der  indifferenten 
Gasmenge,  sämtliche  bezogen  auf  1  kg,  so  ist  der  Energieinhalt 
des  Gemisches  im  fraglichen  Augenblicke  gegeben  durch 

oder  auch 

G'ü'-\-G"W  +  G'"U'''        {G'  4-  G")  U—  G'  V  —  G"  ü" 
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Diese  Formel  besitzt  ersichtlich  dieselbe  Bauart  wie  Gl.  (3  a), 
nur  dals  hier  die  Energiegrölsen  ü'  Z7"  Z7'"  und  U  gegenüber 
den  B  nicht  als  Konstante  aufgefalst  werden  können.  Setzen 
wir,  wie  in  §  32,  für  Gase 

AG'l?  =  G'cv'T-^AG'Uo' 
AG''  V"  =  G"cv"  r  +  ^G"  Uo'' 
AG'''  V"  =  G"'c^"'  T  +  AG'"  Üq'" 
A{G'  +  G")  U={G'  +  G")cvT-^A  {G'  +  G")  Üq,  ' 

so  geht  (8)  über  in 

ATT  -  (^'c,'  +  G"c/'  +  G"'Cv"'  G'üo'-}^G"üo"-\-G"'Uo"' 

,  JG'+G")c,-.G'c'-G"c,"^^   .{0'-\-G")V,-G'U,'-G"V,'\^. 

Durch  Differentiation  dieser  Gleichung  erhalten  wir,  nach- 
dem noch  der  Zähler  des  letzten  Gliedes  nach  Gl.  (4)  §  32 

A{G'-{-G")Üo  —  äG'Uo'  —  AG"Üo"-=  —  C    .     .    (9) 
gesetzt  wurde 

J..TT       lG'c,'^G"Cv"-\-G"'Cv"'        (G'+G")cv-^G'Cv'~G"c^"\ 
AfiUx—^       G'-t-G"+G'"       +^  G'j^G"-\-G"'  J 

l^G'+G")c.-^G'c.'^G"c."        C ) 

^1  G'^G"+G"'  ^      G'+G"  +  G"'r^    ^°^^' 

Die  Konstante  (9)  ergibt  sich  nach  den  Ausführungen  des 
letzten  Paragraphen  sofort  durch  die  experimentelle  Bestimmung 
einer  Wärmetönung  für  eine  vorgelegte  Temperatur,  so  dals  die 
Gl.  (8  b)  aufser  den  beiden  Variabelen  T  und  x  nur  noch  be- 
kannte Grölsen  enthält.  Verhalten  sich  die  Verbrennungspro- 
dukte physikalisch,  wie  ein  Gemisch  aus  den  Komponenten,  so 
faUen  die  mit  (G'  +  G")  Cv  —  G'Cv'  —  G'Co"  behafteten  GUeder 
weg,  und  die  Formel  vereinfacht  sich  in 
.  -„        G'Cv'-\-G"Cv"  +  G"'Cv"'  0  . 

Ad  Ux  -  g,  ^  g,rj^  G'"  '^^—  G'  +  G"  +  G'"'^''    ^^^^• 

Die  allgemeine  Gl.  (8  b)  vereinfachen  wir  zweckmäfsig  noch 
durch  die  Abkürzungen 

GfCv'+G"Cv"-\-  G'"  Cv'"  _  {G'  4-  G")  Cy  —  G'  Cy'  —  G"  Cy"  __  _ 


G^j^G"-\-G'"       "~   '  G'  +  G"-{-G" 

"')ÜQ  —  G'Uo'  —  G"Uo"  C 

G^^G"-j-G'"  ""      &-{.G"  +  G" 
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deren  Vorzeichen  so  gewählt  ist,  dals  bei  exothermen  Vorgängen 
nur  positive  Konstante  auftreten,  in 

ÄdUx  =  adT'-bd{xT)  —  Edx      .     .     .    (8d) 

und  erhalten  alsdann  für  die  Wärmetönung  (7)  mit  6r'  +  ö"  +  6r'" 
=  Jö,  die  schon  von  Z  e  u  n  e  r  (1887),  wenn  auch  in  anderer  Form, 
angegebene  Gleichung 

dQ  +  ÄdL  =  {Edx  +  bd{xT)  —  adT}2G      .    (11). 

Hierzu  tritt  noch  die  Zustandsgieichung  (6),  nämlich 
Pxv  =  (Bo  +  Rix)  T, 
während  die  Arbeit  durch  dL  ss^pxdv^G  aus  (11)  eliminiert 
werden  kann.  In  den  beiden  Gl.  (6)  und  (11)  sind  demnach 
fünf  Variabele,  px  v  x  T  und  Q  enthalten,  von  denen  drei  zur 
Ermittlung  der  beiden  anderen  gegeben  sein  müssen.  Dieser 
grofsen  Mannigfaltigkeit  entspricht  natürlich  eine  erhebliche  Zahl 
möglicher  Verbrennungsvorgänge,  von  denen  allerdings  nicht 
alle  praktische  Bedeutung  besitzen.  Findet  während  der  Ver- 
brennung mit  der  Umgebung  kein  Wärmeaustausch  statt,  so 
haben  wir,  wie  schon  früher,  bei  rein  physikalischen  Zustands- 
änderangen (iQ  =  0,  und  (11)  geht  für  diese  adiabatischen 
Verbrennungen  mit  dL  =  pxdv2G  über  in 

Apxdv  =  Edx  +  bd(xT)  —  adT    .     .     .     (IIa). 

Bei  konstantem  Volumen,  wie  im  Falle  der  kalori- 
metrischen Bombe  (§  32),  verschwindet  die  linke  Seite  und  wir 
erhalten  durch  Integration  der  rechten,  wenn  vor  Beginn  der 
Verbrennung,  also  für  x  =  0,  die  Temperatur  T  =  Ti  war 

Ex  -}-  b  X  T  —  a  {T  —  Ti)  =0 
oder 

E  -\-  bT'  a  —  bx  ^    ^ 

Durch  diese  Gleichung  ist  die  augenblickliche  Temperatur 
des  Körpers  durch  den  Verbrennungsgrad  x  bestimmt  bzw.  um- 
gekehrt, während  der  zugehörige  Druck  sich  aus  (6)  bei  vor- 
gelegten spezifischen  Anfangsvolumen  Vi  ergibt. 

Für  die  adiabatische  Verbrennung  bei  konstan- 
tem Druck  i?i  folgt  weiter  aus  (IIa),  wenn  wieder  für  x  =  0, 
V  =  Vi  und  T  =  Ti  war, 

Apiiv  —  Vi)  ^Ex  +  6xT—  a(T—  Ti). 
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Da  nun  aus  (6) 

so  haben  wir  auch 

äSo  {T—Ti)  +  ABixT=Ex  +  bxT  —  a{T'-Ti) 


oder 


X  = 


T  = 


E  +  bT-^AE^T 

(iiJKo  +  a)  T^  +  Ex 


(13) 


A{EQ'\-Bix)-{-a  —  hx 

Die    adiabatische    Verbrennung    bei    konstanter 
Temperatur  Ti  ergibt  nach  (IIa) 

Apxdv=^  {E  +  bTi)dx, 
oder  wegen  (6) 

.dv_  E  +  bTi        dx 
V    ~        T        Rq-^-R^x 

Durch  Integration  folgt  hieraus  mit  dem  Anfangszustande  pi 
Vi,  x  =  0, 

oder 


,       V        E  +  bTi.      Ro  +  Rix 


.  .  (14) 


B  +  bTt 


"=^M   ^0    )       ^^*^^ 

Eliminieren  wir  dagegen  mit  Hilfe  von  (6)  den  Verbren- 
nungsgrad X,  so  erhalten  wir  an  Stelle  dieser  Formeln  wegen 
BoTi=PiVi 

V       E  +  bTi         pxv        E+bTi       pxv 
^^^^=    ARiTi^^'^Wi^    ARiT^^^^i 

E+hTi 
oder  mit     .  '     ^    =  fx  abgekürzt 

A.  Ml  li 


T' 


(15) 


Aus    dieser    Gleichung    der    Verbrennungsdruck- 
kurve folgt  schliefslich  die  Arbeit 

1 


L=  ^  pdv=  piVi fi 


vi)   ~ 


(16) 
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Von  weiteren  Zustandsänderungen  kommen  noch  die  iso- 
therme Verbrennung  bei  konstantem  Volumen  und 
bei  konstantem  Druck  in  Betracht,  während  die  Zustands- 
änderungen für  X  =  Konst.  mit  denjenigen  der  reinen  Gas- 
gemische konstanter  Zusammensetzung  identisch  sind,  aÜb  nichts 
Neues  bieten. 

Die  isotherme  Verbrennung  bei  konstantem  Vo- 
lumen führt  nach  (11)  auf 

Q=^{E+hT^)x^G (17), 

d.  h.  auf  eine  der  verbrannten  Menge  proportionale 
Wärmeabgabe  unabhängig  vom  Druck,  der  sich  wieder 
aus  (6)  berechnet.     Die  gesamte  Wärmetönung  ist  demnach 

Q  =  {E  +  hT^)2G (17a) 

In  der  kalorimetrischen  Bombe  verläuft  nun  die  Verbren- 
nung weder  rein  adiabatisch,  noch  auch  rein  isotherm,  so  dafe 
die  Frage  entsteht,  ob'  der  Verlauf  derselben  überhaupt  die  er- 
haltene Wärmetönung  beeinflulst.  Nehmen  wir  im  extremen 
Falle  an,  dafs  die  Verbrennung  momentan  erfolgt,  so  ist  hier- 
für zweifellos  dQ  =^0  und  wir  erhalten  für  a?  =  1  aus  Gl.  (12) 
für  die  Endtemperatur  dieser  Explosion 

a  —  h 
oder 

^--^-'-^ (-) 

Durch  Abkühlung  der  Gesamtmasse  im  Kalorimeter  auf  die 
Anfangstemperatur  wird  alsdann  die  Wärme 

ö'  =  {(G'  -f  G'^)  Cv  +  G-c/"}  (T-  Ti) 

abgeführt.  Hierfür  dürfen  wir  indessen  wegen  (10)  auch 
schreiben 

q^  =  {a-h)  (T-T^)  2G  ....  (17b), 
ein  mit  (17a)  wegen  (12a)  identisches  Ergebnis,  so  dafs  in 
der  Tat  die  Wärmetönung  in  der  kalorimetrischen 
Bombe  unabhängig  von  der  Art  der  Zustandsände- 
rung  in  derselben  erscheint. 

Die  isotherme  Verbrennung  bei  konstantem 
Druck  ^1,  wie  sie  scheinbar  im  Junkerschen  Kalorimeter  sich 
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vollzieht,  da  aus  demselben  die  Verbrennungsprodukte  mit  der- 
selben Temperatur  Ti  entweichen,  mit  welcher  das  Brenngas 
und  die  Luft  eintreten,  ergibt  nach  (11)  mit  px  =  pi 

oder  wegen  (6),  d.  h.  mit  p^v  =  {R^-^Bix)  Ti,  PiV^^R^T^ 

Q  =  {E  +  (b-AB,)T^}x2a     ....     (18), 

also  wiederum  eine  der  verbrannten  Menge  propor- 
tionale Wärmeentwicklung.  Denken  wir  uns  auch  hier 
die  Verbrennung  zunächst  sehr  rasch,  d.  h.  adiabatisch  voll- 
zogen, so  folgt  die  Endtemperatur  aus  (13),  wofür  wir  auch 
schreiben  dürfen 

E  +  (b-ÄR,)T, 
^^'^^-  Ä{Bo  +  Ri)+a--b      '     '    '     ^^"^^^ 

Damit  aber  geht  (18)  für  vollständige  Verbrennung,  also 
x=l  über  in 

Q  =  {A(Ro  +  B^)  +  a-^b)}(T-^Tr):SG       .     (18a) 

Kühlen  wir  nunmehr  die  Verbrennungsprodukte  bei  kon- 
stantem Drucke  auf  die  Anfangstemperatur  ab,  so  haben  wir 
diese  Wärmeentziehung  von 

(^  =  {(G'  +  G")  (c,  +  AB)  +  ö'-  (c.-  +  AB''')}{T--  Ti), 
oder  wegen  (5)  und  (10) 

(?'  =  [A  (Bo  +  B^)  +a-b)]  (T-T^)  ^G 

Aus  der  Übereinstimmung  dieses  Wertes  mit  (18  a)  ergibt 
sich,  dals  auch  bei  der  Verbrennung  unter  konstantem 
Drucke  die  frei  werdende  Wärme  unabhängig  vom 
Verlaufe  der  Verbrennung  ist,  wenn  nur  die  anfängliche 
Temperatur  wieder  erreicht  wird.  Es  liegt  dies  natürlich  nur 
daran,  daTs  in  diesem  Falle  die  nach  aulsen  abgegebene  Arbeit 
immer  einen  und  denselben  Wert  besitzt.  Um  den  Betrag  dieser 
Arbeit  ist  die  Wärmetönung  bei  konstantem  Druck  überdies 
kleiner  als  diejenige  bei  konstantem  Volumen,  wie  man  aus 
dem  Vergleich  der  Formeln  (17)  und  (18)  erkennt,  und  darum 
wird  das  Ergebnis  der  kalorimetrischen  Unter- 
suchung eines  und  desselben  brennbaren  Gemisches 
in  der  Bombe  und  im  Junkerschen  Kalorimeter  im 
allgemeinen  nicht  dieselben  Resultate  liefern.    Dies 
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tritt  nur  dann  ein,  wenn  mit  Ei  =  0  die  Verbrennungsprodukte 
dieselben  physikalischen  Eigenschaften  besitzen,  wie  die  Mischung 
der  Komponenten. 

Wenn  das  Verbrennungsprodukt  unter  den  gegebenen  Ver- 
suchsbedingungen nicht  mehr  gasförmig  sein,  sondern  nur  als 
Flüssigkeit  existieren  kann,  so  wird,  wie  schon  im  vorigen 
Paragraphen  erwähnt,  die  latente  Wärme  ebenfalls  in  der  Wärme- 
tönung mit  enthalten  sein.  Die  oben  entwickelten  Formeln  ge- 
statten uns  nun,  wenn  die  physikalischen  Eigenschaften  der 
Komponenten,  der  Verbindung  und  des  indifferenten  Bestand- 
teiles bekannt  sind,  zunächst  die  Werte  der  Konstanten  a,  &, 
Eq)  ^  abzuleiten  und  dann  aus  der  beobachteten  Wärmeentwick- 
lung bei  einer  vorgelegten  Temperatur  die  Grölse  E  =  C2G  zu 
bestimmen,  mit  welcher  dann  die  Wärmetönung  unter  beliebigen 
anderen  Verhältnissen  berechnet  werden  kann. 

Als  Beispiel  betrachten  wir  die  Verbrennung  von  reinem  Wasser- 
stoff (H,)  in  Sanerstoif,  welche  bei  atmosphärischem  Drucke  derart 
erfolgte,  dafs  die  Temperaturen  der  Komponenten  und  des  als  Wasser 
gewonnenen  Produktes  nahezu  übereinstimmten.  Nehmen  wir  dieselbe 
zu  etwa  -|-17**  an,  so  ist  Ti  =  290°;  dabei  wird  eine  Wärme  von 
Q  ==  34200  WE  für  (?'  =  1  k^  Wasserstoff  frei. 

Diese  können  wir  uns,  da  der  Wasserdampf  unter  atmosphärischem 
Drucke  sich  bei +100°  also  T'  =  373*»  niederschlägt,  in  folgender 
Weise  zusammengesetzt  denken.  Zunächst  wird  die  Gesamtmasse  von 
6r'  ==  1  kg  Hg  und  G"  ==  8  kg  Oj  von  der  Versuchstemperatur  T^  auf 
T'  erwärmt,  wozu  (6?' Cp' +  (?"Cp")  (T' —  TJ  WE  erforderlich  sind. 
Bei  dieser  Temperatur  findet  die  Verbrennung  statt  mit  einer  Wärme- 
entwicklung von  |S-(-  (6  —  ABl)  T^  2G^  darauf  die  Kondensation  mit 
einer  Wärmeentwicklung  von  r^G,  wobei  r  der  Wasserdampf tabelle 
für  T'  zu  entnehmen  ist,  und  schliefslich  wird  das  gebildete  Wasser 
auf  Ti  abgekühlt  unter  Freiwerden  von  c(T'  —  T^)^G  WE.  Daraus 
folgt  aber  für  die  gesamte  Wärmetönung 

Q  =  {E  +  {b  —  AE,)  T'  +  r}  ^G  +  {T'  —  T,){c^G'^^Gcp) 
Da  nun  für  gasförmiges  Hg  Oj  H^O 

R  =  422,6        26,5  46,7 

Cp  =      3,41        0,217         0,48 
c„  =      2,41        0,155         0,37 
ist,   so    ergibt  sich  bei   Abwesenheit  indifferenter  Gase  nach   Gl.  (5) 
und  (10) 
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B^  =  46,7  —  70,5  =  —23,8  ,      AR,  =  —0,056 
«    ^2,41  .1  +  0,165  .8^^^^ 

1  -(-ö 

b    =  0,406  —  0,37  =  0,036 ,    b  —  AB^  =  0,092 

und  aus  der  Dampftabelle  r  =  537  WE.    Weiterhin  ist 

^Gcj,  =  3,41  •  1  +  0,217  .  8  =  5,15 

und  demnach  ergibt  die  obige  Gleichung 

34200  =  {^  +  0,092  •  373  +  537  }  9  +  83  •  (9  —  5,15) 

„        34200  —  5140  —  320        28  740        ^^^ 
E  = =  — g—  =  3190. 

Verbrennen  wir  nun  bei  etwa  + 17  •  6?'  =  1  kg  Hg  mit  Ö"  =  8  kg  Oj 
in  einer  Bombe  bei  konstantem  Volumen,  ohne  dafs  Kondensation 
des  gebildeten  Wasserdampfes  eintritt,  so  ergibt  sich  nach  Gl.  (17  a) 
eine  Wärmetönung  von 

Q  =9E  +  0,036  •  290  .  9  =  28  834  WE. 

Würde  die  Verbrennung  hierbei  adiabatisch  erfolgen,  so  hätte 
man  mit  a  —  b  =  0,37  eine  Endtemperatur  T  zu  erwarten,  welche  sich 
nach  (12  a)  bzw.  (17  a)  mit  der  eben  ermittelten  Wärmetönung  zu 

T-  T  -^  ^  -290-4-  ^^^^ 

r  =  290  +  8660  =  8950° , 

während  bei  adiabatischer  Verbrennung  unter  konstantem  Druck  sich 
aus  (13  a) 

3190 +  0,092.  290        3217 

424  +  ^'^^ 
ergeben  würde.  Beide  Temperaturen  werden  nun  in  Wirklichkeit 
weitaus  nicht  erreicht,  da  lange  vorher  schon  eine  Dissoziation  des 
gebildeten  Wasserdampfes  eintreten  müfste.  Eine  vollständige  adiaba- 
tische Verbrennung  des  Wasserstoffes  wäre  daher  nur  in  Gegenwart  erheb- 
licher Mengen  indifferenter  Stoffe  denkbar.  Aufserdem  darf  nicht 
aufser  acht  gelassen  werden,  dafs  unsere  Entwicklungen  ganz  auf  der 
TJn Veränderlichkeit  der  spezifischen  Wärmen  der  Gase  beruhten,  eine 
Frage,  auf  die  wir  im  nächsten  Paragraphen  zurückkommen  werden. 
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§  34.    Die  Verbrennung  yon  Gasen  mit  yeränderlicher 
spezifischer  Wärme. 

Die  mittlere  spezifische  Wärme  Cv  des  Verbrenn ungsprodnktes.  Ihre 
Bestimmung  durch  Mallard  und  Lechatelier,  sowie  Langen.  Berech- 
nung   der   Wärmetönung.     Die     Erzeugung     von     Generatorgas   und 

Dowsongas. 

Der  Vergleich  der  im  vorigen  Paragraphen  entwickelten 
Theorie,  deren  Tormulierung  man  im  wesentlichen  Zeuner 
verdankt,  mit  der  Erfahrung  wird  nun  vor  allem  durch  den 
Umstand  erschwert,  dals  unsere  Thermometer  der.  raschen  Tem- 
peraturänderung während  der  Verbrennung  nicht  zu  folgen  ver- 
mögen bzw.  bei  sehr  hohen  Temperaturen  überhaupt  versagen. 
Da  auch  die  Bestimmung  des  bei  konstantem  Druck  rasch  ver- 
änderlichen Volumen  grolsen  Schwierigkeiten  begegnet,  so  bleibt 
nur  die  Druckmessung  während  der  Verbrennung  bei 
konstantem  Volumen  übrig.  Aus  derselben  ergibt  sich 
unter  Zugrundelegung  des  Ga^igesetzes  Gl.  (6)  §  33  für  die  Kom- 
ponenten und  das  Verbrennungsprodukt  für  die  vollendete  Ver- 
brennung, also  mit  x  =  1 

■Ro  +  J?i  y 

^  V 

bzw.  für  den  Zustand  vor  der  Verbrennung 

1^1  =  -^' 

und  damit  der  Zusammenbang  zwischen  der  Druck-  und 
Temperatursteigerung 

P_ ^o  +  -gi    ^  .,s 

Pi    ~       B,        Ti ^'^ 

Da  man  nun  über  das  Verhalten  der  in  Verbindung  tretenden 
Gase  und  des  Verbrennungsproduktes  bei  hohen  Temperaturen 
und  Drucken  experimentell  nichts  weifs,  und  streng  genommen 
a  priori  hierüber  auch  nichts  aussagen  kann,  so  liegt  in  der 
Gl.  (1)  nicht  mehr  und  nicht  weniger  als  eine  Definition 
der  Verbrennungstemperatur  des  Gemisches. 

Hat  man  nun  in  der  Bombe  nur  die  beiden  Komponenten 
G'  und  ö"  in  demselben  Gewichtsverhältnis  wie  in  der 
Verbindung  ohne  Beimischung  indifferenter  Bestandteile,  so  folgt 
zunächst  für  G'"  =  0  aus  Gl.  (5)  des  letzten  Paragraphen 
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Bo  (G'  +  G")  =  ö'  B'  +  G"  E"  \ 

woraus  bei  bekannten  Gaskonstanten  der  Bestandteile  und  der 
Verbindung  der  Faktor  des  Temperaturverhältnisses  in  (1)  sich 
ergibt.  Die  Temperatur  T  folgt  dann  nach  der  Beobachtung  des 
Druckes  p  aus  (1)  bei  vorgelegtem  Anfangszustand  pi,  Tj. 
Weiter  ist  dann  nach  Gl  (10)  §  33 

a—b  =  cv  I    .     .     .     .       W 

Findet  nun  die  Verbrennung  in  der  Bombe  explosionsartig, 
also  adiabatisch  statt,  so  wird  die  gesamte  Wärmetönung  Q' 
nachher  dem  Verbrennungsprodukt  entzogen,  so  dals  wir  für 
diesen  Abkühlungsvorgang  nach  Gl.  (17  b)  §  33  mit  unserer 
Gl.  (3)  auch  haben 

^«  —  (^Q'^G")  (T— Ti) *^^) 

Diesen  Wert  bezeichnet  man  als  die  mittlere  spezifische 
Wärme  des  reinen  Verbrennungsproduktes  zwischen  den  Tem- 
peraturen T  und  Tl.  Ist  CvQ  der  auf  gewöhnliche  Art  bei  QO 
und  Atmosphärendruck  ermittelte  Wert,  so  findet  man  stets 
Ct;  ">  Ct,o  und  setzt  in  erster  Annäherung  Ct;  =  et;o  +  aT,  unter 
T  =  T  —  273  die  Verbrennungstemperatur  in  Celsiusgraden  ver- 
standen.   Alsdann   kann   Cv   auch   als  wahre  spezifische  Wärme 

für  die  Mitteltemperatur  —  (T-|-  Ti)  bezw.  «^  (r  +  ti)  bezeich- 
net werden,  wobei  man  niemals  übersehen  sollte,  dafs  es  sich 
bei  dieser  Festsetzung  jedenfalls  nur  um  ein  rohes  Annäherungs- 
verfahren  handelt 

Hat  man  somit  die  spezifische  Wärme  des  Verbrennungs- 
produktes als  Temperaturfunktion  bestimmt,  so  kann  man  den 
Versuch  wiederholen  unter  Beigabe  eines  indifferenten  Gases 
6r"  bzw.  eines  Überechusses  einer  der  beiden  Komponenten. 
Alsdann  ergeben  sich  zunächst  aus  den  Gl.  (5)  und  (10)  des 
vorigen  Paragraphen  andere  Werte  der  Konstanten  Bq  und  i?i, 
a  und  b,  während  die  Wärmetönung  Q'  der  Menge  G'  des 
brennbaren  Gases  proportional  bleibt.  Auch  die  durch  (1)  be- 
stimmte Verbrennungstemperatur  ändert  sich  in  T',  so  dals  wir 
jetzt  an  Stelle  von  (4)  die  Gleichung 
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erhalten.  Hierin  ist  Cv  aus  dem  ersten  Versuche  unter  Hin- 
zunahme der  linearen  Abhängigkeit  von  der  Temperatur  für  die 

neue  Mitteltemperatur  -  (T  -{-  Ti)  schon  bekannt,  so  dafa  (4  a) 

uns  sofort  den  Wert  von  c»"'  als  spezifische  Wärme  von  ö'"  für 
diese  Mitteltemperatur  bzw.  bei  bekanntem  c»o'"  für  0^  und 
Atmosphärendruck  und  vorausgesetzter  linearer  Veränderlichkeit 
diesen  Temperaturkoeffizienten  a'"  liefert.  Natürlich  ist  auch 
dieses  Ergebnis,  wie  alle  anderen  so  gewonnenen,  nur  als  erste 
Annäherung  zu  betrachten,  bei  der  vor  allem  der  Einfluls  des 
spezifischen  Volumens  nicht  zum  Ausdruck  gelangt. 

Nach  dem  eben  geschilderten  Verfahren  haben  zuerst  188^ 
Mallard  und  Lechatelier^)  Versuche  angestellt  und  daraus 
für  Wasserstoff,  Sauerstoff,  Stickstoff  und  Kohlen - 
oxyd  für  die  Molekularwärme,  d.  h.  dem  Produkt  von  Cv 
mit  dem  Molekulargewicht  f.i  die  einfache  Beziehung 

/i  Cr,  =  4,8  +  0,0012  T 
abgeleitet,  während  sie  für  Wasserdampf 
^i  Cv  =  5,61  +  0,00656  r 
und  für  Kohlensäure 

ILiCv  =  6,3  +  0,012  T  —  0,00000354  r^ 

erhielten.  Wegen  des  aulserordentlichen  Wachstums  dieser 
Werte  mit  der  Temperatur  wurden  dieselben  von  Fliegner 2) 
und  Zeuner^)  angezweifelt,  durch  neuere  Untersuchungen  von 
Langen^)  (1903)  dagegen  in  der  Hauptsache  bestätigt.    Die  Er- 


*)  Mallard  et  Lechatelier:  Recherches  experimentales  et 
thöoriques  sur  la  combustion  des  m^langes  gaseux  explosifs.  Annales 
des  Mines,   t.  IV.  1883. 

*)  Fliegner:  Die  Versuche  zur  Bestimmung  der  spez.  Wärme 
der  Gase  bei  hohen  Temperaturen.  Vierteljahrsschriftder  nat.  Ges.  in 
Zürich.    Bd.  44,  1899. 

3)  Zeuner:  Technische  Thermodynamik,  1887.    Bd.  I.    S.  141. 

*)  Langen:  Untersuchungen  über  die  Drucke,  welche  bei  der 
Explosion  von  Wasserstoff  und  Kohlenoxyd  in  geschlossenen  Gefäfsen 
entstehen.     Dissertation,  Rostock  1902. 
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gebnisse    des    letzteren  werden    nach   einer    Umrechnung    von 
Seh  reber  1)  durch  die  folgenden  Mittelwerte  für /u  c»  dargestellt. 


Temperaturintervall 

H„0„N„CO 

H,0 

CO, 

0  — 1700*>C 
0  — löOO^O 

6,00 
5,53 

8,83 
9,88 

11,20 
10,45 

Mittelwerte  für 
0  — 1600^0 

5,765 

9,355 

10,825 

Aus  diesen  Mittelwerten  und  demjenigen  fiCv  =  4,87  bei  0® 
und  Atmosphärendruck  für  die  Gase  H2,  O2,  N2  und  CO  (siehe 
Tabelle  II  in  §  4)  berechnet  sich  nunmehr  die  mit  Mallard  und 
Lechatelier  gut  übereinstimmende  Formel 

fi  Cv  =  4,87  +  0,0011  T  =  4,57  +  0,0011  T, 
während   für   Wasserdampf   und    Kohlensäure    Schreber 
aus  den  Versuchen  von  Langen  unter  Zuhilfenahme  des  Dulong- 
Petitschen  Gesetzes  über  die  Molekularwärmen  die  Formeln 
^iCt,=  6,855 +0,00233  T 
^Ci.  =6,774 +0,00378  T 
ableitet,   dieselben  aber  nur  auf  hohe  Temperaturen  beschränkt 
wissen  will.     Die  Formel  für  H2O  scheint  dabei  am  unsichersten 
2u   sein,   so  dafs   wir  für  diesen  Körper  die  obige  von  Mallard 
und  Lechatelier  beibehalten  wollen. 

Für  unsere  weiteren  Untersuchungen  wollen  wir  nun  all- 
:gemein 

Cv  =  Co  +  aT (5) 

«etzen,  worin  die  Konstanten  sich  aus  den  obigen  empirischen 
Formeln  durch  Division  mit  den  Molekulargewichten  ergaben. 
Für  die  praktisch  in  Frage  kommenden  wichtigsten  Gase  sind 
dieselben  in  der  nachstehenden  Tabelle  zusammengestellt. 


T 

abelle  XXVL 

für 

H, 

0, 

N. 

CO 

H,0 

CO, 

Co 
a 

2,285 
0,00055 

0,143 
0,000034 

0,163 
0,000039 

0,163 
0,000039 

0,212 
0,000364 

0,154 
0,000086 

*)  Schreber:    Zur   Berechnung   der   Vorgänge   in    Gasmotoren, 
Dinglers  polytechn.  Journal  1903,  Bd.  318,  Heft  28  u.  29. 
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Die  Anwendbarkeit  der  GL  (5)  mit  diesen  Konistanten  er- 
streckt sich  bis  zu  Temperaturen  von  etwa  1700®  C  oder  rd. 
T  =  2000^;  darüber  hinaus  hat  Langen,  wenigstens  für  Kohlen- 
säure, den  Beginn  der  Dissoziation  festgestellt. 

Mit  (5)  schreibt  sich  nunmehr  der  Zuwachs  des  Energie- 
inhaltes der  Gewichtseinheit  eines  Gases 

AdU=(co  +  uT)dT, 
woraus  durch  Integration 

äU  =  CoT  +  '^T^-\-AÜo       ....       (6) 

hervorgeht.  Haben  wir  also  wieder  ein  Gemisch  von  (1 — x)G^  kg 
Brennstoff,  (l—x)  ö^'  Sauerstoff,  x  (G'  4-  G'')  kg  Verbrennungs- 
produkt und  6r'"  indifferenten  Gases  im  Volumen  7,  so  gelten 
zunächst  unverändert  die  Gleichungen  (1)  —  (6)  des  vorigen 
Paragraphen,  insbesondere  die  Zustandsgieichung 

p^v=^(Ro-{-B^x)T (7), 

weiterhin  aber  auch  Gl.  (7)  und  (8),  während  wir  für  die  in 
denselben  enthaltenen  Energie  werte,  nach  (6)  zu  schreiben  haben 

AG'Ü'  =  G'co' T+  G'^r^  +  AG'  Uq' 
A  G"  Z7"  =  Ö"co"  T  +  ö"  "^  T^-^-A  G^"  Üq" 


u" 


AG"'  U'"  =  G^'"Co'"  T  +  G^'"  -^  r2  -f  AG'''  U^ 


2 


-'0 


A  {G'  -^G")U=  {G'  +  G")  Co  T  +JG'  -\-G")^T^  +  ^  (ß' + ö^")  ^o 

Damit  erhalten  wir  an  Stelle  der  Gl.  (8  a)  des  §  33 
_  G'co'+G"co"  +  G"'co"'  Q^L\'+G"Uo"  +  G"'  W 


G'  +  Ö^"-fG^'"  "^""  a'-j-G"-\-G"' 

fG'+G")co-G'Co'^G^'Co"  ^G'+G")Vo-G'Vo'-G"ü," 

"^  G'-\'G"-\-G"'  ^J--^-^  Q'J^Qf^J^Qfn  ^ 

+  G'J^ G" 4- G'"  T  +  G'  +  G"  +  G'"     .      ~2'  ^^^ 
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Mit   den   Abkürzungen   analog   Gl.  (10)   des  vorigen   Para- 
graphen 


G'-]-G"-\-G"'        ~    '  G'-\-G"  +  G'^ 

G'W  +  G'üo''-{G^  +  G-)Uo  _ 

G'-\.G"  +  G'"  ""     ' 


'=b 


sowie 


.  (9), 


a^a'^G'a''-\-G"'a'"  _       G'  a'  -\-  G"  a"  —  (G'  -\-  G")  a  __ 
G'-{-G"-\-G'''        "^^  G'  +  6?"  +  G'"  ~ 

wird  aus  (8)  durch  Differentiation 

AdUx  =  (a+fT)dT—bd{xT)—^d{xT^)-Edx  .    (8a), 

oder    auch    wegen    Gl.  (7)    des    vorigen    Paragraphen    für    die 
Wärmetönung 

dQ-^AdL  =  iEdx+bd(xT)-\-^d{xT^)-(a-}-fT)dT\2G  (10) 

Setzt  man  hierin  dL  =  pxdv  ^G^  so  bietet  es  keine  weiteren 
Schwierigkeiten,  mit  Hilfe  von  (7)  die  verschiedenen  Zustands- 
änderungen  eines  brennbaren  Gemisches  in  derselben  Weise  zu 
verfolgen,  wie  es  im  letzten  Paragraphen  geschehen  ist.  Ins- 
besondere ergibt  sich  für  die  Verbrennung  bei  konstantem 
Drucke  pi 

—  I  (T2— Ti2)  j  ^G (10a) 

Da  nun  weiter 

ist,  so  hat  man  für  die  bei  konstantem  Drucke    frei  werdende 
Wärme  pro  1  kg  der  Verbrennungsprodukte  2G 

--^(r2-Ti2) (lob) 

Findet  im  speziellen  Falle  die  Verbrennung  adiabatisch 
statt,  so  verschwindet  einfach  die  linke  Seite  und  die  Gleichung 
gestattet  die  Bestimmung  der  Endtemperatur  des  Reaktions- 
produkts. 
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Als  Beispiel  wollen  wir  die  Erzeugung  von  sog.  Generator- 
gas aus  Kohlenstoff  (Kokes  oder  Anthrazit)  betrachten,  wie  sie 
zuerst  von  E.  Meyer*)  genauer  untersucht  worden  ist.  Führen  wir 
in  einem  Glühofen,  dem  sog.  Generator,  der  dort  aufgeschichteten 
glühenden  Kohle  Luft  zu,  so  verbrennt  die  Kohle,  falls  die  Temperatur 
550^  C  nicht  übersteigt^  vollständig  zu  CO,,  bei  Temperaturen  über 
1000^  entsteht  dagegen  fast  reines  CO,  welches  mit  dem  Stick- 
stoff der  Luft  gemischt  das  sog.  Generatorgas  bildet.  Kühlt 
man  das  Generatorgas  auf  die  äufsere  Lufttemperatur  wieder  ab, 
so  gewinnt  man  rd.  2400  WE,  wie  wir  schon  früher  gesehen 
haben,  während  durch  Abkühlung  der  COg  ca.  8000  WE  pro  1  kg  C 
frei  werden.  Da  man  nun  das  Generatorgas  für  motorische  Zwecke 
noch  reinigen  mufs,  was  nur  bei  niederer  Temperatur  geschehen  kann, 
so  ist  die  Abkühlung  auf  die  Lufttemperatur  in  der.  Tat  unvermeidlich, 
so  dafs  die  Wärmetönung  bei  der  Bildung  des  CO  hierbei  stets  als 
verloren  anzusehen  ist.  Mithin  steht  in  demselben  pro  1  kg  C,  den 
Meyer  als  Generatorkohlenstoff  bezeichnet,  nur  noch  eine 
Wärmetönung  von  W  =  8000  —  2400  ==  5600  WE  zur  Verfügung  und 
der  sog.  Wirkungsgrad  des  Generators  beträgt  im  besten  Falle, 
d.  h.  unter  VernachlässiguDg  etwaiger  Verluste  durch  teilweise  vorzeitige 
Verbrennung  zu  COj 

5600       ^. 

Die  Temperatur  T,  mit  welcher  das  Gas  aus  dem  Generator  ent- 
weicht, läfst  sich  nun  leicht  berechnen;  wenn  wir  die  Wärmetönung 
bei  konstantem  Druck  und  der  Temperatur  Tj  mit  Qi  bezeichnen,  so 
folgt  aus  Gl.  (10  b) 

^=.E  +  ib-AB,)T,  +  ^T,K 

Anderseits  geht  aber  für  die  adiabatische  Verbrennung  bei  konstantem 
Druck  (10  b)  über  in 

o  =  E  +  {b^AB,)  r+'|-T«-(a  +  ^Eo)(r-To~-{(r*-r,*), 

und  wir  erhalten  durch  Abzug  beider  Formeln  voneinander 

^  =  {a^h  +  A(^B,  +  R,)}  (T  ^  T,)  +  ^-^  (T^  -  T,^)   (11), 

oder  wegen  der  Bedeutung  der  Konstanten  nach  unserer  Gl.  (9)  sowie 
nach  (5)  des  vorigen  Paragraphen 

1)  E.  Meyer:  Kraftgasanlagen  und  Versuche  an  der  Dowson- 
Gasmotoreuanlage  der  Zentralen  Zürichbergbahn.  Zeitschr.  d.  Ver. 
d.  Ingenieure  1895. 
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Q^  =  G'"  (Co'"  +  AR")  {T  -  T,)    +         ö'"  -g-  (^  -  T,*) 

+(  '  +  6?")(co  +  AÄ)(r-r,)+(ö'+(?")-J(7^-r,«).   (iia) 

Diese  Formel,  in  welcher  6r'  das  Kohlegewicht,  G"  dasjenige  des 
Sauerstoffes  und  G^'"  das  des  indifferenten  Stickstoffes  der  Verbrennungs- 
luft darstellt,  so  dafs  gerade  6r'  -)-  G"  die  resultierende  Kohlenoxyd- 
menge  bedeutet,  besagt  nur,  dafs  im  erhitzten  Generatorgase  die 
gesamte  Wärmetönung  angehäuft  ist. 

Für  unseren  Fall  vereinfacht  sich  (IIa)  noch  dadurch,  dafs  die 
Gaskonstanten  des  Stickstoffs  und  des  Kohlenozyds  so  nahe  überein- 
stimmen, dafs  wir  von  ihren  Unterschieden  praktisch  ganz  absehen 
dürfen.     Mit 

E  =  E'"  =  30,2,    Co  =  Co'"  =  0,163,    «  =  «'"  =  0,000039 

können  wir  darum  auch  schreiben 

-^  =  0,234  (T—  T,)  +  0,00002  (T*  —  T,«)     ...    (11  b) 

Hierin  setzen  wir  entsprechend  einer  Temperatur  von  t^  =  -|- 1^  **, 
T^  =  290*;  die  Gewichtsmenge  2G  dagegen  bestimmt  sich  aus  der 
"Überlegung,  dafs  auf  12  kg  0  in  der  Verbindung  CO  16  kg  O  entfallen, 
während  die  Luft  auf  1  kg  O  4  kg  N  enthält.     Somit  ist 

&  =  12  kg,     G"  =  16  kg,    G"'  =  64  kg,    2G  =  92  kg. 

Aufserdem  aber  bezieht  sich  die  Wärmetönung  2400  WE  bei  der 
Bildung  von  CO  auf  1  kg  C,  so  dafs  wir  in  (Hb) 

Öl  =  12  .  2400  WE 

einzusetzen  haben.     Damit  schreibt  sich  dieselbe 

383  =  0,234  T+  0,00002  T» 

und  liefert  als  positive  Wurzel  die  Maximaltemperatur 

T  =  1440<>   bzw.    T  =  4- 1167  0  C. 

Es  würde  nun  äufserst  unökonomisch  sein,  das  Generatorgas  an 
dieser  hohen  Temperatur  einfach  abzukühlen  und  damit  die  ganze 
Verbrennungswärme  des  C  zu  CO  aufzugeben,  so  dafs  der  hier  ge- 
schilderte sog.  Siemens-Generatorprozefs  wohl  nur  noch  selten 
durchgeführt  wird.  Als  einfachstes  Mittel  zur  Wiedergewinnung  der 
Wärmetönung  des  CO  bietet  sich  nach  dem  Vorschlage  des  Engländers 
Dowson  die  Zersetzung  von  Wasser  nach  der  Gleichung 

O+HjO^CO  +  H^. 
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Diese  Reaktion  geht  bei  Generatortemperataren  von  über  1000^  C 
ziemlich  rein  von  statten,  während  bei  niederen  Temperataren  ent- 
sprechend der  Gleichang 

C  +  2H,0  =  C0,  +  2H, 
neben  Wasserstoff  fast  reine  Kohlensäare  entsteht.  Da  bei  der  Ver- 
brennung von  1  kg  Hj  zn  Wasser,  wie  wir  früher  gesehen  haben^ 
34200  WE  frei  bzw.  bei  der  Zersetzung  der  entsprechenden  Wasser- 
menge (9  kg)  gebunden  werden,  so  wird  im  ersten  Falle,  dem  sog. 
Dowsonprozefs,  mit  1  kg  0,  entsprechend  der  Wärmetönung  von 
2400  W£  eine  Wasserstoffmenge  von  0,07  kg  aus  0,63  kg  Wasser  erzeugt. 
Nach  der  obigen  chemischen  Gleichung  aber  entspricht  dem  Verbrauche 
von  12  kg  0  eine  Wasserstoffmenge  von  2  kg,  oder,  0,167  kg  H,  pro 
1  kg  0.    Daraus  folgt,  dafs  neben  der  insgesamt  endothermen  Reaktion 

C  -f  H,0  =  00  +  H, 
noch  die  früher  allein  betrachtete  exotherme 
20  +  0^  =  200 

zur  Deckung  des  Wärmeverbrauches  auf  Kosten  des  Sauerstoffes  der 

Luft  sich  abspielen  muTs,  wodurch   naturgemäfs   wiederum  Stickstoff 

in  das  Gas  gelangt.   Insgesamt  müssen  also,  um  0,167  kg  H,  zu  bilden» 

0,167  :  0,7  cv:)  2,39  kg  C   verbrannt  werden,   wovon  nur  1  kg  auf  die 

Zersetzung  von  Wasser  nach  der  ersten  Gleichung  entfallen.    Der  Rest 

Iß 
von  1,39  kg  0  erfordert  1,39  —  =  1,85  kg   O,   der   Luft,   mit   einem 

Stick  Stoff  ballast  von  7,4  kg.  Danach  hat  das  Dowsongas  im  günstigsten 
Falle,  d.  h.  wenn  die  gesamte  Wärmetönung  des  Kohlenstoffs  zur 
Bildung  von  H,   verwendet  wurde,  der  Wirkungsgrad  des  Generator» 

also^  =  l  beträgt,  auf  2,39kg  0  einen  Gehalt  an  00  von 2,39  (l  +tö) 
=  5,67  und  folglich  eine  Zusammensetzung  von 

5,67  kg  CO,  0,167  kg  H,  und  7,4  kg  N 
oder  pro  1  kg  0  von 

2,37  kg  CO,   0,07  kg  H,  und  3,1  kg  N 
mit  einem   Heizwerte  von  8000  WE  auf  2,37  +  0,07  -f  3,1  =  5,54  kg. 
Da  nun  die  Gaskonstanten 

für  CO  und  N, ,  H, 

R  =  30,2      ,     R'"  =  422,6 

sind,  so  folgt  für  diejenige  unseres  idealen  Generatorgases 

^GR        30,2  .  2,37  +  422,6  •  0,07  +  30,2  •  3,1  __  „.  , 
^G~  =  5:54 ^  ^^'^' 
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und  somit  das  spezifische  Volumen  für  0^  (d.  h.  r=  273  <>)  und  Atmo- 
sphärendruck (j>  =  10333  kg/qm) 

35,1  •  273 


10333 


=  0,927  cbm/kg. 


Bei   einem   Heizwerte   von   8000  WE   pro   5,54  kg   ergibt   dies   eine» 
solchen  von 

8000 
^  =  5:54^,927  =  ''''  ^E'«^- 

Ganz  entsprechende  Betrachtungen  gelten  naturgemäfs  auch  für  die 
bei  niederer  Temperatur  unter  Verbrennung  des  C  zu  CO,  sich  voll- 
ziehende Bildung  des  Wassergases,  woraus  schliefslich  folgt,  dafs  man  auch 
mit  einer  Mischung  beider  Gasarten,  wie  sie  praktisch  sich  wohl  immer 
einstellen  wird,  einen  sehr  guten  Generatorwirkungsgrad  erzielen  kann. 
Bezüglich  weiterer  Ausführungen  über  diesen  praktisch  hochwichtigen 
Gegenstand  mufs  auf  die  oben  angeführte  grundlegende  Abhandlung^ 
E.  Meyers  verwiesen  werden. 


§  35.    Die  Entropieänderung  bei  der  Yerbreiinung  und  der 
Verwandlungswert  der  Wärmetönung. 

Die  Einführung  der  Entropie.    Die  Dissoziation  und  der  Dissoziations- 
grad.     Das     chemische    Massenwirkungsgesetz     von    Guldberg    und 
Waage.    Der  Verwandlungswert  der  Wärmetönung. 

In  unseren  Betrachungen  über  chemische  Reaktionen  haben 
wir  die  Entropie  bisher  ganz  aus  dem  Spiele  gelassen;  ob- 
wohl deren  Änderung  nach  dem  zweiten  Hauptsatz  der  Wärme- 
lehre zweifellos  für  die  Umwandlung  der  Wärmetönung  in  Arbeit 
von  ausschlaggebender  Bedeutung  sein  muls.  Wir  werden  uns 
bei  dem  Versuche,  diese  Beziehungen  aufzudecken,  wie  in  den 
letzten  Paragraphen  auf  gasförmige  Körper  beschränken,  da  nur 
für  diese  die  Gleichungen  einigermalsen  exakt  aufgestellt  werden 
können.  Definieren  wir  die  Entropiezunahme  der  Gewichtsein- 
heit eines  Gases,  wie  früher  durch  die  Gleichung 

so  folgt  hieraus  mit  (5)  des  vorigen  Paragraphen 

dS={c,  +  aT)^+AR^    ....     (1), 
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80  dafs  wir  auch  für  die  Entropie  selbst  unter  Einführung  einer 
zunächst  unbestimmt  bleibenden  Konstanten  Sq 

S  =  Co\gnT-\-aT  +  ÄR\gv-\-So      .     .     .     (la) 

schreiben  können.  Bezeichnen  wir  nun  die  einzelnen  Entropie- 
werte  der  Gewichtseinheiten  unserer  Körper  6r'  6r"  G'"  bzw.  des 
Verbrennungsproduktes  G'  +  G"'  mit  S'  iS"  S'"  und  S,  so  folgt 
zunächst  für  unser  Gemisch  nach  der  Verbrennung  von  xQ^  k.g 
Brennstoff  analog  Gl.  (8)  §  33 

G'S'+G'S''  +  G'''S'''        (G'  +  G'')S—G'S'  —  G''S'' 

oder  unter  Einführung  von  (1  a)  mit  den  entsprechenden  Indizes 
G^Co'+G^^Co"  +  G''^Co'''  ,  G'So'+G''So''  +  G"'So"' 


G'a'-{-G''a"-\-G*''(f:''  G'B'  Ign  v'-\-G''E"  \gav"'^G'''B"'  \g^v''\ 

"^      6^'_l_G"-f-G'"         +  G^j^G"  +  G'" 

(G'^G-)c,-G^c,'~G"c,-  (G^^GnSo-G'So^-G;^So\ 

"^  G'+G"  +  G'"  :^ign^-t-  G'-{-G"  +  G"' 

(G'  +  G")  a  —  G'a'  —  G"  «"     _ 

(G'  +  G'')Rlgnv—G'R\gnv'  —  G'\E"lgnv'' 
H"-^  Gt'_i_(^"_L(5;t'"  X    .     .     .     .     (2a) 

Diese  Gleichung  enthält  neben  Termen  mit  den  Konstanten 
(9)  §  34  noch  einige  neue  Glieder,  von  denen  sich  diejenigen 
mit  den  spezifischen  Volumen  durch  Einführung  des  allen  Kör- 
pern gemeinsamen  Gesamtvolumen 

V=(l'--x)G'v'={i—x)G"v''  =  x{G'+G'')v=G'''v'''  .     (3) 

transformiert  werden  können.     Wir  erhalten  so 

G'  R  Ign  V'  +  G"  22"  Ign  v"  +  G'"  R"  Ignt;'" 

=  G-Eagn^^_^^^.+G-E"lgn^^_^^^,  +  G-2?"Mgn-^. 

=  (G'Ji'  +  G''R'  +  G"'R'')\gnV'-{G'R  +  G''R')\gn{l-^x) 
—  G'  R  Ign  G'  —  G''R'  Ign  G"  —  G'"  2?'"  Ign  G'" 
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und 

{G'  -^G")E\gnV'-G'  B'lgnv'  —  G"  R'lgiiv" 

=  {{G'+G'')B—G'R---G"R"\\gnV 
—  {G'+G'')B.\gnx-^{G'B'  +  G"B'')lgn{l—x) 
— {G' + G")  B  Ign  {G' + G") + G'  B'  Ign  G' + G"  2?"  ign  G". 
Führen  wir  nun  noch  die  Abkürzungen 


G'  +  G^"  +  G^'"  —  -^2^     G^'  4^  G" + G'" — ^» 
G^JZMgnG^+G^^^Jg^MgnG^^  +  G^^^^Jg^^ggnG^^^ 


(4) 


(G^  +  G^O  Elgn  (G^^+  G^O  -  G^  E^gn  G'  -  G''  B"\%xi  G'' 

G'J^G''-^G'''  y  —    * 

neben  den  schon  in  den  vorigea-P^fagraphen  benutzten 

G^B'^G'^B'^^G'^'B*'*  (G'+G")22— G^ß'--G^'^_ 

Qfj^Qnj^Q^f         —^0»-  'Gr'j^G'*-^G'''  -~Äi(4a> 

ein,  so  wird  aus  (2  a)  mit  (9)  §  34 

S—Sa-\-a\^T^fT—hx\g\iT—}ixT-^S\,x^AB^x—ABf, 
+AEolgn74-JLEixlgnF— Ai^s^lgnx— uä2?8(l— ^)lgn(l— x(2b) 

Für  X  =  0  und  a?  =  1  verschwinden  die  mit  B^  und  i^g  be- 
hafteten Glieder,  so  dafs  wir  für  die  vollständige  Verbrennung, 
beginnend  mit  der  Temperatur  T^  und  dem  Volumen  7i  bis 
T,  7  eine  Entropieänderung  erhalten  im  Betrage  von 

5_Si  =  algn^^+/(T~ri)-61gnT~Är 

+5ft-^E4+^(i2o+-Ri)lgn7-Ai2olgn7i  .     .     (2c) 

Bedeutet  nun  JS^  die  Entropieänderung  während  der  Ver- 
brennung bei  konstanter  Anfangstemperatur  T^  und  konstantem 
Anfangsvolumen  7i,  so  folgt  aus  (2  c) 

z/Si  =  — ftlgnTi  — ÄTi+^Eilgn7i+iS6  — ^^4 
oder  nach  Abzug  von  (2  c) 

Ä-S,=^ Si+(a - h) lgn^^+(/- /^)  (r^ri)+  il (Äo+^i)lgny^    (5) 
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Dafür  können  wir  aber  auch  mit  Rücksicht  anf  die  Bedeu- 
tung der  Koeffizienten  a,  b,  /,  ä,  Bq  und  R^  schreiben 

-f      j  (?"'  «'"  +  {G'  -^G")a\{T—  Ti) 

^Ä\G"'B'"-\-{G^  +  G'')B\lgay^    (5a) 

Für  den  Fall,  dals  kein  indifferentes  Gas  vorhanden,  also 
-(?"  =  0  ist,  vereinfacht  sich  diese  Gleichung  mit^G  =  G'  -\-  G" 
noch  in 

Ä-^-^fii=Colgn^+«(T-ri)+^Blgn-^       (5b). 

In  allen  diesen  Formeln  haben  wir  neben  solchen  Kon- 
stanten, welche  aus  denen  der  Komponenten  und  der  Verbin- 
dung sich  berechnen  lassen,  eine  neue  Konstante  J  S^,  welche 
nur  aus  einer  bekannten  EntropiedifEerenz  bestimmt  werden 
kann.  Da  nun  unmittelbare  Messungen  der  Entropie  überhaupt 
nicht  möglich  sind,  so  bleibt  nur  die  Ableitung  der  Differenz  aus 
^iner  Wärmetönung  W  bei  vorgelegter  Temperatur  T  übrig. 
Diese  verläuft  aber  im  allgemeinen  irreversibel,  so  dals  hier- 
auf die  bekannte  Beziehung  für  umkehrbare  Vorgänge  dQ=^  TdS 
nicht  mehr  gültig  ist,  wie  Stodola^)  zuerst  in  der  technischen 
Literatur  hervorgehoben  hat.  Erst  wenn  wir  die  Temperatur  so 
weit  steigern,  dals  das  Verbrennungsprodukt  zu  dissoziieren 
beginnt,  haben  wir  eine  umkehrbare  Zustandsänderung  vor  uns, 
-auf  die  wir  noch  etwas  eingehen  müssen. 

Eine  chemische  Reaktion  findet  ihr  natürliches  Ende,  wenn 
-eine  der  hierzu  nötigen  Komponenten  als  solche  verschwindet, 
d.  h.  vollständig  in  die  Verbindung  eingegangen  ist.  Indessen 
kann  die  Reaktion  auch  durch  Steigerung  der  Temperatur  unter 
sonst  gleichbleibenden  Verhältnissen  zum  Stillstande  gebracht 
werden,  so  dafs  in  diesem  Falle  Moleküle  der  Komponenten 
und  der  Verbindung  ohne  weitere  Reaktion  nebeneinander  be- 
stehen oder,  wie  man  wohl  auch  sagt,  sich  im  chemischen 
Gleichgewicht  befinden.     Erhitzt  man  umgekehrt  die  schon 


0  Stodola,   Die  Kreisprozesse   der   Gasmaschine,    Zeitschrift  d. 
Ver.  d.  logenieure  1898. 
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vollendete  Verbindung  auf  diese  Temperatur,  so  zerfällt  sie  er- 
fahrungsgemärs  teilweise  in  ihre  Komponenten,  ein  Vorgang, 
den  man  als  Dissoziation  bezeichnet.  Der  Gleichgewichts- 
zustand eines  Reaktionsgemisches  kann  demnach  auf  zweierlei 
Wegen  erreicht  werden,  je  nachdem  man  von  den  Komponenten 
oder  von  der  vollendeten  Verbindung  ausgeht.  Man  denkt  sich 
darum  auch  während  dieses  Zustandes  die  beiden  Vorgänge, 
d.  h.  die  Verbindung  von  Molekülen  der  Komponenten  und  den 
Zerfall  schon  verbundener  Moleküle  gleichzeitig  derart  neben- 
einander bestehend,  dals  sie  sich  in  ihrer  Gesamtwirkung  auf- 
heben und  schreibt,  um  dies  anzudeuten,  z.  B.  für  den  Gleich- 
gewichtszustand von  Kohlenoxydknallgas  und  Kohlensäure 

Die  geringste  Wärmezufuhr  oder  Entziehung  hat  hierbei 
einen  weiteren  Zerfall  bzw.  eine  Verbindung  von  Molekülen  zur 
Folge,  welche  demnach  im  chemischen  Gleichgewichte  durch- 
aus umkehrbar  verläuft.  Es  fragt  sich  nun,  ob  zwischen 
der  Zusammensetzung  des  Reaktionsgemisches  und  den  äulseren 
Bedingungen  eine  feste  Beziehung  besteht.  Um  zu  einer  solchen 
wenigstens  für  Gase  zu  gelangen,  denken  wir  uns  wieder  ein 
Gemisch  von  zwei  Komponenten  G'  und  6r",  von  denen  der 
Bruchteil  x  in  die  Verbindung  eingegangen  ist,  während  ein  in- 
differentes Gas  6?"'  daneben  unverändert  bleibt.  Alsdann  gelten 
hierfür  die  Gleichungen  des  vorigen  Paragraphen,  insbesondere 
die  Formeln  (7)  und  (10)  sowie  unsere  Formeln  (2)  bzw.  (2  b). 
Befindet  sich  das  Gemisch  gerade  im  chemischen  Gleichgewicht, 
so  tritt  wegen  der  ümkehrbarkeit  der  Wärmezu-  oder  Abfuhr 
dQ  in  diesem  Zustande  noch  die  hierfür  gültige  Entropiedefi- 
nition dQ  =  TdS'2G  hinzu,  die  wir  auch  mit  Rücksicht  auf 
das  Vorzeichen  der  Wärmetönung  in  Gl.  (10)  §  34  für  eine  un- 
endlich kleine  Änderung  von  x  in  der  Form 

^ll+S-  =  o (, 

schreiben  dürfen  Den  partiellen  Differentialquotienten  wählen 
wir,  um  anzudeuten,  dafs  wir  aufser  x  keine  der  beiden  andern 
Variabelen  T  und  7,  welche  in  die  Gleichungen  für  die  Wärme- 
tönung und  die  Entropie  eingehen,  ändern  wollen.  Es  sei  gleich 
hier  bemerkt,  dafs,  wenn  wir  an  Stelle  von  V  den  Gesamtdnick 
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Px  einführen  und  konstant  halten  würden,  dies  am  Ergebnisse 
unserer  Untersuchung,  welche  sich  nur  auf  einen  festgelegten 
Gleichgewichtszustand  bezieht,  nichts  ändern,  sondern  nur  die 
Rechnung  etwas  verwickelter  gestalten  würde. 

Aus  Gl.  (10)  §  34  folgt  nunmehr 


und  aus  (2  b) 
öS 


II  =  -  ft  lgnT-ÄT  +  (& -^J24)  +  ^J?i  Ign  7 


-Ji?2(lgna^  +  l)  +  Al?3(lgn(l-x)  +  l)  .     .     (8). 

Damit  aber  schreibt  sich  unsere  Bedipgungsgleichung  (6)  für 
die  Umkehrbarkeit  der  elementaren  Zustandsänderung 

1^  -  6  (Ign  T—  1)  -  I  T+  &  -  AB^-^AE^\gn  V 

=  J[i?2(lgna?+l)-A2?3(lgn(l-x)  +  l)     .     .     (9). 

In  Verbindung  mit  der  Zustandsgieichung  des  Gemisches 

PxV={Ro-{-B^x)T2G (10) 

können  wir  nun  aus  (9),  wenn  alle  darin  vorkommenden  Kon- 
stanten gegeben  sind,  den  Bruch  x  für  einen  Gleichgewichts- 
zustand bei  T  und  Fi  bzw.  T  und  px  berechnen.  Umgekehrt 
bieten  die  Gl.  (9)  und  (10)  die  Möglichkeit,  bei  bekanntem  x 
die  auf  andere  Weise  nicht  zu  ermittelnde  Gröfse  Sb  zu  be- 
stimmen. Die  Gröfse  x  ist  nun  allerdings  ebenfalls  nicht  direkt 
beobachtbar,  sie  ergibt  sich  aber  für  ein  teilweise  dissoziiertes 
Gemisch  aus  (10)  durch  gleichzeitige  Messung  von  px  und  T  bei 
bekannten  V. 

Aus  den  Formeln  (9)  und  (10)  erkennt  man  somit,  dafs 
in  einem  Gemisch  von  der  Zusammensetzung  G\  G'' 
und  G^'"  im  Dissoziationszustande  bei  der  Tempe- 
ratur T  und  dem  Volumen  V  bzw.  dem  Drucke  pz  nur 
ein  ganz  bestimmter  Bruchteil  x  in  Form  der  Ver- 
bindung existieren  kann,  während  der  Rest  1 — x,  den 
man  wohl  auch  als  den  Dissoziationsgrad  bezeichnet,  aus 
Molekülen  der  Komponenten  besteht. 

Weiterhin  gestattet  die  GL  (9)  noch  eine  erhebliche  Ver- 
einfachung, zu  der  wir  gelangen,  wenn  wir  abkürzungsweise 
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Af(T)  =  ~^b{\gnT^l)^~T+Sö^ÄR,^A{B^^Bs)  (11) 

setzen  und  dementsprechend  schreiben 

R^lgn{l^x)^B2lgnx-{-R^lgnV+f{T)  =  0    .    (9a) 

Führen  wir  nun  die  Partialdrücke  der  Komponenten  und 
der  Verbindung  durch  die  Gleichungen 

p'7=  (3^(1  — a?)i2'r         (12) 

p''V=  6?"  (1  — a;)i2"TJ 

ein,  so  geht  (9  a)  mit  Rücksicht  auf  Gl.  (10)  §  34,  also 

_  iO'  +  G")B  _  0'B'-\-G"R" 

^  ~~        ~2G        '    ^ ""  YG  '     *    ^  ^' 

und  mit 

(ö'  4,  Q'^)  R  —  G'R  —  ö^"       _  .  ^. 

v^ =  Äi     .     .     .      (14) 

über  in 

G'R'\gnp'+G''B''\gnp''^{G'+0'')Rlgnp+{Ri\gnT+f{T)}2G 
-G'5agnG'E'+G^'iE'agnG''E''-(G'+G'0i21gn(G'+(?0-B=O  (9b) 

Ist  dann  n  die  Zahl  der  Moleküle  des  vollständigen  Keak- 
tionsproduktes  mit  dem  Molekulargewichte  /i«,  n'  und  n"  die- 
jenige der  freien  Konponenten  mit  den  Molekulargewichten  ^t*" 
und  ^",  so  hat  man  auch,  da  laut  Voraussetzung  die  Mengen  G'' 
und  G"  gerade  in  der  vollständigen  Verbindung  (r'  +  ^'  ^^' 
gehen, 

G'  +  G"  =  n^t 

Haben  wir  es  mit  einem  vollkonmienen  Gase  zu  tun,  waa 
für  den  Fall  der  Dissoziation  von  Verbrennimgsprodukten  wegen 
der  hohen  Temperaturen  mit  grolser  Annäherung  zutrifft,  so  ist 
weiter  nach  einem  in  §  2  gewonnenen  Satze 

fiR  =  fi'R'==fi''R' (16), 

also 

6?'E'=  n'^'  R'  =n'fiR 
6?"  E"  =  n"  /li"  Ä"  =  n"  /it  -B       •     •     .     . 
{G'  +  G'')R  =  nfiR 

Lorenz,  Techn.  Wärmelehre.  27 
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Damit  aber  folgt  aus  (9  b)  unter  Einführung  der  leicht  ver- 
ständlichen Konstanten  C 

n'  Ign  p'  +  w"  Ign  p"  —  n  Ign^?  = LzL^ _| -^  ^    ^' 

oder  kürzer 

^  n     =y(^) (17) 

Diese  Beziehung  zwischen  den  Partialdrücken  eines  im 
chemischen  Gleichgewicht  befindlichen  Gasgemisches  wurde  zu- 
erst von  den  Norwegern  Guldberg  und  Waage  (1867)  auf- 
gestellt und  ist  in  der  Literatur  über  physikaUsche  Chemie  als 
das  Massen  Wirkungsgesetz  für  das  chemische  Gle  ich- 
g.e  wicht  bekannt.  Es  liegt  auf  der  Hand,  dals  man  dasselbe 
sofort  auch  auf  verwickeitere  Reaktionen,  als  wir  sie  im  Auge 
hatten,  ausdehnen  kann,  da  einfach  jedem  selbständig  existenz- 
fähigen Kprper  in  der  Gl.  (9  a)  ein  Glied  von  der  Form  JSlgn  x 
und  in  (17)  ein  Partialdruck  entspricht.  Man  schreibt  demnach 
diese  Formel  für  die  Komponenten  6r'  6r"  (r"'  usf.  mit  den 
Reaktionsprodukten  G^  G^  G^  usw.,  wobei  nur  G'  +  G"  -\-  6r'"  +  •  • 
=  6ri  +  6r2  -f-  6r3  +  •  •  ist,  in  der  Form 

,n'    f.n"    ,,.n"'  (fc) 

1  .,  .,    ^n,  =y(y)   •  •   •    a^a) 

Die  indifferenten  Bestandteile  beeinflussen  hierin  nur  die 
Konstanten  der  Funktion  9),  während  ihre  Partialdrücke  mit 
denselben  Exponenten  sich  im  Zahler  und  Nenner  der  hnken 
Seite  von  (17  a)  aufheben. 

Die  Funktion  9  kann  alle  Werte  zwischen  0  und  00  an- 
nehmen, je  nachdem  im  äufsersten  Falle  der  Partialdruck  der 
Komponenten  oder  derjenige  der  Verbindung  verschwindet. 
Nach  Gl.  (9)  heilst  das  nichts  anderes,  als  dafs  bei  der  ab- 
soluten Temperatur  T  =  0  gerade  die  Verbindung 
ohne  Gegenwart  der  Komponenten,  d.h.  füra;  =  l 
vor  dem  Zerfall  steht,  und  dals  der  Zerfall  im  che- 
mischen Gleichgewicht  erst  beir=comita?  =  Ovoll- 
endet  ist.  Da  nun  diese  Grenzwerte  der  Temperatur  uner- 
reichbar sind,    so   folgt,   dals  man    auch   eine    Verbindung 


m  iipi 
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auf  vollkommen  umkehrbarem  Wege  praktisch 
nicht  aus  ihren  reinen  Komponenten  herstellen 
kann.  Abgesehen  davon,  dafs  es  höchst  zweifelhaft  ist,  ob  in 
diesen  extremen  Fällen  unsere  Voraussetzungen  noch  zutreffen, 
hat  dieses  Ergebnis  für  den  wirklichen  Verlauf  von  Reaktionen 
kaum  irgendwelche  Bedeutung,  wenigstens  in  Bezug  auf  die 
tieferen  Temperaturen,  da  bei  diesen  das  chemische  Gleich- 
gewicht nur  ganz  minimale  Mengen  der  Komponenten  zuläfst. 
Hierüber  gibt  eine  kleine  Tabelle  i)  Aufschlufs,  welche 
Le  Chatelier  (1886)  auf  Grund  einer  Beobachtung  von  De- 
ville  über  den  Zerfall  von  Kohlensäure  berechnet  hat.  Der- 
selbe beträgt  hiemach  ,in  Bruchteilen  (1  —  x)  der  Gesamtmasse  ; 

Tabelle  XXVII. 


Temperaturen 

Für  Drucke  in  Atm. 

ca. 

0,01 

1 

10 

100 

1000^0 
2000<>  > 
3000«  > 
4000<>  > 

0,007 
0,40 
0,94 
0,97 

0,0006 
0,04 
0,40 
0,63 

0,0003 
0,030 
0,210 
0,45 

0,00015 
0,025 
0,10 
0,25 

Anderseits  hat  neuerdings  0.  Hahn 2)  die  Funktion  Af(T) 
siehe  Gl.  (11),  für  ein  Gemisch  (sog.  Wassergas) 

CO2  +  JS2 :;!  CO  +  e^o 

empirisch  bestimmt  und  dafür  den  Ausdruck 

2232 
—  —Y-  —  0,08463  Ign  T  —  0,0002203  T  +  C 

im  Teinperaturintervalle  von  686  bis  1405^0  bei  atmosphärischem 
Druck  aufgestellt. 

Wenn  es  nun  auch  keine  Schwierigkeiten  bietet,  derartige 
Berechnungen  für  aUe  solche  Körper,  für  welche  ein  Dis- 
soziationsgrad  bei  bestimmter  Temperatur  und  gegebenem 
Drucke  bekannt  ist,  mit  unserer  Gl.  (9)  durchzuführen,  so  muls 
doch  an  dieser  Stelle  angesichts  der  grofsen  Unsicherheit  der- 
artiger  Beobachtungen   bei  höheren  Temperaturen  hiervon   ab- 

»)  Nernst:  Theoretische  Chemie,  2.  Aufl.  1898,  8.  416. 
')    0.   Hahn:    Beiträge    zur   Thermodynamik   des    Wassergases 
Zeitschr.  f.  phys.  Chemie  1903.   Bd.  XUV.  Heft  5. 
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gesehen  werden.  Wir  müssen  uns  vielmehr  mit  der  Tatsache 
begnügen,  dals  derartige  Beobachtungen  uns  die  Bestimmung 
der  Konstanten  (Sb  —  -^^^4)  aus  (9)  gestatten,  womit  auch  die 
Entropiezunahme  Gl.  (2c)  für  die  vollständige  Verbrennung 
bei  konstanter  Temperatur  gegeben  ist.  Dann  aber  läTst  sich 
auch  die  Frage  nach  dem  Verwandlungs-  oder  Arbeits- 
wert der  Wärmetönung  wenigstens  prinzipiell  beantworten, 
wie  es  schon  Stodola  a.  a.  O.  (1898)  getan  hat,  ohne  dafs  wir 
den  Arbeitsprozels  im  einzelnen  zu  verfolgen  brauchen. 

Wir  müssen  von  demselben  nur  nach  dem  zweiten  Haupt- 
satze verlangen,  dafs  die  Entropiesumme  aller  daran  beteiligten 
Körper  vor  Beginn  desselben  mit  derjenigen  nach  seinem  Ab- 
lauf identisch  ist.  Da  nun  die  Entropie  S  des  Reaktions- 
produktes bei  derselben  Temperatur  Ti  und  dem  gleichen  Drucke 
gröfser  ist  als  die  Entropiesumme  Si,  so  mufs  durch  Hinzu- 
nahme eines  neuen  Körpers  diese  Entropiezunahme  ausgeglichen 
werden,  so  zwar,  dafs  dem  der  chemischen  Reaktion  unter- 
worfenen System  Wärme  bei  der  Temperatur  Ti  entzogen  wird. 
Nennen  wir  diese  Wärme  Qi,  die  wir  uns  etwa  auf  verdunsten- 
des Kühlwasser  übertragen  denken,  so  lautet  die  Bedingung  für 
die  Gleichheit  der  Entropie  des  Gesamtsystems  vor  und  nach 
dem  Prozesse 

^-^i--|-  =  Ö (18) 

Hierin  kennen  wir  S — Si  aus  Gl.  (2  c),  so  dafs  durch  (18) 
die  während  des  Prozesses  bei  der  Temperatur  Ti  abzuführende 
Wärme  Qi  bestimmt  ist.  Anderseits  ist  aber  diese  Wärme  ver- 
mehrt um  die  während  des  Prozesses  frei  gewordene  Arbeit  Jii^m 
identisch  mit  der  Energieabnahme  Ä(üi^  ü)  des  der  Reak- 
tion unterworfenen  Körpersystems,  welches  sich  aus  Gl.  (10)  des 
vorigen  Paragraphen  berechnet.  Wir  haben  also  für  die  Be- 
stimmung der  Arbeit  die  weitere  Gleichung 

oder  auch 

ALm  =  Ä{ü^^ü)-Qi (19), 

wofür  wir  auch  mit  (18)  schreiben  dürfen 

ALm  =  A{U^'^ü)--T^{S-^S^)     ...      (20) 
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Diesen  maximalen  Arbeitswert  unseres  Systems  be- 
zeichnet man  nach  Helmholtz  wohl  auch  als  die  freie 
Energie  desselben,  während  Ti{S  —  Si)  die  gebundene 
Energie  darstellt,  welche  nach  Ablauf  des  Prozesses  in  Form 
von  Wärme  zerstreut  ist.  Da  nun  Ä(üi  —  ü)  als  gesamte 
Wärmetönung  bei  isothermer  Reaktion  mit  der  disponiblen 
Energie  identisch  ist,  so  ergibt  sich  aus  (20)  der  Verwand- 
lungswert dieser  chemischen  Energie  zu 

"1-  Ui—Ü  -^        A{Ui—ü)      •     '     '     ^"^^^^ 

also  77  <  1,  d.  h.  es  ist  auch  im  günstigsten  Falle  nicht 
möglich,  die  gesamte  Wärmetönung  einer  chemischen 
Reaktion  in  Arbeit  umzusetzen. 

Die  GL  (20)  spielt  übrigens  eine  grolse  Rolle  in  der  Theorie 
der  galvanischen  Elemente,  in  denen  in  der  Tat  chemische 
Reaktionen  auf  umkehrbarem  Wege  sich  abspielen,  wobei  die 
freie  Energie  in  Form  von  Elektrizität  auftritt. 


§  36.    Theorie  der  Yerbrennungsmotoren. 

Die  Arbeitsweise  der  Explosions-  und  Gleichdruckmotoren.    Der  Ver- 
wandlungswert der  Wärmetönung  in  beiden.    Der  Einflufs  der  Kom- 
pression aut  den  Verwandlungswert.    Der  Gasmotor  und  die  Versuche 
von  E.  Meyer.    Der  Dieselmotor. 

Kolbenmaschinen,  in  deren  Arbeitszylinder  Verbrennungs- 
vorgänge derart  stattfinden,  dals  die  dabei  frei  werdende  Energie 
teilweise  sofort  in  mechanische  Arbeit  umgesetzt  und  auf  den 
Kolben  übertragen  wird,  bezeichnen  wir  nach  Güldner^)  all- 
gemein als  Verbrennungsmotoren,  während  Z e u n e r  hier- 
für zum  Unterschiede  von  den  früher  behandelten  Heifsluft- 
maschinen  mit  äulserer  Wärmezufuhr  den  Namen  Feuerluft- 
maschinen vorgeschlagen  hat.  Findet  im  besonderen  die 
Verbrennung  explosionsartig,  d.  h.  sehr  rasch  bei  nahezu  kon- 
stantem Volumen  dann  statt,  wenn  der  Kolben  im  toten 
Punkte  steht,    so  spricht   man  von    einem  Explosions-  oder 


*)   Güldner:    »Entwerfen    und   Berechnen    der   Verbrennungs- 
motoren«, Berlin  1903. 
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Verpuffungsmotor  im  Gegensatz  zu  den  Gleichdruck- 
motoren, bei  denen  die  Verbrennung  allmählich  während 
eines  längeren  Kolbenweges  vor  sich  geht.  Im  ersten  Falle 
nimmt  die  Maschine  schon  das  zur  Verbrennung  fertige  Gemisch 
von  Brennstoff  und  Luft  auf,  während  im  zweiten  der  Brenn- 
stoff (hier  nur  in  flüssiger  Form)  der  vorher  allein  im  Zylinder 
vorhandenen  Luft  zugeführt  wird. 

Beide  Maschinengattungen,  für  welche  dieOttosche  Gas- 
maschine und  der  sog.  Dieselmotor  typisch  sind,  arbeiten 
vorzugsweise  im  Viertakt,  d.  h.  auf  eine  Periode  des  An- 
saugens  brennbaren  Gemisches  oder  reiner  Luft  folgt  eine  Kom- 
pression, darauf  die  Verbrennung,  beim  Verpuffungsmotor  ein- 
geleitet durch  eine  Zündflamme 
oder  einen  elektrischen  Funken, 
beim  Gleichdruckmotor  dagegen 
durch  Einführung  des  Brenn- 
stoffes in  die  infolge  der  Ver- 
dichtung erhitzte  Luft.  Unmittel- 
bar an  die  Verbrennungsperiode 
schliefst  sich  die  Expansion  des 
Reaktionsproduktes  bis  auf  das 
Hubvolumen  des  Zylinders, 
worauf  das  verbrauchte  Gas 
durch  Hinausschieben  in  die 
Atmosphäre  entfernt  wird,  um 
für  die  Verbrennungsluft  des 
neuen  Arbeitsprozesses  Raum  zu 
schaffen.  In  Fig.  108  sind  In- 
dikator diagramme  der  beiden 
Gattungen  von  Verbrennungs- 
motoren dargestellt,  welche  noch 
heute  wenigstens  für  kleine  und 
mittlere  Leistungen  (unter  100  PS)  einfachwirkend  ausgeführt 
werden.  Aus  diesem  Diagramm  erkennt  man  sofort,  dals  sich  die 
indizierte  Arbeit  als  Differenz  eines  positiven  und  eines  wenn  auch 
nur  unerheblichen  negativen  Betrages  zusammensetzt,  der  durch 
die  praktisch  unvermeidliche  Druckdifferenz  beim  Hinausschieben 
und  beim  Ansaugen  entsteht.  Ein  Kreisprozels  im  gewöhnlichen 
Sinne  ist  der  Arbeitsvorgang  in  den  Verbrennungsmotoren  nicht. 


Fig.  108. 
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da  das  Gasgemisch  beim  Verlassen  des  Zylinders,  auch  wenn 
wir  von  der  oben  erwähnten  Druckdifferenz  absehen,  im  all- 
gemeinen nicht  die  Temperatur  besitzt,  mit  der  die  Verbren- 
nungsluft und  der  Brennstoff  aufgenommen  werden  und  vor 
allem  einen  ganz  anderen  Körper  darstellt,  der  nicht  auf  dem- 
selben Wege  wieder  zurückverwandelt  werden  kann.  Für  die 
rechnerische  Verfolgung  des  Arbeitsvorgangs  erwächst  hieraus 
indessen  solange  keine  Schwierigkeit,  als  es   gestattet   ist,   auf 

das  Gasgemisch  vor  und  nach 
der  Verbrennung  die  in  §  34 
entwickelten  Formeln  anzuwen- 
den, in  denen  der  Veränderlich- 
keit der  spezifischen  Wärme  schon 
Rechnung  getragen  ist.  Der  ganze 
Vorgang  verläuft  alsdann  unter 
der  Annahme,  dafs  während 
desselben  keine  Wärme  von 
aufsen  zu-  oder  abgeführt  wird, 
zwischen  zwei  Adiabaten,  von 
denen  die  eine  dem  Gemisch 
vor  der  Verbrennung  (x  =  0), 
die  andere  dem  verbrannten 
Gemische  (a?  =  1)  zugehört.  Beide  Adiabaten  sind  durch  das 
Hubvolumen  Vi  des  Arbeitszylinders  begrenzt,  siehe  Fig.  109.  Das 
Verbrennungsgemisch  2G  bzw.  die  Verbrennungsluft  werde  nun- 
mehr mit  atmosphärischem  Drücke  pi  und  der  Temperatur  Tj 
angesaugt,  dann  auf  der  Adiabate  a;  =  0  bis  p2  T^  in  dem  schäd- 
lichen Raum  72  verdichtet,  worauf  die  Verbrennung  eingeleitet 
wird,  nach  deren  Ablauf  der  Druck  p^  und  die  Temperatur  T3 
erreicht  sind.  Durch  Expansion  auf  der  Adiabate  x  =  1  sinken 
beide  Werte  auf  p^T^^  herab,  worauf  durch  Öffnung  des  Aus- 
lalsorgans  im  Totpunkte  plötzhch  der  Atmosphärendruck  pi  sich 
einstellt,  gegen  den  das  Verbrennungsgemisch  schhelslich  vom 
Kolben  hinausgeschoben  wird. 

Für  die  Untersuchung  aller  dieser  Zustandsänderungen  gehen 
wir  nun  von  Gl.  (10)  §  34  aus,  welche  lautete 

dO-^AdL  h 

2G   "     =^d^  +  ^d(^T)+^  d{xT^)-{a+fT)dT     (1), 


Fig.  109. 
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während  gleichzeitig  die  Zustsindsgleichung 

l?t;  =  (jKo  +  Ria;)T (2) 

gilt.  Die  Bedeutung  der  Konstanten  dieser  Formeln  ist  aus 
Gl  (9)  §  34  sowie  GL  (5)  §  33  ersichtlich.  Für  das  noch  un- 
verbrannte  Gemisch  haben  wir  hieraus  mit  x  =  0  und 
dx  =  0 

'-^^  =  -ia+fT)dT    ....     (la)' 

pv  =  BoT (2a) 

für  das  Gemisch  nach  der  Verbrennung  dagegen  mit  a;  =  1, 
dx  =  0 

.         -"^^ =  (p^a)dT+{h^f)TdT    .     .     (Ib) 

•  pv==(Ro  +  B{)T (2b) 

Die  Gl.  (la),  (2  a)  gelten  für  die  Zustandsänderung  zwischen 
PiTi  und  p^Tzi  die  Formeln  (Ib),  (2  b)  zwischen  j?3  T3  und 
P4  li,  während  wir  für  die  zwischen  P2  T^  und  p^  T3  sich  ab- 
spielende Verbrennung  auf  die  Gl.  (1)  und  (2)  selbst  zurück- 
greifen müssen.  [Für  alle  diese  Zustandsänderungen  ist  im  Ideal- 
falle dQ  =  0  und 

dL=pdV=pdv:SG (3) 

zu  setzen.  Für  den  plötzlichen  Druckabfall  p^ — pi  des  ver- 
brannten Gases  nach  Abschlufs  der  Expansion  gilt  wegen  der 
unvollständigen  Arbeitsleistung  die  Strömungsformel 

dL  =  d{pV)  =  d{pv):SG  =  {Ro  +  ^i)^(^dT  .    .     (4), 

so  dafs  wir  aus  (Ib)  mit  dQ  =  0  auch  erhalten 

Ä{Ro-\- Bi) dT  =  {b ^  a) dT  +  (Ji  —f)  Td T. 

Diese  Formel  erfordert  aber,  da  Rq  -}-  JRi  mit  {b  —  a)  —  (Ä  — /)  2 
nicht  übereinstimmen  kann,  das  Verschwinden  von  dT,  d.  h. 
das  verbrannte  Gas  erleidet  bei  der  Abdrosselung 
vonp4  auf  pi  keine  Temperaturänderung  und  tritt 
mit  r4  unter  atmosphärischem  Drucke  pi  aus  dem 
Zylinder  ins  Freie.  Bei  der  Mischung  mit  der  atmosphä- 
rischen Luft  gibt  es  somit  eine  der  Temperaturdifferenz  T4  —  Ti 
entsprechende  Wärme  an  diese  ab,  welche  auch  als  Wärme- 
abfuhr beim  Arbeitsprozels  aufgefafst  werden  kann. 
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Die  während  derselben  gewonnene  Geeamtarbeitl^  setzt 
sich  nunmehr  zusammen  aus  den  Einzelarbeiten  auf  den  Wegen 
^1^2»  ^2^3  und  T^T^,  welche  wir  mit  L^,  Iy23»  -^34  bezeichnen 
wollen.    Durch  Integration  von  (la)  erhalten  wir  mit  dQ  =  0 

^=-a(T^-T,)-^{T^^-Tr^)   .     .     .     (5), 

weiter    durch    Integi*ation   von   (1)    zwischen    den    Grenzen  T^, 
x  =  0  und  T3,  a?=  1  mit  dQ  =  0 

^  =  i;+2;T3+|T32~a(T3-r2)-|^W-r22)     (6), 

und  schHelshch  aus  (Ib) 

^  =  (b-a){T,^T,)  +  ^^{T,^-Ts^)    .     .     (7) 

Aus  der  Addition  dieser  drei  Gleichungen  folgt  sodann 

^=£+&T4+^r4'^-a(T4-Ti)-^(r42-ri^)    .     (8) 

Fassen  wir,  wie  am  Schluls  des  vorigen  Paragraphen  die 
Wärmetönung  W  =  üi  —  Z7  der  Verbrennung  des  Gemisches 
bei  konstanter  Temperatur  Ti,  als  disponible  Energie  auf, 
deren  Betrag  sich  aus  (1)  für  dT  =  0  zu 

^=E+bT,-^Ti^   ......     (9) 

berechnet,   so   ergibt  sich   für  unseren  Arbeitsvorgang   ein  Ver- 
wandlungswert dieser  Wärmetönung  von 

^ ^  (a-b)  (T4 -  rO  +-^ (T^^  -  Ti») 

•     .?  =  -^  =  1  - ^— (10) 

E  +  bTii-^T,-^ 

Hierin  sind  nach  Gl.  (9)  §  34  bzw.  (10)  §  33 


G'Co'+G"co"+G"'co"'    .      G'co'-\-G"Co"-(G'-\-G")co 
-,  b  = 


^       ß'u'  +  G"u"  +  G"'a"'  G'u'-^G"tt"  —  (G'  +  G")a 

f—  2G  '  :SG 

G'Un'+G"ü,"-(G'+G")Uo 
E  =  A VC 


(11), 
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so  daüs  wir  auch  an  Stelle  von  (10)  schreiben  dürfen 

I^E  +  bT^  +  ^T^^^ia 
i(G'  -f  G"j  «  +  G'"  a'"]  (^42  —  ri2) 


(10a> 


(lE+hT^+^T^^^G 


Der  Verwandlungswert  ist  hiernach  solange  -<  1, 
als  T4>Ti;  weiterhin  erkennt  man,  dafe  der  Bruch  auf  der 
rechten  Seite  von  (10a)  nur  im  Zahler  Glieder  mit  dem  indiffe- 
renten Gasballast  (?'"  enthält,  während  die  Koeffizienten  des 
Nenners-E-Jß,  fc^G,  h2G  nach  (11)  frei  davon  sind  und  sich 
nur  auf  die  Komponenten  6r'  und  Ö"  bzw.  das  Produkt  G*  +  G^" 
der  chemischen  Reaktion  beziehen.  Daraus  geht  aber  hervor, 
dafs  der  Verwandlungswert  des  Prozesses  unter  sonst 
gleichen  Verhältnissen  durch  die  Anwesenheit  in- 
differenter Gase  herabgezogen  wird. 

Würde  die  Temperatur  T4  am  Schlüsse  der  Expansion  des 
verbrannten  Gemisches  mit  derjenigen  T^  des  angesaugten  un- 
verbrannten gerade  übereinstimmen,  so  verschwindet  in  (10) 
bzw.  (10  a)  die  zweite  Form  rechts  imd  der  Verwandlungswert 
würde  tj  =  1.  Dieser  Fall  der  vollständigen  Umsetzung  der 
Wärmetönung  in  mechanische  Arbeit  erfordert  aber,  wie  der 
Vergleich  von  (10)  mit  Gl.  (21)  des  letzten  Paragraphen  ergibt, 
das  Verschwinden  des  Entropiezuwachses  bei  der  Verbrennung. 
Ob  es  chemische  Reaktionen  gibt,  welche  ohne  Entropieänderung 
möglich  sind,  erscheint  zum  mindesten  sehr  zweifelhaft,  und 
daher  mögen  auch  die  Folgerungen  hieraus  dahingestellt  bleiben. 

Bemerkenswert  erscheint  dagegen  die  Tatsache,  dals  der 
Verwandlungswert  des  betrachteten  Prozesses  lediglich  von  der 
Anfangstemperatur  li  der  unverbrannten  Gase  und  der  End- 
temperatur T4  der  Expansion  der  verbrannten  Gase  abhängt, 
ohne  dafs  der  Verlauf  der  Verbrennungskurve  T2  T3  unmittelbar 
in  (10)  zum  Ausdruck  gelangt.  In  Wirklichkeit  ist  aber  gerade 
die  Temperatur  T4  durch  den  Verbrennungsvorgang  mit  der 
Kompressionstemperatur  T^  eng  verknüpft,  wie  sich  aus  der 
folgenden  Betrachtung  des  Verpuffungsproze  sses  Fig.  110 
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ergibt.  Für  diesen  •  verschwindet  wegen  der  Un Veränderlichkeit 
des  Volumens  V2  während  der  Verbrennung  in  (6)  die  Arbeit 
L23  und  wir  erhalten 

E-\-bTa  +  }  Ts^  -  a{Ts  -  T2)-Uts'-T2^)  =  0   .    (6a) 


/ 

L 

^^^ 

r 

K 

r 

ir 

Fig.  110. 

Weiterhin  haben  wir  für  die  adiabatische  Kompression  Ti  T2 
nach  Gl.  (la)  mit  dL  =pdv2G  und  dQ  =  0 

Äpdv  =  '-(a+fT)dT 

oder  wegen  (2  a) 

,^dv  dT       ^,^ 

ÄRo  —  =-a-Y-fdT, 

woraus  sich  durch  Integration  zwischen  dem  Grenzen  Fi  =  i;i  2Gy 
72=V2-S6r  ergibt 

^i2olgn^^  =  -algn^^-/(r2-ri)       .     .     (12) 

Ganz  analog  erhalten  wir  aus  (Ib)  und  (2b)  für  die  adia- 
batische Expansion  Tg  T4  zwischen  denselben  Volumina 

Ä(Ro+B,)\gn^=={b^a)\gn^  +{h^f){T,^T,)    .     .     (13) 

'2  -'S 

Durch  Elimination  des  Volumverhältnisses  Fi:  V^  folgt  weiter 
aus  (12)  und  (13) 

(a-6)lgn  ^-  +(/-h)(T,-Ts) 
-^{algn|-+/(r,-T0}  =  O.     . 


+  ' 


(14) 
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Lösen  wir  schlieÜBlich  die  Gl.  (6  a)  nach  T^  auf  nnd  setzen 
da«  Resultat  in  (14)  aus,  so  eigibt  sich  ein  Zusammenhang 
zwischen  T4  und  T2  sowie  Ti,  der  indessen  wegen  der  Wurzel- 
ausdrücke sowie  der  Transzendenz  von  (14)  äulserst  unüber- 
sichtlich bleibt.  Da  es  sich  hier  vor  allem  um  die  Ver- 
änderlichkeit der  AuspufiFtemperatur  T4  mit  der  in  unseren 
Händen  liegenden  Kompressionstemperatur  T2  handelt,  so  können 
wir  uns  mit  der  Bestimmung  des  Vorzeichens  des  Differential- 
quotienten dT^:dT2  begnügen.  Wir  differenzieren  zunächst  (14) 
und  erhalten 

Ta  dT2  Tg  dT2 

B^+Bi   a+fT2  _  ^ 

~t~  T>  rp  V 

Anderseits  folgt  aus  (6  a)  durch  Differentiation 

dl\  a+fT2 

dT2  '^  a—b  +  {/—h)  2^3' 

60  dals  wir  auch  schreiben  können 

^=^r-  u = (» + ^  -'>  fe  -^  y  ■  (-) 

Da  nun  stets  T3  viel  gröfser  als  T2  ist  und  aulserdem  a — b 
«owohl  wie  (/ — h)  ebenso  wie  a,  /  positive  Werte  besitzen, 
während  nach  Gl.  (5)  §  33  das  Verhältnis 

Rq  +  Ri   __     (G'  +  G'')R-{-G'''R 
Rq         ""  G'R'-\-  G"  R''  +  G'"  R'" 

«rfahrungsgemäfs  nur  wenig  von  1  abweicht,  so  ist  die  linke 
Seite  von  (15)  und  mit  ihr 

dTA 

— ^  <r  0 

dT2^'^ 

-d.  h.  die  Auspufftemperatur  T4  sinkt  mit  wachsender 
Kompressionstemperatur  T2  bei  Verpuff  ungsmotoren. 
Diesem  Sinken  von  T4  entspricht  aber  nach  Gl.  (Ha)  ein 
Steigen  des  Verwandlungswertes  t}  des  Arbeitsprozesses,  während 
-die  Höhe  von  T2  nach  (12)  bei  vorgelegter  Ansaugetemperatur 
Tx  nur  vom  Kompressionsverhältnis  abhängt.  Wir  erhalten  somit 
4en  auch  durch  die  Erfahrung  an  ausgeführten  Gasmotoren  voll- 
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kommen  bestättigten  Satz,  dals  die  Ausnützung  der  Wärme- 
tönungmit  steigenderKompresßion  des  angesaugte» 
Gemisches  zunimmt.  Das  in  der  neueren  Entwicklung  dea 
Gasmaschinenwesens  deutlich  hervortretende  Bestreben  nach 
immer  höherer  Kompression  ist  sonach  theoretisch  durchaus- 
gerechtfertigt. 

Als  Beispiel  für  die  gewonnenen  Sätze  mögen  die  Mittel virert& 
einer  Reihe  von  Versuchen  E.  Meyers  an  dem  Gasmotor  des  Göttinger 
Instituts  für  technische  Physik  dienen,  aus  denen  insbesondere  der 
günstige  Einflufs  der  gesteigerten.  Kompression  deutlich  hervortritt.*) 
Die  nachsehende  Tabelle  enthält  für  verschiedene  Bremsbelastungen 
und  Kompressionsgrade  Fj :  7j,  welche  durch  Veränderung  der  Schub- 
stangenlänge eingestellt  werden  konnten,  den  Wärmeverbrauch  für 
1  PSi  des  Motors,  und  zwar  einmal  mit  Leuchtgas  von  rd.  5200  WE 
und  dann  mit  Kraftgas  von  rd.  1200  WE  Heizwert.  Neben  dem  Kom- 
pressionsgrad  ist  auch  der  Mittelwert  der  Endspannung  p,  der  Kom- 
pression eingetragen. 


Tabelle  XXVIII. 


Leuchtgas 

Kraftgas 

y,:v. 

p,  kg/qm 

Bremsbelastung 

1  Bremsbelast. 

50  kg 

40  kg 

30  kg 

P^^i^l^^        40  kg 

30  kg 

4,98 

8,2 

2400 

2340 

2600 

7,7         1  2490 

2650 

4,59 

7,4 

2470 

2400 

2420 

7,1         1  2790 

2770 

3,84 

6,1 

2695 

2530 

2610 

5,7         '  2900 

1 

2840 

Die  durchschnittlich  geringere  Ausnutzung  der  Wärme  beim  Be- 
triebe mit  Kraftgas  dürfte  vorwiegend  an  dem  als  Ballast  wirkenden 
hohen  N-  (bis  zu  57%)  und  CO, -Gehalt  (bis  zu  7,2 o/j  desselben 
liegen.  Bei  der  Beurteilung  wirklicher  Arbeitsprozesse  darf  natürlich 
nicht  übersehen  werden,  dafs  dieselben  weitaus  nicht  adiabatisch 
erfolgen,  sondern  dafs  bei  ihnen  infolge  der  für  die  Betriebssicherheit 
notwendigen  Zylinderkühlung  ein  sehr  bedeutender  Bruchteil  der 
Wärmetönung  im  Kühlwasser  abgeführt  wird.  Dadurch  werden  sämt- 
liche Drücke  und  mit  ihnen  alle  Temperaturen  in  der  Maschine  gegen- 
über dem  oben  geschilderten  adiabatischen  Prozefs  herabgezogen,   so- 


')  E.  Meyer:   Untersuchungen  am  Gasmotor,   Zeitschrift  d.  Ver. 
d.  Ingenieure  1902.   Tab.  12. 
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dafs  das  wirkliche  Diagramm  gegenüber  dem  theoretischen  etwa  den 
in  Fig.  111  gestrichelten  Verlauf  besitzt. 

Diese  Steigerung  der  Kompression  und  mit  ihr  der  Tem- 
peratur T2  findet  nun  ihre  natürliche  Grenze  in  der  Entzündungs- 
temperatur des  Gemisches,  welche  jedenfalls  nicht  vor  dem 
Totpunkte  des  Kolbens  erreicht  werden  darf,  um  die  mit  einer 


Fig.  111. 


Fig.  112. 


vorzeitigen  Explosion  verbundenen  Stölse  im  Gestänge  zu  ver- 
meiden. WiU  man  die  Temperatur  T^  trotzdem  über  diese 
Grenze  steigern,  so  bleibt  nichts  weiter  übrig,  als  die  getrennte 
Verdichtung  und  nachträgliche  Vereinigung  des  Brennstoffes  und 
Verbrennungsluft.  Da  diese  Vereinigung  nicht  momentan  bzw. 
nicht  so  rasch  wie  die  Verpuffung  im  oben  besprochenen  Falle 
von  statten  geht,  so  wird  infolge  der  mit  der  Kolbenumkehr 
verknüpften  Volumzunahme  der  Druck  nur  eine  geringe  oder 
gar  keine  Steigerung  aufweisen,  so  dafs  wir  es  hierbei  im  Grenzfalle 
mit  einem  Gleichdruckmotor  (Fig.  112)  zu  tun  haben.  Dafs  der- 
selbe bis  jetzt  nach  dem  Vorgange  Diesels  nur. für  flüssige 
Brennstoffe,  welche  durch  eine  kleine  Prefspumpe  in  den  Arbeits- 
zylinder gefördert  werden,  Anwendung  gefunden  hat,  ist  für  die 
theoretische  Betrachtung  lediglich  insofern  von  Bedeutung,  als 
wir  das  anfängliche  Volumen  und  die  Kompressionsarbeit  des 
Brennstoffs  praktisch  ganz  vernachlässigen  dürfen.  Nehmen  wir 
ferner  an,  dafs  jedes  Element  dieses  Brennstoffs  sofort  bei 
seinem  Eintritt  in  den  Arbeitszylinder  auch  verbrannt  wird,  so 
ist  in  demselben  niemals  freier  Brennstoff  vorhanden;  in  den 
Koeffizienten  unserer  Gleichungen  (1)  und  (2)  fallen  daher  die 
Glieder  G'  Cq'  und  G'  a'  weg,   ohne  dafs  sich  sonst  an  der  Form 
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der  Gleichungen  etwas  ändert.  Ganz  ungeändert  bleibt  speziell 
der  für  die  Wärmetönung  besonders  wichtige  Kofffizient  JE7,  weil 
jedes  Brennstoffelement  mit  derselben  Eigenenergie  Z7'  in  den 
Arbeitszylinder  eingeführt  wird.  Wir  haben  also  jetzt  für  die 
langsame  Verbrennung  in  GL  (1)  und  (2)  an  Stelle  von  (11)  zu 
setzen 


a  = 


f- 


G"  Cq"  +  O'"  Cq'* 

IG 
Qf  a"  -|-  a^'f  a'^» 

2G 


6  = 


2G 


h  = 


B  = 


2G 
G"  a''  —  (6^^  +  G")  a 

2G 
{G'-{-G'')R  —  G'*R'' 

2G 


E=  A 


&  Üq'  +  G"  W'  ^  jG'  +  G^^)  ÜQ 
2G 


(IIa) 


Mit  diesen  Koeffizienten  bleiben  nunmehr  auch  die  Formeln 
(5) bis (8)  für  die  Arbeit  und  (10)  bzw.  (10a)  für  den  Verwandlungs- 
wert mit  den  daraus  gezogenen  Schlüssen  über  den  Einflufs  des 
indifferenten  Ballastes  6r'"  bzw.  der  Auspufftemperatur  T^  gültig, 
so  dals  uns  nur  mehr  der  Einflufs  der  Kompression  auf  die  letztere 
zu  untersuchen  bleibt.  Bezeichnen  wir  die  den  Temperaturen 
Ti  (und  T4),  T2  T3  entsprechenden  Volumina  mit  F^  V2  F3,  so 
ergibt  sich  zunächst  wieder  aus  (2  a)  für  die  Kompressions- 
adiabate Ti  Tg 


TT 

-4^0  Ign  y- 


~algn^-/(r2-ri) 


(12a), 


sowie  für  die  Expansionsadiabate  Tg  T^ 

Ä{Ro+B,)\gn^  =  {h-a)\gn^-{-ih-f)(T,^T,)    .      (13a) 

Aus  den  beiden  Zustandsgieichungen  für  die  Verbrenijungs- 
luft  und  das  Verbrennungsprodukt  für  den  Druck  p2=  p^  =  p 

pV2  =  RoT22G,    pV^  =  {Ro  +  E^)T^2G    .     .     (16) 
folgt  weiterhin 

Ja  -      ^       Ä 


(16a), 


wodurch  wir  in  der  Lage  sind,  die  Volumina  aus  (12  a)  und  (13  a) 
zu  eliminieren.     Wir  erhalten  so 
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und  durch  Differentiation  bei  konstanter  Ansaugetemperator  Ti 

a—b  +  (f-h)  T^   dT^   _  a^h  +  (f—K)T^  +  A{'R^  +  B^)  dT^ 
{Bo  +  BijT^        dT^  {Bo  +  Ri)Ts  dT^ 

ARo  +  a+fT, 

B0T2  ^^^^^ 

Um  hieraus  den  Differentialquotienten  dT^:dT2  zu  elimi- 
nieren, greifen  wir,  wie  schon  oben,  auf  den  Verbrennungs- 
vorgang (1)  zurück,  welcher  mit  dQ  =  0  für  konstanten  Druck  p- 
zwischen  den  Volumen  V2  und  F3,  zwischen  x  =  0,  T2  und 
ic  =  1,  23  integriert 

ergibt.  Ersetzen  wir  mit  Hilfe  der  Zustandsgieichung  (2)  die 
Produkte  p  V  durch  die  Temperaturen,  so  folgt  auch 

AiRo  +  BOTs-^ÄIloT2=^E+bT,  +  ^T^^-a{Ts-T2) 

-/(Ts^-Ta«) (18a), 

woraus  dann  durch  Differentiation  folgt 

dn ^Jgp-f  g+ZTg 

äTa""  a— 6  +  (/— Ä)  T^  +  A  (Äo  +  i^i' 

Damit  aber  geht  die  Differentialgleichung  (17a)  über  in 

woraus  wie  schon  oben  aus  (15) 

^^<1 

oder  eine  Zunahme  des  Verwandlungswertes  mit  der 
Kompression  auch  bei  Gleichdruckmaschinen  in  voller 
Übereinsthnmung  mit  der  Erfahrung  an  Dieselmotoren  folgt. 
Denken  wir  uns  nun  eine  und  dieselbe  derartige  Maschine  mit 
verschiedener  Belastung   arbeitend,    so    wird    die   Kompression 
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hierdurch  nicht  beeinflulst,  d.  h.  es  wird  Y^  und  T^  =  Konst. 
sein,  und  nur  T3  wird  nach  (16a)  mit  Fs  abnehmen,  wenn  die 
Belastung  sinkt.  Für  diesen  FaE  lautet  also  die  Differential- 
gleichung (17a)  wegen  diT<i=^^ 

woraus  man  erkennt,  dafs  T4  mit  T^  also  auch  mit  Fg  zu  oder 
abnimmt,  d.  h.  mit  Rücksicht  auf  (10),  der  Verwandlungs- 
wert der  Wärme  der  Gleichdruckmaschinen  steigt 
mit  abnehmenderBelastung.  Auch  dieses,  vielleicht  über- 
raschende Resultat  wird  durch  zahlreiche  Versuche  an  Diesel- 
motoren vollkommen  bestätigt.  Der  Erfinder  derselben,  Ingenieur 
Diesel,  war  übrigens  anfängUch^)  bestrebt,  die  Verbrennung  in 
seiner  Maschine  isotherm  zu  leiten  und  sich  so  einem  Carnot- 
prozels  möghchst  zu  nähern.  Das  Diagramm  würde  in  diesem 
Falle  ungefähr  die  in  Fig.  113 
gestrichelte  Form  gegenüber 
den  ausgezogenen  Linien  des 
Gleichdruckmotors  annehmen. 
Man  erkennt  daraus,  dafs  die 
isotherme  Verbrennung  un- 
bedingt auf  höhere  Aufpuff- 
temperaturen T4'  >  T4  gegen- 
über dem  Gleichdruckprozefs 
führen  und  den  Verwand- 
lungswert der  Wärme  ver- 
schlechtern mufs.  Die  prak- 
tische Ausgestaltung  der  Maschine  hat  dann  auch  bald  die 
Unhaltbarkeit  dieser  Bestrebungen  erwiesen  und  von  selbst  auf 
eine  weitgehende  Annäherung  an  den  auch  ökonomisch  richtigen 
Gleichdruckprozefs  geführt,  mit  dem  die  Maschine  vorzügUche 
Resultate  ergeben  hat. 

Beispielsweise  ergab  sich  durch  Versuche    am   20  pferdigen  mit 
Petroleum     von    rd.    11000   WE    Heizwert    betriebenen    Dieselmotor 


/ 

1      r. 

S        \ 

M^'  jUvuit,                 . — 

j- 

Fig.  113. 


^)  R.'Diesel:  »Theorie  und  Konstruktion  eines  rationellen  Wärme - 
motarsc,  Berlin  1893.  Über  die  weitere  Entwicklung  dieser  Maschine 
siehe :  R.  D  i  e  s  e  1  und  M.Schröter:  >  Diesels  rationeller  Wärme 
motor«,  Zeitschr.  d.  Ver.  d.  Ingenieure  1897. 

Lorenz,  Techn.  Wärmelehre.  28 
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des  Instituts  für  techn.  Physik  a.  d.  Universität  Göttingen  im  Sommer 
1903  für  eine  Bremsbelastung 

von      72  51,6         26,8  0  kg 

eine  indir.  Arbeit  von    24,3        22,02        15,11        8,92  PSi 
mit  einem  Wärmever- 
brauch von    2740         2080        2030         2200  WE  pro  1  PSi. 

Die  durch  unsere  Theorie  wohl  begründete  Zunahme  der  Wärme- 
ausnutzung bei  sinkender  Belastung  wird  allerdings  beim  Leerlauf 
durch  den  ungünstigen  fiinflufs  des  hierbei  relativ  starken  Gasballastes 
mehr  als  ausgeglichen.  Immerhin  erkennt  man  aus  diesen  Angaben, 
dafs  der  Dieselmotor  unter  günstigen  Betriebsverhältnissen  einen 
noch  höheren  Verwandlungswert  der  Wärme  ermöglicht  als  der  Gas- 
motor. 

Die  Entwicklungen  dieses  Paragraphen  lassen  sich,  wie 
man  sofort  übersieht,  ohne  weiteres  auch  auf  Gase  ausdehnen, 
deren  spezifische  Wärme  Cv  nicht  blofs  mit  der  ersten  Potenz 
der  Temperatur  variert.  In  allen  unseren  Gleichungen  würden 
alsdann  einfach  zu  a-\-fT  bzw.  b-{-hT  neue  Glieder  mit 
höheren  Potenzen  von  T  hinzutreten,  ohne  dafs  sich  am  Charakter 
der  Formeln  und  den  daraus  gezogenen  Schlüssen  etwas  ändert. 
Umgekehrt  verschwinden  für  den  Fall  konstanter  spezifischer 
Wärme  Cq  die  mit  /  und  h  behafteten  Terme,  wodurch  sich 
naturgemäfs  die  Rechnungen  sehr  vereinfachen  bzw.  ohne  Zu- 
hilfenahme der  DifEerentialquotienten  dT^:  dT2  und  dT^:  dT^ 
durchführen  lassen.  Mit  der  Diskussion  des  Verhaltens  der- 
artiger Gase  in  Verbrennungsmotoren  hat  man  sich  in  der  Tat 
bis  vor  kurzem  fast  allgemein  begnügt,  wozu  noch  die  Ein- 
schränkung trat,  den  physikaHschen  Konstanten  der  Gemische  vor 
und  nach  der  Verbrennung  dieselben  Werte  zuzuschreiben  und 
damit  von  der  Abhängigkeit  der  Wärmetönung  von  der  Tem- 
peratur abzusehen.  Man  erkennt,  dafs  man  unter  dieser  An- 
nahme die  Wärmetönung  auch  einfach  als  eine  Wärmezufuhr 
von  aulsen  auffassen  und  so  an  Stelle  des  wirkUchen  Vorganges 
einen  umkehrbaren  Ersatzprozefs  mit  demselben  Verwand- 
lungswert der  Wärme  betrachten  kann.  Dafs  derartige  Hilfs- 
vorstellungen nicht  absolut  notwendig  sind,  dürfte  aus  den  Ent- ' 
Wicklungen  dieses  Paragraphen  wohl  deutlich  hervorgehen. 

Schlielslich  soll  noch  auf  einen  umstand  hingewiesen  werden, 
der  die  theoretisch  nahezu  unbegrenzt   scheinende  Annäherung 
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Fig.  114. 


des  Verwandlungswertes  der  Wärme  in  Verbrennungsmotoren  an 
die  Einheit  praktisch  stark  einschränkt.  Es  sind  dies  die  Rei- 
bungsverluste in  den  Maschinen,  welche  bei  starker  Steigerung 
der  Kompression  rascher  an- 
wachsen, wie  die  alsdann  nur 
noch  als  schmaler  Streifen  im 
Arbeitsdiagramm  auftretende  in- 
dizrierte  Nutzarbeit  Li  (Fig.  114). 
Dieselbe  erscheint  bei  diesen 
Prozessen  stets  als  Differenz 
€iner  positiven  Arbeit  L  -f.  i  und 
«iner  negativen  Kompressions- 
arbeit L-i  über  der  Atmo- 
sphärenlinie.  Die  letztere  aber 
wird  von  dem  im  Maschinen- 
schwungrad aufgehäuften  Über- 

schuls  der  Arbeit  X  +  i  über  den  Nutzwiderstand  geleistet, 
wobei  ebenso  Reibungsverluste  entstehen  wie  bei  dem  Übergang 
der  Arbeit  X  +  i  vom  Kolben  in  das  Getriebe.  Die  efiektive 
Maschinenarbeit  Xc  ergibt  sich  somit,  unter  C  <  1  einen  Wider- 
atandskoeffizienten  verstanden,  zu 

Xc  =  fX  +  i  —  — ^. 

Weichen  nun  die  beiden  Werte  X  +  t  und  X_i,  wie  bei 
sehr  hoher  Kompression,  nur  wenig  voneinander  ab,  so  kann 
dieser  Ausdruck  sehr  leicht  verschwinden  bzw.  gar  negativ  werden, 
d.  h.  die  Maschine  würde  trotz  positiver  Arbeitsleistung  im  Dia- 
gramm keine  effektive  Arbeit  am  Schwungrad  abgeben.  Mit 
dieser  Schwierigkeit  hat  z.  B.  der  Dieselmotor  im  Anfang  seiner 
Entwicklung  stark  zu  kämpfen  gehabt  und  manche  theoretisch 
einleuchtende  Entwürfe  von  Motoren  sind  hieran  vollständig 
gescheitert.^) 

^)  Siehe  hierüber  auch  die  Abhandlung  des  Verfassers :  H.Lorenz: 
>Der  mechanische  Wirkungsgrad  von  Kolbenmaschinen <.  Zeitschr.  d. 
V.  d.  Ingenieure  1894.  Die  in  derselben  in  bezug  auf  den  Diesel- 
motor gezogenen  Schlufsfolgerungen  wurden  von  Eberle  (Dinglers. 
Polyt.  Journal  1899,  Bd.  311,  Heft  1—3)  aus  Schröters  Versuchen 
zahlenmäfsig  bestätigt. 


Kapitel  VI. 
Die  Bewegung  der  Wärme. 


§  37.    Die  stationäre  Wärmeleitung. 

Der  Wärmeflufs  und  das  Temperaturgefälle.    Wärmeleitungs- ,    Über- 
^ngs-  und  Wftrmedurchgangskoeffizient.    Experimentelle  Bestimmung^ 
derselben.     Die  Anstrengung  der  Heizfläche.    Der  Einflufs  von  Ver- 
unreinigungen. 

Im  ersten  Kapitel  haben  wir  die  Wärme  als  eine  Energie- 
form kennen  gelernt,  welche  von  einem  Körper  auf  einen  andern 
übertragen  werden  konnte.  Im  zweiten  Kapitel  stellten  wir  ferner 
fest,  dafs  ein  solcher  Übergang  immer  und  nur  dann  von  selbst 
stattfinden  kann,  wenn  der  abgebende  Körper  eine  höhere  Tem- 
peratur besitzt  als  der  aufnehmende,  und  dafs  er,  einmal  ein- 
geleitet, so  lange  andauert,  bis  beide  Körper  eine  und  dieselbe 
im  allgemeinen  zwischen  den  Anfangswerten  liegende  Temperatur 
angenommen  haben.  Dieses  Bestreben  nach  einem  Tempe- 
raturausgleich bildet  übrigens  nur  den  Sonderfall  eines  all- 
gemeinen Erfahrungssatzes,  wonach  alle  Vorgänge  in  der 
Natur  sich  so  abspielen,  dafs  ihre  Ursachen  da- 
durch verschwinden. 

Statt  der  beiden  miteinander  im  Wärmeaustausch  begriffenen 
Körper  können  wir  auch  zwei  benachbarte  Elemente  eines  und 
desselben  Körpers  ins  Auge  fassen,  falls  dieselben  nur  im  ge- 
gebenen Momente  verschiedene  Temperaturen  besitzen.  Daraus 
folgt,  dafs  die  Wärme  von  Element  zu  Element  in  materiellen 
Körpern  weiter  wandert,  ein  Vorgang,  den  man  als  Wärme- 
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leitung  bezeichnet.  Im  Gegensatz  hierzu  steht  die  Wärme- 
strahlung, d.  h.  der  Wärmeübergang  zwischen  verschiedenen 
temperierten  und  nicht  in  materieller  Verbindung  stehenden 
Körpern,  wie  wir  ihn  z.  ß.  in  der  Wärmezufuhr  der  Erde  von 
Seiten  der  Sonne  in  grofsartigstem  Mafsstabe  täglich  beobachten 
können. 

Um  die  Gesetze  zu  ermitteln,  nach  denen  die  Wärmeleitung, 
die  wir  zunächst  untersuchen  wollen,  sich  vollzieht,  betrachten  wir 
eine  materielle  Platte  (Fig.  115)  von  grofser  Flächen- 
ausdehnung und  der  Dicke  ?,  welche  auf  der  einen 
Seite  durch  eine  siedende  Flüssigkeit,  auf  der 
andern  z.  B.  durch  schmelzendes  Eis  berührt  wird, 
so  dafs  die  Temperaturen  auf  beiden  Seiten  kon- 
stant, aber  auf  verschiedener  Höhe  gehalten  werden. 
Alsdann  beobachtet  man,  dals  durch  die  Flächen- 
einheit der  Platte  in  der  Sekunde  stets  gleiche 
Wärmemengen  hindurchgehen  oder  dafs  der  DifEe- 
rentialquotient  der  Wärme  nach  der  Zeit,  dQ  :  dty 
den  wir  als  den  Wärmeflufs  oder  Wärme - 
Strom  bezeichnen  können,  dem  Platten-  oder 
Stromquerschnitt  F  proportional  ist.  Ändern  wir 
nun  an  derselben  Vorrichtung  die  Temperaturdifferenz  zwischen 
beiden  Seiten  der  Platte,  so  steigt  oder  fällt  auch  der  Wärme- 
flufs mit  dieser  Differenz.  Beobachtet  man,  etwa  mit  Hilfe  von 
Thermoelementen,  die  Temperaturen  Ti  und  T2  an  zwei  in  der 
Stromrichtung  der  Wärme  um  x  voneinander  entfernten  Punkten, 
so  ergibt  die  Beobachtung,  dafs  der  Wärmeflufs  dem  Quo- 
tienten 


Fig.  115. 


rp    rp 

— -,  den  man  wohl  auch  als  das  Temperatur- 


gefälle bezeichnet,  direkt  proportional  ist.    Rücken  die  beiden 

Mafsstellen  einander  unendlich   nahe,   so  wird  das  Temperatur- 

dT 
gefalle  durch   den   Differentialquotienten j-  dargestellt  und 

wir   erhalten    aus   der   Zusammenfassung   unserer   Beobachtung 
über  den  Wärmeflufs  die  Beziehung 


dt  dx 


(1). 


worin  der  Faktor  k  der  Wärmeleitungskoeffizient  des 
Plattenmaterials  heif st  utid  das  negative  Vorzeichen  andeutet. 
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dab  der  Wärmestrom  in  der  Richtung  der  Temperaturabnahme 
fliefst.  Für  den  speziellen  Fall  eines  stationären  Wärmestromes 
ist  das  Temperaturgefälle  unabhängig  von  der  Zeit,  also  hat 
man  mit 

^  =  ?  =  Konst. 
dt         t 

aus  (1)  hierfür  unter  der  Voraussetzung,  dals  der  Wärmeleitungs- 
koeffizient von  der  Temperatur  unabhängig  ist, 


q^icF^^ 


(la). 


Wählt  man  JP'  =  1  qm,  x=  Im,  Ti  —  Tg  =  l^C  \mAt  =  1  Stunde, 
so  wird  Ä  =  Q,  d.  h.  der  Wärmeleitungskoeffizient  ist 
diejenige  Wärmemenge,  welche  bei  stationärer 
Strömung  durch  eineFläche  von  1  qm  bei  l^Celsius 
Temperaturgefälle  auf  Im  Länge  in  der  Zeiteinheit 
hindurchtritt. 

Die  Gl.  (la)  gilt  offenbar  für  den  ganzen  Weg  l  zwischen 
den  beiden  Begrenzungsebenen  unserer  Platte,  so  dafs  wir  auch 
X  =  1  setzen  können  (Fig.  116).  An  den  Begrenzungsflächen  selbst 
findet  nun  eine  Aufnahme  der  Wärme  Q  von 
einer  höher  temperierten  sowie  eine  Abgabe 
derselben  an  eine  nieder  temperierte  tropfbare 
oder  elastische  Flüssigkeit  statt.  Bezeichnen 
wir  die  Temperaturen  derselben  mit  ©i  und 
©2»  so  zwar,  dafs 

©1  >  Ti  >  Ta  >  ©2, 
so  pflegt  man  auf  Grund  zahlreicher,  allerdings 
miteinander  nur  wenig  befriedigend  überein- 
stimmender Beobachtungen  für  diese  Wärme- 
aufnahme und  Abgabe  bei  stationärem  Wärme- 
flufs 

«  =  «iJ^(©i-ri)q 

§  =  «2^(^2  —  02)^1 

ZU  setzen,  worin  die  Faktoren  «i  und  «2  als  Übergangskoef- 
fizienten bezeichnet  werden.  Da  nun  unter  gewöhnlichen 
Verhältnissen  die  Temperaturen  in  der  festen  Platte  und  damit 
auch  diejenigen  T^  und  T2  an  ihren  Begrenzungsflächen  sich  der 


Fig.  116. 


(2) 
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unmittelbaren   Beobachtung   entziehen,    so   eliminiert   man   die- 
selben aus  (2)  mit  Hilfe  der  Beziehung  (la)  bzw. 

Q=jF{T,--T,)t (Ib) 

und  erhält 

1         


k+i+ 


(3), 


«2 


wofür  unter  Einführung  der  auch  als  Wärmedurchgangs 
koeffizient  bezeichneten  Abkürzung 

1 


X  = 


-  +  -  +  - 


auch 


(4) 


(3  a) 


geschrieben  werden  kann. 

Handelt  es  sich  nicht  um  Platten, 
sondern  z.  ß.  um  zylindrische  Rohre, 
so  sind  die  Ein-  und  Austrittsflächen 
der  Wärme  nicht  mehr  einander  gleich, 
so  dafs  nach  Fig.  117  den  Formeln  (2) 
entsprechend  den  beiden  Rohrradien 
ri  r2  mit  der  Rohrlänge  L 

Fi  =  27iriL,        F2  =  2nr2L 
zu    setzen    ist,     wodurch    sie    über- 
gehen in 

Q 
Q 

^2 

Anderseits  ist  aber  auch  in  der  Rohrwandung  selbst  r  ver- 
änderlich und  folglich  in  (1) 

F  =  27irLy         dx  =  ±  dr, 

so  dals  wir  für  stationäre  Strömung,  also  Q  :  t  =  Konst.  erhalten 

Q  .     T    dT 

t         ^  d  r 


Fig.  117. 


2  7rL«i(0i  —  T{)t 
=  2  7rZ«2  (^2--  Ö2)  t 


(2a). 
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Durch  Integration  ergibt  sich  hieraus  zwischen  den  Grenzen 
Ti  und  r2  mit  Ti  >  ^2 

f  lgn^  =  ±  2A:7rX(Ti-r2)     ....     (Ib) 

mit  dem  i  Vorzeichen,  je  nachdem  ri  ^  r2,  d.  h.  je  nachdem 
die  Wärme  von  aufsen  nach  innen  oder  umgekehrt  strömt. 
Durch  Elimination  der  Temperaturen  Ti  und  To  erhält  man  dann 
aus  (Ib)  und  (2  a) 


«(«ki^^S  +  i^J  =  '^^^®^-®^)^ 


(5^. 


Sind  Ti  und  r2  nur  wenig  voneinander  verschieden  und  wird 
aufserdem  die  gleich  beschafEene  Innen-  und  Aufsenfläche  des 
Rohres  von  derselben  Flüssigkeit  bespült,  so  dafs  wir  «i  =  «2  =  a 
setzen  dürfen,  so  haben  wir  mit  ri  —  ^2  =  ±_l  und  ri  -|-  ^2  =  2  r,» 
auch  die  Näherungsformel 

—  ö    rg         —      ri-\-r2       rm 

und    wir   können   mit   dem   Übergangekoeffizienten  X,    definiert 
durch 

1   [2        l\  1 


rm[a  +  k)-Xrm ^^^^' 

sowie  mit  2nrmL  =  Fm  an  Stelle  von  (5)  analog  (3a)  schreiben 
Q=.kFm{e^-e2)t (5a) 

Diese  Formel  benutzt  man  in  der  Praxis  auch  häufig,  ohne 
dafs  «1  =  «2  ist.  Alsdann  ist  der  Übergangskoeffizient  X  nach 
(5)  für  kleine  Werte  von  Vi  —  »'2  =  i  ^  ^^s 

-^+^+-y=-' (4b) 

zu  berechnen.  Hierin  sind  die  Werte  des  Übergangskoeffizienten  a 
fast  immer  nur  klein  gegenüber  demjenigen  k  der  Wärmeleitung, 
während  für  die  reziproken  Werte  das  Umgekehrte  der  Fall  ist. 
Dazu  kommt,  dafs  1  :  ä  in  den  Formeln  für  X  stets  mit  der 
praktisch  kleinen  Wandungsdicke  multipliziert  vorkommt,  so 
dafs  man  den  Quotienten  l :  k  nahezu  immer  gegenüber  den 
beiden  anderen  Formen  von  X  vernachlässigen  und  kürzer  für 
Rohre 
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l  =  r^f— -f— V (4c) 

bzw.  für  ebene  Platten 

1=1+1 (4d) 

schreiben  darf. 

Diese  Wärmedurchgangskoeffizienten  Xsind  es  nun, 
welche  die  Technik  besonders  interessieren  und  darum  auch 
Gegenstand  zahbeicher  Versuche  bis  in  die  neueste  Zeit  waren. 
Das  Ergebnis  dieser  Versuche  ist  insofern  wenig  befriedigend, 
als  sich  fast  niemals  eine  nur  angenäherte  Konstanz  der  Werte 
von  X  ergab,  ohne  dafs  man  immer  imstande  war,  den  Grund 
der  Schwankungen  anzugeben.  Hatte  man  es  mit  tropfbaren 
Flüssigkeiten  zu  tun,  welche  infolge  der  Wärmeaufnahme  und 
Abgabe  an  der  Trennungs  wand  lediglich  ihre  Temperatur  änderten, 
so  trat  deutlich  ein  Einflufs  der  Stromgeschwindigkeit  längs  der 
Wärmedurchgangsfläche  hervor.  Derselbe  ist  noch  am  leich- 
testen zu  erklären,  da  die  Reibung  der  Flüssigkeitsteilchen  an 
der  festen  Wand  Wirbelbildungen  zur  Folge  hat,  deren  Inten- 
sität mit  der. Geschwindigkeit  wächst.  Infolgedessen  tritt  nicht 
nur,  wie  in  unseren  Entwicklungen  stillschweigend  vorausgesetzt 
wurde,  eine  und  dieselbe  Flüssigkeitsschicht  mit  der  Wand  in 
Wärmeaustausch,  sondern  immer  neue  Elemente  treten  aus  der 
Flüssigkeitsmasse  an  die  Wand  heran,  um  nach  dem  Austausch 
sofort  wieder  mit  den  übrigen  vermischt  zu  werden.  Wir  haben 
es  also  nicht  mehr  mit  einer  reinen  Wärmeleitung,  wie  in  festen 
Körpern  zu  tun,  sondern  dieselbe  ist  mit  einem  Mischungs- 
vorgang, d.  h.  mit  einer  Fortführung  der  Wärme  durch  bewegte 
Massenteilchen,  die  man  wohl  auch  als  Konvektion  der 
Wärme  bezeichnet,  verknüpft.  Bei  der  grofsen  Komplikation 
dieses  Vorgangs,  der  ja  noch  nicht  einmal  hydrodynamisch 
befriedigend  gelöst  ist,  kann  naturgemäfs  von  einer  exakten 
rechnerischen  Verfolgung  desselben  z.  Z.  nicht  die  Rede  sein; 
man  mufs  sich  vielmehr  vorläufig  mit  der  Erfahrungstatsache 
begnügen,  dafs  der  Wärmedurchgangskoeffizient  sich 
hierbei  ungefähr  proportional  der  Wurzel  aus  der 
Stromgeschwindigkeit  ändert.    So  leitete  Mollieri)  aus 

*;  Mo  liier:  Über  den  Wärmedurchgang  und  die  darauf  bezüg- 
lichen Versuchsergebnisse.    Zeitschr.  d.  V.  d.  Ingenieure  1897. 
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umfassenden  Versuchen  von  Joule  mit  gleicher  Stromgeschwin- 
digkeit u  vom  Wasser  zu  beiden  Seiten  einer  dünnwandigen 
metallenen  Wärmedurchgangsfläche  einen  Übergangskoeffizienten 
von 

a  =  300(l+6yS") (6> 

ab,  woraus  sich  für  verschiedene  Geschwindigkeiten  %  und  U2 
zu  beiden  Seiten  der  Fläche  nach  (4d)  ein  Durchgangskoef- 
fizient 

^-T— T-=— 1  1        •    •    •    (^^> 

«1     «2      i-feyW     i-fej/ti^ 

ergeben  würde.  Die  Geschwindigkeiten  sind  hierin  in  m/sek 
ausgedrückt. 

Entsprechend  ergab  sich  für  den  Übergang  der  Wärme  von 
Luft  auf  eine  Metallwand  nach  Joule 

a  =  16  j/m^ 
während  Versuche  von  Ser  nach  Mo  liier  durch  die  Formel 

«  =  2(l-f  öj/w) 
leidlich  wiedergegeben  werden.  Vergleicht  man  diesen  Ausdruck 
mit  (6),  so  fällt  der  geringe  Unterschied  des  Faktors  von  j/w  in 
beiden  Formeln  sofort  in  die  Augen;  angesichts  der  Unsicher- 
heit der  Versuchsunterlagen  darf  man  vielleicht  diesen  Faktor 
allgemein  als  konstant  betrachten  und  für  bewegte  tropfbare 
und  elastische  Flüssigkeiten 

a  =  ao{l+ßiiP) (7) 

schreiben,  worin  «o  nur  mehr  von  der  Natur  der  Flüssigkeit, 
vor  allem  wohl  von  ihrer  Dichte  abhängt  und  /?  =  6  ist.  Die 
meisten  Versuche  sind  nun  mit  siedenden  Flüssigkeiten 
angestellt  worden,  wobei  sich  wiederum  sehr  verschiedene  Werte 
von  X  bzw.  a  ergaben.  Auch  hier  dürfte  der  Einflufs  der  Be- 
wegung, welche  sich  unabhängig  von  jeder  Strömung  der  Ge- 
samtmasse —  lediglich  infolge  der  Bildung  von  Dampfblasen 
bzw.  durch  die  Kondensation  unmittelbar  an  der  Wandung  ein- 
stellt, von  entscheidender  Bedeutung  sein.  So  führt  Mo  Hier 
u.  a.  Versuche  der  Firma  Gebr.  Sulz  er  (Winterthur)  an,  bei 
denen  in  einem  3  m  langen  Rohr  von  90 — 100  mm  Durchmesser 
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Dampf  kondensierte,  dessen  Wärme  wieder  die  Verdampfung 
von  ruhendem  Wasser  im  offenen  Bade,  also  bei  100  ^C  zur 
Folge  hatte.  Hierbei  ergaben  sich  entsprechend  den  geringen 
Geschwindigkeiten  nur  mäTsige  Unterschiede  im  Übergangs- 
koeffizienten X  für  ein  und  dasselbe  Rohr,  wie  aus  der  nach- 
stehenden Tabelle  hervorgeht  Allerdings  ist  daraus  die  Tendenz 
der  Zunahme  von  X  mit  steigender  Dampftemperatur  unver- 
kennbar; sie  tritt  insbesondere  bei  dem  lackierten  Rohr  VII 
deutlich  hervor. 


Tabelle  XXIX.     Versuche  der  Gebr.  Sulzer. 


I 

II 

III 

IV 

V 

VI 

VII 

VIII 

IX 

c 

1 

1 

fi 
1 

3 

•3» 
II 

a 

u 

5  J 

II 

ll 

OD 

1 

ll 

0 

«3 

i  u 

11 

ll 

Gufseisernes 

Rippenrohr,  Rippen 

in  60mm  Abstand, 

30  mm  hoch,  8  mm 

dick 

Wandstärke 
mm 

2,5 

2,1 

2,1 

4,5 

10 

13 

1,85 

15,25 

13,5 

1 

i 

a 

Q 

110    °C 
117     ö  y 
125    »> 
131,3  <»» 

136.5  0  y 

141.6  0  y 

2840 
3430 
3800 
3740 
3250 

2000 
2120 

2150 
2260 
2120 

2280 
2200 
2350 
2350 
2270 

2430 
2570 
2690 
2730 
2600 

1550 
1930 
1890 
1880 
1940 

1390 
1480 
1570 
1530 
1480 

1140 
1690 
1880 
1980 
2300 

1060 
1230 
1470 
1500 
1560 
1570 

1570 
1490 
1680 
1720 
1800 
1780 

Mil 

ttel- 
werte:   l 

3410 

2130 

2290 

2600 

1840 

1490 

1620 

1340 

1670 

Diese  Zunahme  wird  noch  viel  deutlicher  bei  der  Verwen- 
dung engerer  Rohre  mit  erheblicher  Dampf gesch windigkeit.  So 
arbeitete  Ciaassen i)  mit  einer  Kupferspirale  von  45 mm  äufsern 
Durchmesser  und  stellte,  wie  aus  der  Tabelle  hervorgeht,  fest^ 
dafs  der  Übergangskoeffizient  X  stets  mit  dem  Temperaturgefälle 


^)  Glaassen:  »Die  Wärmeübertragung  bei  der  Verdampfung  von 
Wasser  und  von  wässerigen  Lösungen  c.  Zeitschrift  d.  Vereins  d 
Ingenieure  1902. 
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wuchs,  gleichviel,  ob  dasselbe  durch  Steigerung  der  inneren 
Dampf  temperatur  ^^  =  ©^  —  273  oder  durch  Senkung  der  auf  seren 
Siedetemperatur  ^2  =  ®2  —  273  (im  Vakuum)  erzielt  wurde. 

Tabelle  XXX.     Versuche  von  Ciaassen. 


Heizdampftemperatur  d'^  = 

=  &,"  - 

-273<> 

100  <> 

110° 

1150 

120« 

1250 

^, 

l 

^, 

X 

^, 

l 

^, 

X 

^, 

l 

59,9 

2539 

69,4 

3007 

70,8 

3306 

71,5 

3486 

73,0 

3599 

71,0 

2126 

72,7 

2890 

86,8 

2567 

86,5 

2889 

86,2 

3185 

86,3 

1437 

86,7 

2681 

100 

2296 

100 

2611 

100,0 

2947 

— 

— 

100,0 

1823 

— 

— 

— 

-- 

— 

— 

Die  Dampfgeschwindigkeit  im  Heizrohr  läJst  sich  nun  wegen 
der  Kondensation  ebensowenig  streng  definieren,  wie  diejenige 
des  Wassers  und  der  Dampfblasen  in  der  Umgebung  desselben. 
Dagegen  übersieht  man  leicht,  dafs  mit  diesen  Geschwindigkeiten 
der  Wärmedurchgang  absolut  zunimmt,  was  wiederum  ein  Steigen 
der  ganzen  Temperaturdifierenz  ^1  —  ^2  =  ©i  —  ©2  bedingt. 
In  der  Tat  zeigen  die  Koeffizienten  X  der  Claassenschen  Tabelle 
eine  entschiedene  Abhängigkeit  von  dieser  Differenz,  die  wir 
auf  Grund  einer  graphischen  Aufzeichnung  ungefähr  durch  die 
Formel 

X  =  1600  +  40  (01  —  ©2) (8) 

ausdrücken  können.  Damit  würde,  da  im  vorUegenden  Falle 
die  Übergangskoeffizienten  a  beider  Seiten  des  Rohres  dieselben 
Werte  besitzen,  aus  (4  b)  folgen 

«  =  2X0  =  3200  +  80  (01  —  02) 

oder,   wenn   wir   die  Temperatur   der   dünnen  Wand  im  Mittel 

T  =     ^"T    ^  setzen,   ©2  eliminieren  und  den  Index  von  ©i  weg- 


lassen, 


bzw.  allgemeiner 


a  =  3200  +  160  (©i  —  T) 


u  =  a'  [1  +  /?'  (0  —  T)] 


(8a) 


(8  b) 
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Diese  Ergebnisse  stehen,  was  die  Abhängigkeit  der  Koef- 
fizienten vom  Temperaturgetalle  betrifft,  in  Übereinstimmung 
mit  Versuchen,  welche  Holborn  und  Dittenberger  über 
den  Wärmedurchgang  in  der  phys.-tech.  Reichsanstalt  i)  durch- 
geführt haben.  Wir  wollen  indessen  von  einer  Wiedergabe  der 
hierbei  gewonnenen  Resultate  absehen,  da  die  Berechnung  der 
Wärme  aus  dem  Temperaturgefälle  im  Innern  der  Wand  mit 
Hilfe  eines  vorher  bestimmten  und  dann  als  konstant  ange- 
nommenen Wärmeleitungskoeffizienten  k  doch  etwas  gewagt  er- 
scheint. 

Dafs  die  Wandstärke  ?,  welche  in  (8)  nicht  mehr  zum  Aus- 
druck gelangt,  doch  nicht  ganz  ohne  Einfluls  ist,  lassen  schon 
die  Sulzerschen  Versuche  erkennen.  Noch  deutlicher  tritt  diea 
bei  Versuchen  von  Morison  mit  ein  imd  denselben,  auf  ver- 
schiedene Wandstärke  abgedrehte  Guiseisenrohr  von  280  mm 
Durchmesser  bei  konstant  gehaltenem  ^2  =  100  <',  hervor,  welche 
wir  nach  Mo  liier  ebenfalls  noch  anführen  wollen. 


Tab 

eile  XXXI. 

X  nach  Versuchen  von 

Morison. 

für  ^1  = 

115,5 

126 

134,5 

141,5 

147,5 

153 

158 

162  oC 

i  =  23    mm 
10,7    > 
4,7    » 

1005 
1630 
2180 

1095 
1750 
2380 

1125 
1790 
2450 

1140 
1790 
2190 

1150 
1815 
2520 

1160 
1830 
2540 

1165 
1845 
2550 

1165 
1845 
2550 

Übrigens  stehen  die  am  blank  abgedrehten  Gufseisenrohr 
(VIII)  erhaltenen  Resultate  der  Gebr.  Sulzer  mit  dem  Morison- 
schen  in  gutem  Einklang.  Mit  Hilfe  der  Formel  (4)  hat  Mo  liier 
aus  den  Mittelwerten  der  letzteren  Versuche  den  Wärmeleitungs- 
koeftizienten  berechnet  und  so  für  Eisen 

k  =  40, 
gefunden,  während  sich  im  Mittel 

Ao  =  3700 
ergab.      Für    Kupfer    wird    man   entsprechend  k  =  300,   für 
Messing  ä  =  80  zu   setzen   haben,    und    die    Übergangskoef 


^)  Holborn  und  Dittenberger:  »Wärmedurchgang  durch 
Heizflächen«.  Zeitschr.  d.  V.  d.  Ingenieure  1901.  Austin:  »Über 
den  Wärmedurchgang  durch  Heizflächen«;  ebenda  1903. 
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fizienten  a  bzw.  X^  für  alle  Metalle  wenigstens  für  siedendes 
Wasser  dieselben  Werte  zuschreiben,  deren  Veränderlichkeit  mit 
dem  Temperatorgefälle  ans  den  Gleichungen  ^3)  bzw.  (Sai  her- 
vorgeht. 

Handelt  es  sich  z.  B.  um  den  Wärmeübergang  zwischen 
einer  strömenden,  nicht  siedenden  Flüssigkeit  zu  einer  sieden- 
den, wie  im  Falle  des  Dampfkessels,  so  hat  man  zunächst,  wenn 
an  der  betrachteten  Stelle  die  wärmeabgebende  Flüssigkeit  die 
Geschwindigkeit  u  und  die  Temperatur  @i  die  anstossende  Wand 
die  Temperatur  Ti  besitzt,  mit  (7)  für  das  Flächenelement  dF 
die  Wärmeabgabe  in  der  Zeiteinheit 

^=«o(l  +  /tf]u)  (©i-Tij^iF    ....     ,9) 

Für  die  Wärmeleitung  durch  die  Wand  selbst  von  der 
Dicke  l  folgt  weiter  nach  (Ib) 

^  =  j{T^-^T^)dF 10) 

und  schliefslich  für  die  Wärmeabgabe  der  Wand  an  die  bei  ©2^ 
siedende  Flüssigkeit  mit  (8  b) 

-^^  =  «'{l+/^'(T2-02)}(T2-02)di^.       .      .       .liy 

Setzt  man  hierin  zunächst  abkürzungshalber  die  Gröfse 

7§l=^ ^12). 

welche  wohl  auch  als  Anstrengung  der  Heizfläche  be- 
zeichnet wird  und  eleminiert  die  nicht  direkt  beobachtbare 
Wandungstemperatur  Ti  aus  (9)  und  (10),  so  folgt 

'^(;;^(rW)+'-)  =  «'-'-'  ■  ■  ■  <'^'' 

sowie  nach  Einführung  des  hierdurch  bestimmten  Wertes  von  T^ 
in  (10) 

W   =U'     01  -  ©2  -   Wl—r— pzr  +  |\ 


+  a'ß'\&r-e,-w(       J-  + 1 


(14) 
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Diese  Gleichung  ist  sowohl  in  W  als  auch  in  ©i  bzw.  ©2 
quadratisch,  daher  für  die  praktische  Verwendung  äufserst  un- 
bequem. Deswegen  empfiehlt  es  sich,  die  Rechnung  durch  ein 
graphisches  Verfahren  zu  ersetzen,  welches  auf  der  Kombination 
von  (13)  mit  der  Gl.  (11)  beruht,  für  die  wir  mit  (12)  auch 

.Tr  =  a'(r2-©2)  +  «'/^'(T2-02)2.     .     .     (IIa) 

schreiben  dürfen.  In  einem  Koordinatensystem  mit  den  Ab- 
szissen T2  und  den  Ordinaten  W  (Fig.  118)  erscheint  Gl.  (13)  als  eine 
Gerade  für  ieden Wert ^1  Wi 
von  ©1.  Gl.  (IIa)  dagegen 
lälst  sich  in  zwei  Teile  spalten, 
von  denen  a'  (^2  —  ©2)  durch 
^ine  Gerade,  ©2 -4  durch  den 
Pankt  ©2  dargestellt  wird, 
über  die  sich  das  parabo- 
lische Glied  a'/y'(r2  — ^^2)2 
derart  lagert,  dafs  insgesamt 
die  Kurve  ©2J?  resultiert. 
Diese  Kurve  schneidet  die 
Gerade  ©1  Wi  im  Punkte  TT, 
welches  mithin  der  Tempe- 
raturdifferenz ©1  —  ©2  zugeordnet  ist.  Ändert  nun  die  wärme- 
abgebende Flüssigkeit  ihre  Temperatur  ©1  während  des  Hin- 
Btreichens  an  der  Heizfläche,  so  hat  man  nur  die  dem  höchsten 
and  tiefsten  Werte  dieser  Temperatur  eventuell  unter  Berück- 
sichtigung der  mit  ihr  veränderlichen  Geschwindigkeit  u  ent- 
sprechenden Geraden  ©1  Wi  zu  ziehen,  welche  auf  der  Kurve  ©2  B 
ein  Stück  begrenzen,  dessen  Mitte  ungefähr  der  mittleren  Tem- 
peraturdifferenz ©1  —  ©2  zugeordnet  sein  dürfte.  Damit  aber 
■ergibt  sich  schliefslich  der  mittlere  Wärmedurchgangskoeffizient 
der  ganzen  Heizfläche  zu 

Ist  die  Heizfläche,  was  in  der  Wirklichkeit  häufig  zutrifft, 
-durch  Ablagerung  einer  dünnen  Schicht  irgendeiner  Substanz 
{z.  B.  Kesselstein,  Flugasche  usw.)  verunreinigt,  so  wird  da- 
durch der  Temperatursprung  und  damit  der  Übergangskoef- 
fizient a    der   Wand  nach   der   benachbarten   Flüssigkeit  nicht 


Fig.  118. 
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beeinträchtigt.  Ist  also  Xq  wieder  der  Durchgangskoeffizient  für 
eine  unendlich  dünne  Wand,  so  ist  er  für  die  reine  Platte  von 
der  Dicke  l  gegeben  durch 

und,  wenn  die  Platte  noch  mit  einer  Schicht  von  der  Dicke  T 
und  dem  Wärmeleitungskoeffizienten  k'  belegt  ist, 

Durch  Subtraktion  beider  Werte  folgt  alsdann 

V        X~~  k" 
oder 

^  =  1  +  1^ (15) 

d.h.  die  Änderung  des  Wärmeleitungskoeffizienten 
durch  eine  Verunreinigung  der  Heizfläche  ist  von 
dem  Absolutwerte  desselben  abhängig.  Infolgedessen 
wird  bei  hohen  Werten  von  X,  wie  in  Dampfkesseln,  ein  Ansatz 
von  Kesselstein  oder  von  Flugasche  den  Wärmedurchgang  äulserst 
ungünstig  beeinflussen,  während  für  kleine  X,  z.  B.  beim  Wärme- 
übergang zwischen  Gasen  in  Überhitzern  Verunreinigungen  fast 
bedeutungslos  sind. 


§  38.    Theorie  der  Heizapparate« 

Die  Änderung  des  Temperatargefälles.    Parallel  ström-  und  der  Gegen- 

Stromapparat.     Der   Wärmeaustausch   in   beiden.     Der   Wirkungsgrad 

der  Heizapparate. 

Nach  Feststellung  des  mittleren  Wärmeübertragungskoeffi- 
zienten X  im  letzten  Paragraphen  können  wir  zur  Untersuchung 
der  gebräuchlichen  Heizapparate  schreiten,  welche  sich  durch 
die  Bewegung  der  miteinander  in  Wärmeaustausch  tretenden 
Flüssigkeiten  längs  der  Heizflächen  unterscheiden.  Wir  setzen 
dabei  zunächst  voraus,  dafs  beide  Flüssigkeiten  ihre  Temperatur 
infolge  des  Wärmeaustausches  ändern,  während  ihre  spezifische 
Wärme  konstant  sein  möge. 
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Die  allgemein  veränderlichen  Temperaturen  der  Flüssig- 
keiten zu  beiden  Seiten  der  Heizfläche  an  einer  beliebigen  Stelle 
bezeichnen  wir  wieder  mit  ©i  und  ©2,  die  miteinander  gleich- 
zeitig in  Wärmeaustausch  begriffenen  Flüssigkeitsmengen  mit 
öl  und  G2,  und  deren  spezifische  Wärmen  mit  Ci  und  C2.  Durch  die 
im  Zeitelement  dt  von  einer  Flüssigkeit  zur  andern  übertretende 
Wärme  d  Q  wird  alsdann  die  Temperatur  der  ersten  um  d  ®i  er- 
niedrigt, diejenige  der  zweiten  um  d  ©2  erhöht,  so  zwar,  daJb  ohne 
Wärmeverluste,  die  wir  uns  durch  eine  ideale  Umhüllung  des 
ganzen  Apparate  verhütet  denken, 

dQ=:^GiCid&i  =  +  G2C2dG2      .      .      .      .      (1) 

ist.  Mit  den  Anfangstemperaturen  ©1'  ©2'  und  den  Endtempera- 
turen ©1"  ©2",  welche  den  Ungleichungen 

©l'>©l",        ©2'<©2"        .....      (2) 

genügen,  folgt  somit  aus  (1)  der  gesamte  Wärmeübergang 

«  =  öl  ci  (©1'  -  ©i'O  =  02^2  (©2" -©2')      .    .    (3> 

und  zwar  ganz  unabhängig  von  der  Anordnung  der 
Heizflächen  bzw.  der  Bewegung  der  Flüssigkeiten 
längs   derselben   sowie  von   der  dabei  verflossenea 

Zeit. 

Nunmehr  wollen  wir  als  ersten  einfachsten  Fall  voraussetzen,, 
dals  an  allen  Stellen  der  Heizfläche  gleichzeitig  dasselbe  Tem- 
peraturgefälle ©1 — ©2  herrscht  oder  auch,  dafe  alle  Elemente  der 
beiden  Flüssigkeiten  infolge  des  Wärmeaustausches  ihre  Tem- 
peraturen ©1  bzw.  ©2  zu  gleicher  Zeit  ändern. 
Ein  solcher  Vorgang  wird  sich  etwa  in  der 
durch  Fig.  119  dargestellten  Anordnung  voll- 
ziehen, bei  der  die  Elemente  der  Flüssigkeits- 
mengen Gl  und  (j2  iiur  senkrecht  zur  Heiz- 
fläche sich  bewegen  können,  um  den  Tempe- 
raturausgleich innerhalb  jeder  Flüssigkeit  ^«-  u»- 
herzustellen.  Alsdann  ist  der  Wärmeübergang 
in  der  Zeiteinheit  dQ  :dt  lediglich  proportional  dem  augenblick- 
lichen Temperaturgefälle  ©1— ©2  und  der  Gröfse  der  Heizfläche,, 
also 

dQ  =  Fk(Qi-^e2)dt (4) 
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Nach  (1)  ist  aber 

Ol  Ci '  ^  '     6r2  C2 

oder 

^(0i-0.)  =  -^e(^  +  g^)      ....    (la) 
Dies  gibt  mit  (4) 

oder  nach  Integration  zwischen  den  Grenzen  ©i'  ©2'  ©1"  ©2" 
innerhalb  der  Zeit  i 

Dafür  können  wir  aber  auch  schreiben 

©1"— ©2"  =  (©1'— ©2')  e  "^^  VgT^  ^  W*      .    .  (5a), 

woraus  man  erkennt,  dafs  das  Temperaturgefälle  zwi- 
schen den  beiden  Körpern  Gi  und  G2  in  unserem 
Apparate  asymptotisch  mit  derZeit  t  abnimmt,  also 
niemals    ganz    verschwinden    kann.^)     In   Wirklichkeit 

^)  Dieser  Satz  erlaubt  eine  bemerkenswerte  Folgerang  kosmischet 
Natur,  welche  an  unsere  Ausführungen  am  Schlüsse  von  §  15  an- 
knüpft. Würden  nämlich  alle  Wärmeübergänge  zwischen  den  Bestand- 
teilen eines  nach  aufsen  isolierten  Systems  (z.  B.  der  Welt)  auf  dem 
oben  geschilderten  Wege  vor  sich  gehen,  wobei  es  nach  dem  vorigen 
Paragraphen  gleichgültig  ist,  ob  eine  Zwischenwand  vorhanden  ist  oder 
nicht,  so  hätten  wir  es  jedenfalls  nur  noch  mit  nicht  umkehrbaren 
Prozessen  zu  tun,  durch  welche  die  Entropie  des  Systems  ständig 
wächst.  Sie  erreicht  nun  ihren  Maximalwert,  wenn  infolge  des  Ver- 
schwindens  aller  Temperaturdifferenzen  überhaupt  kein  weiterer  Wärme- 
austausch mehr  möglich  ist.  Dies  tritt  aber  nach  der  Gl.  (1  a),  welche 
ohne  weiteres  auch  auf  beliebig  viele  Körper  G  ausgedehnt  werden 
kann,  erst  in  unendlich  ferner  Zeit  ein,  so  dafs  auch  in  dem  un- 
günstigten  Falle  nur  irreversibler  Vorgänge  in  der 
Natur  ein  absoluter  Stillstand  in  derselben  in  end- 
licher Zeit  nicht  zu  erwarten  ist.  Allerdings  verlieren  diese 
Betrachtungen  ihren  Sinn,  wenn  die  Zahl  der  in  Wärmeaustausch 
begriffenen  Körper  G  und  damit  das  Weltsystem  selbst  unendlich 
grofs  anzunehmen  wäre. 
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wird  natürlich  der  Temperaturausgleich  schon  in  endlicher  Zeit 
bis  auf  praktisch  unmerkliche  Unterschiede  sich  vollzogen  haben. 
Führen  wir  schliefslich  in  Gl.  (5)  die  Wärmemenge  Q  selbst 
an  Stelle  der  Produkte  Gi  Ci  und  G2  C2  mit  Hilfe  von  (3)  ein, 
so  erhalten  wir  die  Gleichung 

^-^•^Mgn(©i'-@2')-lgn(0i"-02'O  •     •     *    ^^ 
Dauert   der    Vorgang    nur    kurze   Zeit,   so   wird   auch   das 
Temperaturgefälle  ©i  —  ©2  sich  nur  wenig  ändern  und  wir  dürfen 
angenähert  setzen 

©l---©2-    __    ^  ©l^-©2^    -    ©l"  +  Q2"  ,.. 

^^  0l"-©2"  ~   "   ©1'  — ©2'   +    ©1"  — ©2"      '       •       ^  ^' 

womit  (6)  übergeht  in  die  Näherungsformel 

2  2      j    •    •    •    ^^*^' 

d.  h.  der  Wärmedurchgang  ist  angenähert  dem  mitt- 
leren Temperaturgefälle  proportional.  Da  nun  der 
wahre  Wert  des  Nenners  von  (6)  stets  gröfser  ist  als  der  ange- 
näherte nach  (7),  so  muls  umgekehrt  ö  <  ö'  sein,  d.  h.  die 
Näherungsrechnung  führt  stets  auf  zu  grolse  Werte 
für  den  Wärmedurchgang  oder,  wenn  letztere  durch  den 
Versuch  als  gegeben  angesehen  wird,  auf  zu  kleine  Werte  des 
Übergangskoeffizienten  X. 
Ist  beispielsweise 

^.'-^.'  -g    gloo  2  ^■'  -  ^''  -  ^'"  +  '^'"  -  2  -  0  667 


so  folgt  mit 

Q'  _  0,693 


0  ' 0  1 


=  1,039 


Q  ~~  0,667 

oder  ein  Fehler  von  3,9  7o-  Daraus  geht  hervor,  dafs  die  Näherungs- 
formel (6  a)  sowie  Ergebnisse,  welche  mit  ihrer  Hilfe  aus  Versuchen 
abgeleitet  sind,  nur  mit  Vorsicht  gebraucht  werden  sollten. 

Bleibt  im  speziellen  Falle  eine  der  Temperaturen  z.  B.  ©2 
konstant,  so  hat  man  mit  ©2'  =  ©2"  =  ©2  an  Stelle  von  (6) 

«  =  -^  •  ^Mgn  (0x'-02)  -  Ign  (@x"-©2)     •    •  ^^^)' 
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oder  anch  wegen  (3) 


F  ''k'i=  G^ci  Ign 


0i'-©2 


.    (5b), 


©l"— ©2 

eine  Formel,  die  wir  auch  ans  (5)  mit  c^  =  cd  entsprechend  der 
isothermen  Zustandsändernng  von  G2  hatten  ableiten 
können.  Wir  betrachten  nunmehr  den  Fall,  dals  die  beiden 
Flüssigkeiten  Gi  und  G2  längs  der  Heizfläche  hin- 
strömen. Zu  beiden  Seiten  eines  Elementes  dF  derselben 
werden  alsdann  die  Temperaturen  &i  und  @2  herrschen,  und 
zwar  werden  dieselben,  wenn  die  Strömung  stationär  verläuft, 
unabhängig  von  der  Zeit  sein.  Wir  haben  infolgedessen  für 
den  Wärmedurchgang  durch  dF  in  der  Zeit  t  an  Stelle  von  (4) 
zu  setzen 

dQ  =  Xt{&^^&2)dF (8) 

Schreiten  wir  nun  in  der  Heizfläche  im  Sinne  der  Strömung 
des  Wärmeabgebenden  Körpers  Gi  fort,  so  nimmt  dessenTemperatur 
mit  wachsendem  F  ab,  während  diejenige  von  G2  zu-  oder  ab- 
nimmt, je  nachdem  diese  Flüssigkeit  parallel  oder  entgegen- 
gesetzt zu  öl  an  der  Fläche  hinströmt  Wir  haben  mithin  an 
Stelle  von  (1) 

dQ  =  —  GiCidei  =  ±G2C2d02     ....    (9), 

je  nachdem  der  Wärmeaustausch  in  einem  Parallelstrom- 
oder einem  Gegenstromapparat  (Fig.  120)  vor  sich  geht. 
Aus  (9)  folgt  weiterhin 


fi 


st 


i^ 


Fig.  120. 


und  in  Verbindung  mit  (8) 

\OlCi   —  O2C2)  Öl— ©2 


(9  a), 
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oder  nach  Integration  über  die  ganze  Heizfläche 

-^"(sr^i^='*°w^'-  ■  ■  CO) 

Hierin  beziehen  eich  die  Temperaturen  ©i'  ©2'  sowie  ©1"  ©2" 
nicht  mehr  auf  die  Flüssigkeiten  zu  Beginn  oder  nach  AbschluXs 
des  Wärmeaustausches,  sondern  auf  den  Anfang  und  das  Ende 
der  Heizfläche,  wie  denn  überhaupt  die  ganze  Entwicklung  sich 
von  der  obigen  nur  dadurch  unterschied,  dafs  jetzt  die  Variable 
t  mit  F  vertauscht  wurde,  abgesehen  vom  Vorzeichen  vor  Ö2  C2. 
Für  den  Parallelstrombetrieb  mit  +0^2^  verschwindet 
der  Einflufs  dieses  Unterschiedes  ganz,  so  dafs  hierfür  Gl.  (10) 
sofort  durch  (5)  ersetzt  werden  kann,  und  alle  eben  aus 
dieser  Formel  gezogenen  Schlüsse  hierfür  gültig  bleiben. 

Wir  brauchen  uns  darum  nur  noch  mit  dem  Gegenstrom- 
be trieb  näher  zu  befassen,  für  den  nach  Gl.  (10) 


oder 


(10b) 


gilt.    Das  Temperaturgefälle  nimmt  demnach  längs 
der  Fläche  ab  oder  zu,  je  nachdem   OiCi  ^  Ö2^2i   und 
bleibt  für  GiCi  =  G2C2  konstant 
Da  nun  allgemein  hierfür  nach  (9  a) 

so  folgt  für  den  Wärmeübergang  selbst  durch  Elimination  von 
(?iCi,  Ö2C2  aus  (10  a)  wieder  die  Gl.  (6),  welche  somit  allen  hier 
besprochenen  Gattungen  von  Heizapparaten  gerecht  wird.  Um 
nun  dieselben  in  ihrer  Leistungsfähigkeit  miteinander  zu  ver- 
gleichen, schreiben  wir  für  (6) 

Qi-~Q2- 
FXt  ^S^  ©''  —  ©'' 


Q      -(©,'_  ©2')  -(©l"- ©2") 

und  entwickeln  den  Ign  in  eine  Reihe,  deren  einzelne  Glieder 
mit  dem  Nenner  zu  dividieren  sind.  Auf  diese  Weise  ergibt 
sich  der  Ausdruck 
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FXt 
2Q 


6c 


Rg-  121. 


'  (Öl'- ©20 -f  (Öl" -6*2") 

1  i(öi'-e20-(öi--e2-)!2 
+  3  j(0i'-02O  +  :öi"-02") ! » "^  ' 

dessen  einzelne  Terme  in  den  TSblem  gerade  Potenzen  der 
Differenzen  des  anfänglichen  und  schlieüsliclienTemperatiirgefilles, 

in  den  Nennern  dagegen  un- 
gerade Potenzen  der  Snnunen 
der  Temperatorgefille  ent- 
halten. Die  Terme  sind  dem- 
nach samtlich  positiv.  Da 
nnn  beim  Parallelstrom  die 
Temperatorknrven  (flg.  121) 
der  beiden  Körper  entg^en- 
gesetzte ,  beim  Gregenstrom 
dagegen    gleiche    Neigungen    besitzen,    so    wird    bei   gleichem 

mittleren  TemperaturgefiOle  -|-   (öi'  — ©2'  +  ©i"  — ©2")   di^ 

Differenz  des  anfanglichen  imd  schlieÜBlichen  G^fiQles  beim 
Gegenstrom  absolut  kleiner  sein  müssen  als  beim  Parallelstrom. 
Dies  trifft  alsdann  auf  die  ganze  Reihe  (6)  zu,  so  dab  man 
für  gleiches  mittleres  Temperaturgefälle  imGegen- 
stromapparat  für  denselben  Wärmedurchgang  in 
der  Zeiteinheit  eine  kleinere  Heizfläche  benötigt 
als  im  Parallelstromapparat. 

Aus  der  Figur  121  geht  überdies  klar  hervor,  dals  man 
mit  dem  Gegenstromapparat  bei  gleichem  mitt- 
leren Temperaturgefälle  einen  viel  vollkommeneren 
Wärmeaustausch  erreichen  kann  als  m^it  dem  Paral- 
lelstromapparat. Infolgedessen  werden  die  ersteren  auch 
stets  in  der  Praxis  bevorzugt.  In  derselben  sind  nun  gewöhnlich 
die  in  der  Zeiteinheit  miteinander  in  Wärmeaustausch  tretenden 
Körpergewichte  mit  ihren  spezifischen  Wärmen,  also  die  Produkte 

^    und    ^ 

nebst  der  Anfangstemperatur  &i  des  Wärme  abgebenden  Körpers 
öl  und  der  tiefsten  Temperatur  des  aufnehmenden  G2  gegeben. 
Alsdann  besteht  die  aus  (9)  hervorgehende  Gleichung 
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worin  für  Gegenstrom  (siehe  Fig.  121)  das  positive,  für  Parallel- 
strom  das  negative  Vorzeichen  zu  wählen  ist.  Soll  nun  G2 
auf  eine  bestimmte  Temperatur  erwärmt  werden,  so  ist  durch 
(11)  die  Endtemperatur  von  Gi  gegeben.  Nur  wenn  diese  End- 
temperatur höher  liegt,  also  die  höchste  von  G^,  ist  man  in  der 
Wahl  des  Apparatensystems  ganz  unbeschränkt,  während  man 
für  niedere  ©1"  auf  Gegenstromapparate  angewiesen  bleibt. 

Beispielsweise  seien  -7^  =  2000  kg  Heizgase  von  900  °  0  stündlich 

V 

gegeben,  durch  welche -^  =  1500  kg  Verbrennungsluft  von  20^0  auf 

500  °  0  erwärmt  werden  sollen.  Die  spezifische  Wärme  beider  Körper 
sei  Ci  =  c^  =  0,24,  dann  hat  man  nach  (11) 

d.  h.  die  Heizgase  verlassen  den  Apparat  mit  900  —  360  =  540®.  Da 
diese  Temperatur  über  der  oberen  Temperatur  der  Yerbrennungsluft 
liegt,  so  kann  man  sowohl  Parallelstrom-  als  auch  Gegenstromapparate 
anwenden.    Im  ersteren  Falle  ist  für  Ö, 

0^'  =  273  +  20,    (9j"  =  273  +  500, 
im  letzteren  dagegen 

(93"  =  273 +  20,    6>2' =  273  +  500, 
während  für  G^  in  beiden  Fällen 

0^'  =  273  +  900,     &^"  =  273  +  540 
ist.     Für  Parallelstrom  ergibt  alsdann  (6) 
900  —  20 
^^*  ^"540^500  ,         22 

~~Q~  =  (900  -.20)  -  (540  -  500)  =  ^«"^    84Ö~  =  ^^^^^ 

und  fQr  Gegenstrom 

900—500 

FU_  'g°  640-20  _  1,3     _ooo2.8 

-Q-  -  (900 -500) -(540 -20)  "  '«''"12Ü-  "  ^''^^^^ 

Für  ein  und  dieselbe  Leistung  verhält  sich  demnach  die  Heiz- 
fläche des  Gegenstromapparates  zu  der  des  Parallelapparates  wie 
1  :  1,69. 

Für  den  Spezialfall  GiCi  =  G2C2  bleibt,  wie  schon  oben  fest- 
gestellt   wurde,    im    Gegenstromapparat    das    Temperaturgefälle 
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konstant,  00  dab  wir  auch  hierfür  an  Stelle  von  (8)  schrräben 
dürfen 

Q  =  UF  e^  —  e^] (8ay 

Vergröbern  wir  nun  die  Heizfläche,  so  wird  für  einen  und 
denselben  Wärmeübergang  in  der  Zeiteinheit  das  Temperatur- 
gefalle  abnehmen  und  für  F  =  00  schlielsUch  ganz  verschwinden. 
In  diesem  praktisch  allerdings  unerreichbaren  Ideal- 
falle wird  der  Wärmeaustausch  vollkommen,  d.  h. 
die  Körper  Qx  und  G2  tauschen  ihre  Temperaturen 
vollständig  miteinander  aus.  Der Gegenstromapparat  kann 
alsdann  auch  als  vollkommener  Regenerator  für  die  im 
Körper  Gi  nicht  weiter  verwertbar  enthaltene  und  demnach  auf 
einen  andern  Körper  G^  zu  übertragende  Wärme  Q  bezeichnet 
werden,  da  deren  von  der  Temperatur  abhängiger  Verwand- 
lungswert hierbei  keine  Veränderung  erleidet.  Im  Gregensatz 
hierzu  steht  der  Parallelstromapparat,  bei  dem  bestenfalls  die 
Maximaltemperatur  von  G2  mit  der  Minimaltemperatur  von  G^ 
übereinstimmen  kann,  so  dafs  dieselbe  gemeinsame  Endtempe- 
ratur erreicht  wird  wie  bei  der  Mischung  der  Körper,  welche, 
wie  wir  früher  schon  gesehen  haben,  stets  mit  einer  Entropie- 
zunahme bzw.  einem  Sinken  des  Verwandlungswertes  ver- 
bunden ist. 

Auf  Grund  dieser  Überlegungen  können  wir  auch  von  einem 
Wirkungsgrade  der  Heizapparate  sprechen,  der  mithin 
nichts  anderes  als  den  Quotienten  der  Verwandlungswerte  der 
Wärme  vor  und  nach  dem  Energieaustausch  im  Apparate  be- 
deutet. Die  vor  dem  Austausch  im  Körper  G^  zur  Verfügung 
stehende  Wärme  ist  offenbar  nichts  anderes  als 

Q  =  ^iCi(©i-©o) (12), 

wenn  wir  mit  ©1  die  Maximaltemperatur  von  G^  und  mit  ®o 
die  Minimaltemqeratur  von  G2  bezeichnen.  Der  Temperatur- 
abnahme von  ©1  auf  ©0  entspricht  nun  die  Entropieänderung 

©0 
öiCilgnvj-,   welche  für  einen  IdealprozeXs  durch  eine  Wärme- 
entziehung Qo  bei  tiefster  Temperatur  ausgeglichen  werden  mufs, 
so  zwar,  dafs 
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Somit  ist  der  Verwandlungswert  der  Wärme  Qi  bei  Durch- 
laufen des  Temperaturgefälles  &i  —  ©2 

Ganz  ebenso  erhalten  wir  den  Verwandlungswert  der  Wärme 
im  Körper  G2,  dessen  Temperatur  nach  der  Wärmeaufnahme  im 
Heizapparat  ©2  sein  mufs,  so  dals  Q  =  O2C2  (©2  —  ©0)»  zu 


AL2       ,  ©0       ,      © 


'2 


Q    =l-^:ir0rlgn-ö^    ....   (Ua), 
und  somit  den  Wirkungsgrad  des  Heizapparates 

Ign 


_  J!2-_  _  Q2  -  00    "    fe>o 

oder  auch 

©0        ,       ©2  ©0        .        ©1 


^  =  1 ~-      ©0       ,       ©,  •     ^''^• 

Die  vorstehenden  Betrachtungen  gelten  natürlich  auch  für  Dampf - 
kessel,  welche  nichts  anderes  als  Heizapparate  mit  (nahezu)  kon- 
stanter Temperatur  auf  einer  Seite  der  Heizfläche  darstellen.  Haben 
wir  z.  B.  Heizgase  von  Öj  =  1700®  absol.  Temperatur  über  dem  Roste 
zur  Verfügung,  während  der  Dampf  eine  absol.  Temperatur  von 
ö,  =  4400  (^,  =  167  «C),  das  Speisewasser  eine  solche  von  €>o  =  300°) 
6^0  =  300®  (^0  =  27^0)  besitzt,  so  ergibt  Gl.  (15)  einen  thermodyna- 
mischen  Wirkungsgrad  des  Kessels 

300        140__300         1^ 
_  140^^300      1400  ^'^  300  _  0,821  —  0,33 

1400"  ^^  300 
oder 

7;  =  1  —  0,73  =  0,27. 

Die  in  den  Heizgasen  erhaltene  Wärme  verliert  also  durch  den 
irreversiblen  Temperatursturz  von  ©^  =  1700  ^  auf  die  Dampftemperatur 
0,  =  440°  schon  73°/©  ihres  Verwandlungs wertes,  so  dafs  die  im  Ver 
gleich  zu  den  Verbrennungsmotoren  so  niedere  Ausnutzung  der 
Dampfmaschinen,  wie  schon  im  §  24  erwähnt  wurde,  wesentlich  im 
geringen  thermischen  Wirkungsgrad  des  Kessels  beruht.    Daraus  erhellt 
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auch  deutlich  der  Wert  der  ÜberhitEung,  durch  welche  ein  Teil  des 
Temperatursturzes  nutzbar  gemacht  werden  kann.  Wird  z.  B.  der 
Dampf  in  einen  an  unserem  Kessel  angeschlossenen  Überhitzer  auf 
0,  =  600<>  (^,  =  327«)  überhitzt,  so  ergibt  sich  ein  thermischer  Wir- 
kungsgrad des  nunmehr  aus  Kessel  und  Überhitzer  bestehenden  Heiz- 
apparates von 


rj=l 


300   600 
300^^300' 


300    1400 
1400^  300 


300    1400 
1400^°  300 


=  1 


0,693  —  0,33 
1  —  0,33 


oder 


^  =  1  —  0,54  =  0,46, 
also  eine  Erhöhung  des  Verwand]  ungswertes  der  Wärme  um  ca.  70  ®/a 
gegenüber  dem  Nafsdampfbetriebe.  Es  braucht  wohl  kaum  noch  her- 
vorgehoben zu  werden,  dafs  der  hier  berechnete  thermische  Wirkungs- 
grad eines  Kessel  nichts  zu  tun  hat  mit  dem  gewöhnlich  in  der 
Praxis  so  bezeichneten  Bruchteil  der  auf  den  Dampf  übertragenen 
Wärmetönung  der  Brennstoffe,  welcher  lediglich  über  die  Wärme- 
verluste der  Vorrichtung  Aufschlufs  gibt. 
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Die   Abhängigkeit  der  Temperatur  von   Ort   und  Zeit.     Die   Wärme- 
bewegung in   den  Zylinderdeckeln   einer  Wärmekraftmaschine.     Der 
Einflufs  der  Umdrehungsdauer  und  des  Temperaturgefälles. 

Die  in  dem  letzten  Paragraphen  behandelte  stationäre  Wäxme- 
strömung  stellt  lediglich  einen  speziellen  Fall  viel  allgemeinerer 
Erscheinungen  dar,  welche  auch  technisch 
eine  grofse  Rolle  spielen.  Lassen  wir  nämlich 
die  Voraussetzung  des  stationären  Verlaufes, 
nämlich  die  Unabhängigkeit  der  Temperatur  an 
allen  Stellen  von  der  Zeit  fallen,  so  wird  auch  das 
Temperaturgefälle  in  einem  und  demselben  Kör- 
per in  der  Stromiichtung  der  Wärme  im  allge- 
meinen nicht  mehr  konstant  bleiben,  sondern 
sowohl  von  Element  zu  Element,  wie  auch  von 
einem  Augenblick  zum  andern  sich  ändern.  Um 
Fig.  122.  diese  Änderung  festzustellen,  schneiden  wir  wie  in 

§  37  eine  Platte  von  der  Fläche  F  und  der  Dicke 
dx  aus  dem  Körper  normal  zur  Wärmeströmung  heraus.  Fig.  122. 
Bedeutet  dann  wieder  k  den  als  konstant  vorausgesetzten  Wärme- 


§  39.     Periodisch  veränderliche  Wärmeströmung.  459 

leitungskoeffizienten  des  Materials,  so  tritt  auch  an  der  Stelle  x^  wo 
das  Temperaturgefälle  (ZT  :  dx  beträgt,  nach  Gl.  (I)  §  37  die  Wärme- 

dT 
menge  —  TcF   ,-    dt  im  Zöitelement  dt  in  das  Plattenelement  hin- 
ein und  an  der  gegenüberliegenden  Stelle  x  -^  dx  eine  Wärme- 
menge —  kFl  -j 1-  ^  ("l")  ^^  r  ^^  heraus.     Der  Wärmeinhalt 

des  Plattenelements  wächst  daher  um  die  Differenz  dieser  Be- 

d^T 
träge,  also  um  -\-kF  -i—g  dx  dt    Bedeutet  nun   c  die  spezifische 

Wärme  des  Materials,  y  das  spezifische  Gewicht  desselben,  so 
ist  der  Wasserwert  unserer  Elementarschicht  auch  cyFdx.  Da 
weiterhin  durch  die  Vermehrung  des  Wärmeinhalts  die  Tem- 
peratur der  Platte  an  den  betrachteten  Stellen  steigen  muls,  so 
erhalten  wir  für  diesen  Zuwachs  auch  den  Betrag  cyFdxdT,  der 
mit  dem  oben  berechneten  für  das  Zeitelement  dt  übereinstimmen 
muls.    Hieraus  aber  folgt  sofort 

ef2r 
cyFdxdT=kF  -^  dxdt 

oder 

dT        k    a^T 

dt'  ~~  cy  dx^ ^  ' • 

Da  hiemach  die  Temperatur  bei  der  nicht  stationären  Wärme- 
strömung sowohl  von  der  Zeit  t  als  auch  vom  Orte,  der  durch 
die  Konstante  x  gegeben  ist,  abhängig  erscheint,  so  empfiehlt 
es  sich,  an  Stelle  der  bisher  gebrauchten  d  die  der  partiellen 
Differentiation  entsprechenden  b  zu  setzen  sowie  unter  Ein- 
führung der  Abkürzung 

1  =  ^-0 (2) 

für  (1) 

zu  schreiben.  Diese  Gleichung  besagt  offenbar,  dals  die  zeit- 
liche Änderung  der  Temperatur  an  einer  bestimm- 
ten Stelle  der  örtlichen  Änderung  des  Temperatur- 
gefälles im  Sinne  der  Wärmeströmung  direkt  pro- 
portional ist.     Die  Abhängigkeit  der  Temperatur  T  von  den 
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beiden  Urvariabelen  t  und  x  ist  allerdings  durch  (1  a)  noch  nicht 
in  allgemein  gültiger  Weise  bestimmt;  vielmehr  haben  wir  es 
hier  nur  mit  einer  Bedingungsgleichung  zu  tun,  der  die  gesuchte, 
im  übrigen  aber  willkürliche  Funktion  T=f(Xyt)  zu  genügen 
hat.  Diese  Funktion  selbst  können  wir  nur  durch  sog.  Grenz- 
bedingungen bestimmen,  d.  h.  dadurch,  dafs  für  bestimmte  Werte 
einer  der  beiden  Variabelen  die  Abhängigkeit  der  Temperatur 
von  der  anderen  unmittelbar  gegeben  ist.  Nachdem  so  die 
Funktion  T  festgelegt  ist,  bietet  es  keine  Schwierigkeit  mehr, 
mit  Hilfe  der  auch  hier  noch  gültigen  Gl.  (1)  §  37  für  den 
Wärmeflufs 

dQ  =  -JcF^dt       ......    (3) 

die  durch  eine  Fläche  F  in  irgend  einem  Zeitintervall  hindurch- 
gehende Wärme  durch  Integration  über  die  Zeit  zu  finden,  wobei 

bT 
nur  für  j—  derjenige  Ausdruck    einzusetzen    ist,    welcher    den 

Schwankungen  von  T  mit  der  Zeit  für  die  der  Fläche  zugeordnete 
Koordinate  x  wiedergibt. 

Das  ganze  Verfahren  dürfte  am  einfachsten  an  einem  Bei- 
spiel zu  erläutern  sein,  wofür  wir  die  Wärmebewegung  im 
Zylinderdeckel  irgend  einer  Wärmekraftmaschine 
wählen.  Dieser  Deckel  ist  immer  ein  plattenförmiger  Metall- 
körper, dessen  Innenfläche  den  periodischen  Temperaturschwan- 
kungen des  im  Zylinder  arbeitenden  Mediums  ausgesetzt  ist, 
während  die  Aulsenwand  gewöhnlich  auf  nahezu  konstanter 
Temperatur  gehalten  wird.  Wenn  auch  infolge  der  hier  kaum 
kontrollierbaren  Temperatursprünge  an  den  Endflächen  deren 
Temperatur  nicht  mit  derjenigen  der  arbeitenden  Körper  bzw. 
der  Umgebung  momentan  identisch  sein  kann,  so  werden  wir 
doch  einen  zeitlich  analogen  Verlauf  voraussetzen  dürfen. 

Weiterhin  ergibt  die  Überlegung,  dafs  Temperaturschwan- 
kungen an  einer  der  Grenzflächen  sich  infolge  des  Temperatur- 
ausgleichs nicht  mit  voller  Stärke  bis  zur  andern  fortsetzen  können, 
sondern  abnehmen  müssen.  Diesem  Verhalten  wird  man  mathe- 
matisch am  einfachsten  durch  einen  Faktor  e-/^*  gerecht,  Worin  x 
den  Abstand  der  betrachteten  Stelle  von  derjenigen  Grenzfläche 
bedeutet,  welche  gegebenen  Temperaturschwankungen  ausgesetzt 
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ist.  Schliefslich  folgt  aus  der  Tatsache,  dafs  die  Wärmeleitung 
und  mit  ihr  der  Temperaturausgleich  nicht  augenblicklich  er- 
folgt, eine  Verspätung  der  Temperaturschwankungen  im  Innern 
des  Deckels,  welche  sich  rechnerisch  durch  eine  dem  Abstand  x 
proportionale  Phasenverschiebung  ^x  in  der  periodischen  Funk- 
tion ausdräckt.  Bedeutet  schliefsüch  a  eine  der  gegebenen 
Periode  der  Temperaturschwankung  umgekehrt  proportionale 
Zahl,  so  erhalten  wir  als  partikuläres  Integral  der  partiellen 
Differentialgleichung  (la) 

T=Ge-ß-f{at—Öx) (4), 

worin  /  sowohl  durch  sin  als  auch  durch  cos  ersetzt  werden 
kann.  Um  nun  die  beiden  Konstanten  ß  und  d  zu  bestimmen, 
bilden  wir  die  in  (1  a)  enthaltenen  Differentialquotienten,  welche 
mit  at  —  dx  =  z  lauten 

02  T  df  d^f 

Eingesetzt  in  (la)  folgt  daraus  die  ßedingungsgleichung 

oder  mit  /  (z)  =  sin  ^ 

i^  —  2ßd\  coQZ=(ß^  —  ()2)  sin  z. 

Dies  ist  aber  für  beliebige  z  nur  möglich,  wenn  gleichzeitig 
^=^2ßÖ    und    /^2  =  J2 

Kq 

oder 

""i'-i/S <'> 

ist.  Auf  genau  dieselbe  Bedingung,  in  der  wir  entsprechend  den 
der  Form  (4)  zugrunde  liegenden  Betrachtungen  nur  die  positiven 
Vorzeichen  zu  berücksichtigen  haben,  werden  wir  mit  f(z)  =  cos  jsr 
geführt.  Beachten  wir  ferner,  dafs  durch  eine  zweimalige 
partielle  Differentiation  nach  x,  wie  sie  Gl.  (1  a)  andeutet,  Terme 
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von  der  Form  Tq-{-  ex  verschwinden,    so  dürfen  wir  an  Stelle 
von  (4)  mit  Rücksicht  auf  (5)  für  unser  Integral  auch  schreiben 


T  =  TQ-\-tx-{-Äe 


I         r    2lo    cOBLt-xJjL\ 

-\-Be    *y2*o   sin  (a<— ari/-^\    .     .     . 


(6). 


Dieser  Ausdruck  wird  dann  zu  einem  vollständigen  Integral, 
wenn  die  zeitliche  Temperaturänderung  an  der  Innenwand  des 
Deckels,  d.  h.  für  a;  —  0,  durch 

T=To-{- A  cos  at-\-B  An  at     .     .     .     .     (6a) 

gegeben  ist,  wie  man  ans  dem  Vergleich  mit  (6)  sofort  erkennt. 
Hierin  bedeutet  Tq  offenbar  die  Mitteltemperatur  der  Innenwand, 
und  t  in  Gl.  (6)  das  mittlere  Temperaturgefälle  in  der  Platte, 
während  die  periodischen  Glieder  die  Temperaturschwankungen 
darstellen.  Bezeichnen  wir  die  Mitteltemperatur  auf  der  Aulsen- 
wandung  des  Deckels,  also  für  x  =  l  mit  Tj,  so  ist  offenbar 

*  =  ^-" (6b). 

Damit  haben  wir  alle  Konstanten  in  unserem  Integral  bis 
auf  die  durch  äulsere  Bedingungen  gegebenen  GröXsen  Ay  B,  a 
bestimmt  und  die  Temperaturverteilung  im  Zylinder- 
deckel für  den  einfachen  Fall  des  durch  (6  a)  gegebenen  zeit- 
lichen Verlaufs  der  Innentemperatur  eindeutig  festgestellt.  Es 
bleibt  uns  nunmehr  noch  die  Verfolgung  des  Wärme- 
stromes selbst  übrig,  den  wir  für  jede  Stelle  durch  Integration 
aus  Gl.  (3)  erhalten,  nachdem  wir  den  Differentialquotienten 
bT  :hx  aus  (6)  bestimmt  haben.    Derselbe  ist  allgemein  mit  (6b) 


bT       Ti—T^ 


bx  l 


+(4- 
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und  speziell  für  die  Innenwand  a:  =  0 

Setzen  wir  dies  in  (3)  bzw. 

t 

0 

«in,  so  folgt  für  den  Wärmedurchgang  in  der  Zeit  t 

^=^^^^+f-i^8in«<--1^(l--cos«0     .     (8). 

Der  Wärmestrom  zerfällt  hiernach  in  unserem 
Falle  in  einem  der  Zeit  direkt  proportionalen  und 
«inem  periodischen  (oder  auch  fluktuierenden)  Teil. 
Der  erstere  entspricht  der  stationären  Bewegung  bei  konstanten 
Grenztemperaturen  To  und  T^ ;  er  liefert  mithin  diejenige  Wärme, 
welche  stetig  aus  dem  Zylinderinnern  durch  den  Deckel  ent- 
weicht bzw.  bei  höherer  Aulsentemperatur  (d.  h.  bei  geheiztem 
Deckel)  den  im  Innern  arbeitenden  Körper  zugeführt  wird.  Der 
zweite  Teil  dagegen  ergibt  einen  periodischen  Wärmeaustausch 
des  Zylinderinnern   mit   dem  Deckelmaterial;    er   verschwindet 

27r 
bei  der  Integration  über  die  volle  Periode  ^  =  <o  = •    Damit 

ist  nun  noch  nicht  gesagt,  daXs  von  diesem  Glied  keine  Verluste 
herrühren  können,  da  offenbar  die  dem  im  Zylinderinnern  ar- 
beitenden Körper  bei  hoher  Temperatur  entzogene  Wärme  dem- 
selben bei  niederer  Temperatur  wieder  zugeführt  wird,  wodurch 
zum  mindesten  ihr  Verwandlungswert  sinkt.  Handelt  es  sich 
z.  B.  um  eine  Dampfmaschine,  so  gibt  der  Dampf  während  des 
Eintritts  und  der  Expansion  Wärme  an  die  Wandung  ab,  um 
sie  während  des  Hinausschiebens  wieder  zu  empfangen.  Tritt 
alsdann  der  Dampf  unmittelbar  in  die  Atmosphäre  oder  in  den 
Kondensator,  so  ist  die  von  der  Wandung  zurückerhaltene  Wärme 
doch  für  den  Arbeitsprozefs  verloren;  sie  kommt  nur  im  Falle 
von  Verbundmaschinen  für  den  folgenden  Zylinder,  natürlich  mit 
vermindertem  Arbeitswert,  zur  Geltung. 

Die  Grölse  dieses  Verlustes  in  der  Zeiteinheit 
ist  nun  nach  Gl.  (8)  indirekt  proportional  dem  Werte 
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von  yä  oder  direkt  proportional  }^7»  d.i.  der  Wurzel  aus 
der  Umdrehungsdauer  der  Maschine,  welche  mit  der 
Periode  der  Temperaturschwankung  im  Zylinderinnem  überein- 
stimmt. AuXserdem  aber  ist  er  nach  (8)  und  (6a)  dieser 
durch  A  und  B  gegebenen  Temperaturschwankung 
selbst  direkt  proportional,  während  der  stationäre 
Teil  des  Verlustes  nur  noch  von  der  Temperatur- 
differenz zu  beiden  Seiten  des  Deckels  und  dessen 
Dicke,  nicht  aber  von  der  Umdrehungsdauer  ab- 
hängt. 

Da  nun  auch  für  die  Zylinderwandungen  die  Verhältnisse» 
wenn  auch  wegen  des  an  ihnen  hinstreichenden  Kolbens  ver- 
wickelter, so  doch  prinzipiell  ähnlich  liegen,  so  folgt  aus  unserer 
Betrachtung,  daXs  die  gesamten  Wärmeverluste  infolge 
des  Einflusses  der  leitenden  Wandung,  auf  die  Zeit- 
einheit bezogen,  für  rasch  laufende  Maschinen 
kleiner  ausfallen  als  für  langsam  gehende  von 
denselben  Dimensionen.  Dieses  Verhältnis  wird  noch 
günstiger,  wenn  wir  beachten,  dals  die  ersteren  bei  gleichen 
Pressungen,  also  auch  gleichen  Temperaturen,  eine  gröXsere 
Arbeit  zu  leisten  imstande  sind,  auf  die  dann  ein  absolut  ge- 
ringerer Wärmeverlust  entfällt  als  auf  die  kleinere  Leistung  der 
letzteren. 

Beispielsweise  möge  die  Temperatarschwankung  an  der  Innen- 
wand des  Deckels  einer  Dampfmaschine  sich  zwischen  +70®  und 
-j-lSO®  bewegen,  was  mit  Rücksicht  auf  den  Temperatursprang 
zwischen  Wand  und  Dampf  von  etwa  20°  einer  Eintrittstemperatur 
von  150  •  und  einer  Austritts-  oder  Kondensatortemperatur  von  +50* 
entspricht.  Aufserdem  sei  der  Beginn  der  Zeitrechnung  so  gewählt^ 
dafs  wir  für  (6a)  mit  ^  =  0  einfacher  für  Celsiusgrade 
T  =  Tq  -t"  J5  sin  «  f 

schreiben   dürfen,    worin   Tq  = ^- —  =  100  °  und  B  = ^ 

=  30°  zu  setzen  ist.  Alsdann  kann  man  zunächst  die  Temperatur- 
schwankung in  Fig.  123  für  die  Innenwand  a?  =  0  als  Sinuslinie  ein- 
tragen, wenn  als  Abszissen  die  Werte  von  « t  gewählt  werden.  Beträgt 
weiterhin  die  Temperatur  an  der  Aufsenwand  mit  einem  Temperatur- 
sprung von  etwa  60  °  gegen  die  Luft  (ca.  -f-  20  °)  Tj  =  80  °,  so  ist 
_  Tq  —  T,  _  100  —  80  _  20 
'-~       l       ^  l  ~   l 
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und   man   erhält  mit  k  =  40  für  die  Dicke  von  1  =  2  cm  =  0^02  m 
pro  Stunde  und  ^  =  1  qm   einen  stationären  Wärmedurchgang  von 


Fig.  128. 


Die   Temperaturverteilung   im   Deckel    ist   nunmehr    mit   J.  =  O 
durch  die  Gleichung 


x  +  Be        r^*»    sin    Lt-xl/^] 


gegeben,  deren  Konstanten  sich  leicht  bestimmen  lassen,  ^enn  man- 

2n 
a  =  — -,  d.  h.  die  Periode  der  Maschine  kennt.     Wir  wollen  dieselbe 


einmal  zu  1  Sekunde,  das  andere  Mal   zu  Va  Sekunde  oder  ^o  = 


3600 


^2w.  =jr7r7r  Stuudo  ausetzcu,  um  den  Einflufs  dieser  Zahl  auf  den  Ver- 
7200 

lauf  der  Erscheinung   festzustellen.    Es   entspricht  dies  Umdrehungs- 
zahlen von  n  =  60  bzw.  120  in  der  Minute.    Da  für  Gufseisen  k  =  40, 

k 

c  =  0,ll,    y  =  7250  kg/cbm    ist,    so    folgt    cy  =  800    und    k^  = 

cy 

=  0,05,  also 

fftr      n   =        60  120 

a  =  4^  =  27r  .  3600,     27t  -  7200 

•o 


Lorenz,  Techn.  Wannelehre. 
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und  damit  geht  unsere  Gleichung  für  n  =  60  über  in 

-475,8  a; 

T  =  100  —  lOOOsc  +  30c      sin  (27t .  3600 1  —  475,8a;) 
bzw.  für  n  =  120  in 

—  672,0  z 

T  =  100  —  lOOOaj  +  30c  sin  {2n  -  3600  t  —  ßl2,bx). 

Weiterhin  folgt 


für        ir  =      0  , 

0,005, 

0,010, 

0,015, 

0,020  m 

-  475,8  X 

30c              =  30% 

2,770, 

0,25  0, 

0,0240, 

0,0020 

-  672,5  X 

30c              =  30% 

1,040, 

0,036  0, 

0,0010, 

0,0000 

d.  h.  die  Temperaturschwankungen,  welche  in  Fig.  123  schematisch 
dargestellt  sind,  werden  bei  60  Touren  in  der  Tiefe  von  1,5  cm  bei 
120  Touren  sogar  schon  bei  1  cm  fast  unmerklich.  Die  Abnahme  der 
Schwankungen  mit  steigender  Umdrehungszahl  ist  jedenfalls  besonders 
auffällig. 

Der   fluktuierende   Teil    der    Wärme    berechnet   sich   schliefslich 
aus  (8)  mit  J.  =  0  zu 

-^  =   ,  (cos  at  —  1  4-  sin  a  Q, 

J^      y2ifco« 

wobei   die  Zeit   von  f  =  0  an  gerechnet   ist.    Da  nun   in   der   ersten 

Hälfte  der  Periode   dieselbe  Wärme  in  die  Wandung   hineinwandert, 

welche  in  der  zweiten  wieder  heraustritt,  so  haben  wir,  um  den  fluk- 

1  n 

tuierenden  Teil  selbst  zu  finden,  nur  t  =  -^tQ  oder  a  f  =  g-  zu    setzen 

und  erhalten  so  für  den  gesuchten  Betrag  während  einer  Ma- 
schinenumdrehung 


19L\  =  +  1M_ 


Setzen  wir  die  obigen  Konstanten  hier  ein,  so  folgt 
für    w  =  60  ,120  pro  Minute 

^^^    =50  36    >  > 


und  da  im  ersten  Falle  3600,  im  zweiten  7200  Umdrehungen  in  der 
Stunde  vollzogen  werden,  der  stündlich  fluktuierende  Betrag 
pro  1  qm 

^  =  180000  WE  bzw.  259200  WE, 

also  in  jedem  Falle  viel  mehr  als  die  gleichzeitig  stationär  durch  die 
Wandung  strömende  Wärme.  Daraus  geht  hervor,  dafs  man  in  der 
Praxis  den  aus  der  periodischen  Wärmebewegung  rein  entspringenden 


§  39.    Periodisch  veränderliche  Wärmeströmang.  467 

Verlusten  viel  mehr  Aufmerksamkeit  zu  schenken  hat,  als  der  nach 
aufsen  entweichenden  Wärme,  die  lediglich  von  dem  mittleren  Tem- 
peraturgefälle in  der  Wandung  herrührt.  Die  fluktuierende  Wärme 
ist  aher  einerseits  mit  B  proportional  dem  Temperaturgefälle  des 
arbeitenden  Körpers  im  Zylinderinnern  und  dann  mit  y  a  der  Wursel 
aus  der  Umdrehungszahl  n  der  Maschine,  während  die  Leistung  der 
letzteren  unter  sonst  gleichen  Verhältnissen  mit  n  selbst  zunimmt. 
Es  erscheint  demnach  zweckmäfsig,  nicht  nur  die  Ma- 
schinen raseh  laufen  zu  lassen,  sondern  auch  das  Tem- 
peraturgefälle in  den  Zylindern  so  klein  als  möglich 
zu  wählen,  eine  Erkenntnis,  welche  zur  Verteilung  der 
Arbeit  auf  mehrere  Zylinder  in  den  sog.  Verbund- 
maschinen geführt  hat. 

Im  allgemeinen  liegen  allerdings  die  Verhältnisse  insofern 
verwickelter,  als  die  Temperaturschwankung  im  Zylinderinnern 
nicht  durch  die  einfache  dreigliedrige  Formel  (6  a)  wiedergegeben 
werden  kann,  sondern,  da  jedenfalls  die  Periodizität  gewahrt 
bleibt,  durch  eine  periodische  oder  Fouriersche  Reihe  von 
der  Form 

T  =  Tq  -\-  Ai  cos  at    +     A2  cos  2  at  -\-  '     ' 

+  Bi  sin  at  +  -B2  sin  2  a<  +  '  *  *  *  ' 
darzustellen  ist.  Derselben  entspricht  dann  auch  eine  Reihe  als 
vollständiges  Integral  der  partiellen  Differentialgleichung  (la), 
deren  Koeffizienten  sich  in  ganz  derselben  Weise  wie  oben  [siehe 
Gl.  (4)  und  (6)]  aus  (9)  berechnen  lassen.  Durch  Differentiation 
der  neuen  Reihe  nach  x  und  Einsetzen  in  (3  a)  ergibt  sich 
schliefslich  eine  letzte  Reihe  für  den  Wärmefluls  analog  (8),  der 
auch  im  allgemeinsten  Falle  in  einen  stationären  und  fluktuieren- 
den Teil  zerfäUt.  Da  die  ganze  Untersuchung  infolge  der  Be- 
stimmung zahlreicher  Koeffizienten  sehr  zeitraubend  ist,  ohne 
uns  prinzipiell  etwas  Neues  zu  bieten,  so  wollen  wir  auf  eine 
weitere  Verfolgung  des  Problems  verzichten,  i) 

Ebenso  können  wir  uns  an  dieser  Stelle  nicht  näher  auf 
die   periodische   Wärmebewegung   in  verschiedenen  Richtungen 


*)  Siehe  hierüber:  Kirsch  »Die  Bewegung  der  Wärme  in  den 
Zylinderwandungen  der  Dampfmaschine«.    Leipzig  1886. 

Die  Koeffizientenbestimmung  Fourierscher  Reihen  aus  graphisch 
vorgelegten  Funktionen  kann  im  Bd.  I  dieses  Werkes  (Lorenz, 
Techn.  Mechanik  starrer  Systeme)  S.  211  u.  ff.  nachgelesen  werden. 
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X,  y,  z  einlassen,  für  welche,  wie  man  leicht  erkennt,   an  Stelle 
von  (la)  die  Gleichung 


tritt.  Mit  Hilfe  der  dieser  Gleichung  genügenden  Integrale  ver- 
folgt man  u.  a.  in  der  theoretischen  Physik  die  Temperatur- 
schwankungen an  der  Erdoberfläche  bzw.  die  säkulare  Abkühlung 
des  ganzen  Erdballes.  In  einfachster  Form  kann  man  auch 
hierauf  dieselben  Überlegungen  anwenden  wie  oben  auf  die 
Wärmebewegung  im  Dampfzylinderdeckel,  nur  dals  hier  die 
Oberflächentemperatur  wenigstens  zwei  Schwankungen,  und  zwar 
mit  einer  täglichen  und  einer  jährlichen  Periode,  erleidet.  Beide 
Schwankungen  pflanzen  sich  mit  rasch  abnehmender  Stärke  in 
das  Innere  der  Erde  fort,  wobei  ganz  wie  bei  einer  und  der- 
selben Maschine  mit  verschiedener  Tourenzahl  die  raschere 
Schwankung  viel  eher  unmerklich  werden  muls  wie  die  lang- 
same. Dieser  Schluls  wird  denn  auch  durch  die  Beobachtung 
vollauf  bestätigt. 

§  40.    Die  Wärmeleitung  in  Gasen. 

Die  kinetische  Erklärung  der  Wärmeleitung  in  Gasen.    Die  mittlere 
Weglänge.    Der  Wärmeleitungskoeffizient  der  Gase.    Die  relative  mitt- 
lere Geschwindigkeit  der  Moleküle.    Innere  Reibung  der  Gase. 

Die  Bewegung  der  Wärme  in  Gasen  vollzieht  sich  ähnlich 
wie  in  Flüssigkeiten  vorwiegend  durch  Aufwärtßströmung  der 
erwärmten,  also  leichteren  Teile,  und  Mischung  derselben  mit 
kälteren  an  höher  gelegenen  Stellen.  Wir  haben  es  demnach 
hier  mit  einer  Störung  des  mechanischen  Gleichgewichts  der 
übereinander  gelagerten  Schichten  durch  die  Wärme  zu  tun, 
dessen  Wiederherstellung  mit  Bewegungserscheinungen  verbunden 
ist,  wie  man  am  deutlichsten  aus  den  von  Luftströmungen  be- 
gleiteten Druck-  und  Temperaturschwankungen  der  Atmosphäre 
erkennt.  Diese  konvektive  Wärmebewegung  ist  nun  im 
allgemeinen  so  kräftig,  dals  man  früher  in  ihr  die  einzige  Mög- 
Jichkeit  eines  Wärmeaustausches  durch  Gase  vermutete,  eine 
eigentliche  Wärmeleitung,  bei  welcher  die  materiellen  Teile 
innerhalb  melsbarer  Zeiten  ihren  Platz  nicht  ändern,  dagegen 
für  ausgeschlossen  hielt.     Dazu  kam,    dals  die  Wärmebewegung 
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in  Gasen  stets  noch  mit  Strahlungserscheinungen  verknüpft  ist, 
welche  ebenfalls  geeignet  waren,  eine  etwa  vorhandene,  zweifellos 
nur  schwache  Wärmeleitung  zu  überdecken.  Dafs  eine  solche 
doch  vorhanden  war,  schlols  Magnus  aus  Beobachtungen  über 
die  Erkaltungsgeschwindigkeit  fester  Körper  in  verschiedenen 
Gasen,  während  Stefan  zuerst  (1872)  die  Wärmeleitung  von 
Gasen  nach  Methoden  gemessen  hat,  welche  später  vor  allem 
von  Winkelmann  sehr  vervollkommnet  wurden. 

Zur  Erklärung  der  Wärmeleitung  in  Gasen  müssen  wir  auf 
die  kinetische  Vorstellung  ihrer  Natur  zurückgreifen.  Wir  denken 
uns  in  dem  zu  untersuchenden  Gase,  dessen  Temperatur  lediglich 
in  einer  Richtung  x  veränderlich  sein  möge,  senkrecht  hierzu 
eine  Ebene  von  der  Fläche  Fy  durch  welche  der  Wärmeaustausch 
so  von  statten  geht,  dals  Gasmoleküle  mit  verschiedenem  Energie- 
inhalt von  beiden  Seiten  übertreten.  Bedeutet  n  die  Zahl  der 
Moleküle  in  der  Volumeinheit,  so  befinden  sich  in  einer  Scheibe 
von  der  Dicke  dx  und  der  Grundfläche  FmFdx  Moleküle, 
von  denen  der  dritte  Teil  mit  einer  mittleren  Molekular- 
geschwindigkeit w  normal  zur  Grundfläche,  und  zwar  zu  gleichen 
Teilen  auf  dieselbe  zu  wie  von  ihr  hinweg  bewegt  gedacht 
werden  kann,  ohne  dals  am  Gleichgewichtszustande  etwas  gestört 
wird.  Nennen  wir  nun  weiter  l  die  mittlere  Weglänge,  die  ein 
Molekül  zwischen  zwei  Zusammenstölsen  zurücklegt  und  t  die 
zum  Zurücklegen  dieses  Weges  nötige  Zeit,  so  ist 

l  =  tw 

und  wir  erhalten  die  Zahl  der  in  der  Zeiteinheit  aus  der  Schicht 
Fdx  die  Grundfläche  passierenden  Moleküle  zu 

Fndx       Fnw 


3t     ~    3  / 
mit  einer  kinetischen  Energie  von 


dx 


Fnw  ,    mw^        F  nmv^  ^ 
^•^  =  -^-^^-2-  =        61        ^^  ■     ■     ■     (!)• 

worin  m  die  Masse  eines  Moleküls  bedeutet. 

Ist  nun  in  der  Ebene  a:  =  0  die  absolute  Temperatur  To, 
mit  der  entsprechenden  Molekulargeschwindigkeit  Wq,  so  haben 
wir  für  die  Temperatur  T  in  dem  nur  kleinen  Abstände  x 
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ÖT  Ix    ÖT\ 

r=^«  +  ä^-=^o(l  +  -5r-^)      .    .    .    (2), 

oder  wegen  der  kinetischen  Definition  der  Temperatur 


-M3^ 


(3) 


Daraus  folgt  aber 

womit  der  Ausdruck  (1)  für  die  in  der  Zeiteinheit  die  Fläche  F 
passierende  Energie  übergeht  in 

Infolge  der  Kleinheit  von  x  dürfen  wir  hierfür  aber  auch 
angenähert  schreiben 

Auf  dem  Wege  von  x  =  0  bis  x  =  Z  haben  wir  somit  einen 
Energiezuwachs  der  Moleküle  im  Betrage  von 

Gl        y-^   2     To    öxj"^  61       "^ 

oder,  indem  wir  über  die  Schicht  von  a:  =  0  bis  x  =-  Z  inte- 
grieren, d.h.  alle  Moleküle  zusammenfassen,  welche  bis  zur 
mittleren  Weglänge  l  von  F  entfernt  sind  und  daher  noch 
innerhalb  der  mittleren  Stolszeit  t  die  Fläche  passieren  können, 

1    Fnmwo^  ,  öT 

Dividieren  wir  das  Wärmeäquivalent  dieses  Betrags  mit  F, 
so  erhalten  wir  den  in  §  37  eingeführten  Wärmedurchgang 
durch  die  Flächeneinheit  in  der  Zeiteinheit 

W-^  -k^ (4), 

worin  k  den  Wärmeleitungskoeffizienten  bedeutet.  Für 
diesen  aber  ergibt  sich  aus  dem  Vergleich  von  (4)  mit  (Ic) 
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A  nmw^ 

Eliminieren  wir  schliefslich  eine  der  Grölsen  Tq  oder  Wq 
durch  die  Beziehung 

aus  der  sich  natürlich  auch  (3)  ergibt,  so  erhalten  wir 

2 

]c=^nmwol=^^]^nmlTo^      .     .    .    (5). 

Die  hierin  auftretende  mittlere  Weglänge  l  hängt  nun  sehr 
eng  mit  den  Dimensionen  der  Moleküle  zusammen,  die  wir  uns 
als  Kugeln  vom  Durchmesser  s  vorstellen  wollen.  Im  Augen- 
blicke des  ZusammentrefEens  zweier  solcher  Kugeln  ist  ihr  Zentral- 
abstand s,  so  dafs,  wenn  man  sich  alle  Moleküle  punktförmig 
und  im  Ruhezustand  denkt  bis  auf  eine  einzige,  man  dieser  nur 
den  Radius  s  zuzuschreiben  braucht,  um  dieselbe  Zahl  von  Zu- 
sammenstölsen  zu  erhalten,  als  wenn  alle  Moleküle  Kugeln  vom 
Durchmesser  s  wären.  Da  nun  das  bewegte  Molekül  mit  dem 
Radius  s  und  der  Geschwindigkeit  w  in  der  Zeiteinheit  den 
Raum  ns^w  durchstreicht,  so  stölst  es  in  dieser  Zeit  mit  allen 
darin  befindlichen  Molekülen  zusammen.  Deren  Zahl  und  da- 
mit diejenige  der  Zusammenstöfse  ist  also,  wenn  n  wieder  die 
Molekülzahl  in  der  Volumeinheit  bedeutet 

Z=nns^w (6). 

Diese  Formel  ist  indessen  nur  dann  zutreffend,  wenn  w 
nicht  die  mittlere  absolute,  sondern  die  mittlere  relative 
Geschwindigkeit  der  Moleküle  bedeutet,  da  in  Wirklichkeit 
ja  alle  in  Bewegung  sind.  Wir  müssen  also, 
da  wir  aus  dem  Gasgesetz  nur  die  mittlere 
Absolutgeschwindigkeit  berechnen  können,  die 
relative  in  dieser  auszudrücken  suchen.  Bewegen 
sich  zwei  Punkte  mit  den  absoluten  Geschwindig- 
keiten wi  und  iV2  (Fig.  124),  deren  Richtungen 
um  (f  voneinander  abweichen,   so  ist   Relativ-  Fig.  124. 

geschwindigkeit  i)  w  nichts  anderes  als  die  dritte 

1)  Siehe  auch  Lorenz,  Tecbn.  Physik.  Bd.  I.  Techn.  Mechanik 
starrer  Systeme,  Kap.  III. 
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Seite  die  des  aus  wi  und  W2  mit  dem  Winkel  (f  gebildeten  Drei- 
ecks. Sind  dann  noch  die  Absolutgeschwindigkeiten  einander 
gleich,  also  m;i  =  m^j  =  itq,  so  ergibt  sich  sofort  die  Relativ- 
geschwindigkeit zu 

Wr=2wQ&m^ (7). 

Um  nun  den  Mittelwert  von  tVr  zu  finden,  denken  wir  uns  um 
den  Anfangspunkt  0  eine  Kugel  mit  dem  Radius  Wq  beschrieben 
(Fig.  125).    Da  jede  Bewegungsrichtung   möglich   und   bei   der 

ungeheuren  Molekülzahl  in  einem 
endlichen  Volumen  auch  gleich 
wahrscheinUch  ist,  so  stellt  jeder 
Kugelradius  die  Absolutgeschwin- 
digkeit nach  Grölse  und  Richtung 
eines  Moleküles  dar.  Bewegt  sich 
nun  ein  solches  Molekül  in  der 
Richtung  OP,  so  braucht  man  nur, 
um  den  Mittelwert  seiner  Relativ- 
geschwindigkeit gegen  alle  andern 
durch  Punkte  der  Kugeloberfläche 
markierten  Moleküle  zu  finden, 
jedes  Oberflächenelement  dQ  mit  der  zugehörigen  Relativ- 
geschwindigkeit Wr  zu  multiplizieren  und  das  Integral  über  die 
ganze.  Kugel  mit  deren  Oberfläche  zu  dividieren.^) 

Das  zum  Winkel  cp  gehörige  Oberflächenelement  unserer 
Kugel  ist  aber  ein  Ring  von  der  Öffnung  d(f  und  der  Fläche 


Fig.  125. 


also  ist 


d^  =  27iwo^Bm(fd(f=^47iWo^sin  —  coa-^d(p  . 


(8), 


Wrdn=  16 71  Wo^  sin2 1 d  (sin |)  =  -3  ^ WQ^dUin |j 
Damit  also  wird  die  mittlere  Relativgeschwindigkeit 


w 


71 


tCrdii  =  -^  «0 


(9) 


')  Man  übersieht  leicht,  dafs  die  Bestimmung  der  mittleren  Relativ- 
geschwindigkeit identisch  ist  mit  derjenigen  der  mittleren  Entfernung 
eines  beliebigen  Oberflächenpunktes  der  Kugel  von  allen  anderen 
Oberflächenpunkten. 
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und  folglich  die  mittlere  Stolszahl  in  der  Zeiteinheit 
nach  Gl.  (6) 

4 
Z  =  -^nns^wo (6a) 

Dividiert  man  nun  den  mittleren  Weg,  welchen  ein  Molekül 
in  der  Zeiteinheit  zurücklegt,  also  Wq  durch  Z,  so  erhält  man 
die  schon  oben  eingeführte  mittlere  Weglänge  l  zwischen  zwei 
Zusammenstölsen,  so  dals  wir  auch  haben 

'  =  5=4^72 (1<>) 

oder  auch 

«'  =  ra (loa) 

Das  in  (5)  auftretende  Produkt  nZ  ist  demnach  mit  den 
Dimensionen  der  Moleküle  selbst  gegeben  und  kann  ebenso  wie 
die  Masse  derselben  als  konstant  angesehen  werden.  Dann 
aber  ist  der  Wärmeleitungskoeffizient  eines  Gases 
derWurzel  aus  der  absoluten  Temperatur  desselben 
proportional  und  vom  Drucke  unabhängig. 

Die  letztere  Schlulsfolgerung  der  Theorie  wurde  schon  1872 
durch  Stefans  Versuche  bestätigt,  während  die  Veränderlich- 
keit mit  der  Temperatur  erst  neuerdings  von  G  r  ä  t  z  und  E.Müller 
(1900)  festgestellt  wurde.  Der  letztere  fand  für  Luft  unter 
Zuhilfenahme  der  sehr  zuverlässigen  Ergebnisse  Winkelmanns 
A;  =  0,0000569  (1  +  0,00196  r)  ....  (11), 
wenn  absolut,  d.  h.  die  Wärme  in  Grammkalorien,  die  Längen 
in  Zentimetern  und  die  Zeit  in  Sekunden  gemessen  wird.  In 
technischen  Einheiten,  d.  h.  für  WE,  Meter  und  Stunden 
ergibt  dies 

Ä  =  0,0205  (1  +  0,00196  r)  ....  (IIa), 
also  im  Vergleich  zu  Kupfer  {k  =  300)  etwa  den  15  000.  Teil. 
Die  Veränderlichkeit  der  Wärmeleitungskonstante  der  Luft  ent- 
spricht der  0,57.  Potenz  der  absoluten  Temperatur,  bestätigt  also 
ungefähr  die  Forderung  der  Theorie.  Weitere  Messungen 
Winkelmanns  haben  ergeben  bei  0<^  C  im  absoluten  Mafs- 
system 

für  H2        Na       O2      N2O    CO2 

k'lO^  =  33,24     5,24     5,63      3,63     3,17. 
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Mit  Hilfe  dieser  Werte  ist  man  imstande,  die  mittlere  Weg- 
länge l  selbst  für  die  verschiedenen  Gase  aus  (5)  zu  berechnen, 
nachdem  man  durch  Einführung  des  spezifischen  Gewichts 
y  =  nmg  die  Gl.  (5)  auf  die  Form 

^•=2^^^®^ (^^) 

gebracht   hat.     So   findet   man    z.  B.  für   Luft  mit  w  =  485  m 

pro  Sek.,   Cv  =  0,1685,  y  =  1,293  und  k  =    '  (pro  1  Sek.) 

l  =  1,075  •  10""^  m  =  1,075  •  10~^  cm. 

Hiermit  gestattet  Gl.  (10  a)  die  Berechnung  eines  oberen 
Grenzwertes  des  Moleküldurchmessers  s^  wenn  man  beachtet, 
dals  das  von  den  Molekülen  bei  höchster  Verdichtung  einge- 
nommene Gesamtvolumen  durch 

^=l«''(lF (1^) 

gegeben  ist.     Eingesetzt  in  (10a)  gibt  dies 

s  =  8  7Z (13) 

In  dieser  von  Loschmidt  (1865)  aufgestellten  und  zur 
Berechnung  von  Moleküldimensionen  benutzten  Formel  hat  man 
sich,  da  schon  in  (12)  die  Molekülzahl  n  auf  die  Volumeinheit 
des  Gases  bezog,  in  die  rechte  Seite  dieser  Volumeinheit  divi- 
diert zu  denken,  wodurch  die  Dimensionen  beider  Seiten  ein- 
ander gleich  werden.  Loschmidt  setzt  nun  für  V  das  Volumen 
ein,  welches  die  Moleküle  des  in  der  Volumeinheit  enthaltenen 
Gases  nach  der  Verflüssigung  einnehmen.  Würden  z.  B.  die  in 
1  cbm  bei  0^  enthaltenen  Luftmoleküle  in  flüssigem  Zu- 
stande 1,25 1  =  0,0013  cbm  einnehmen,  so  würde  der  Durch- 
messer der  einzelnen  Moleküle  sich  aus  (13)  mit  Hilfe  des  oben 
berechneten  Wertes  für  l  zu 

s  =  0,00125  .  8  .  Z  =  0,01  •  l  =  1,075  •  10"'  cm 
ergeben.     Die  Zahl  n  der  Moleküle  in  dör  Volumeinheit,  d.  h.  in 
1  cbm,  folgt  schlielslich  aus  (12). 

Der  Wärmeleitungskoeffizient  des  Gases  steht  übrigens  noch 
in  einer  merkwürdigen  Beziehung  zu  einer  andern  Grölse,  näm- 
lich zum  Koeffizienten   der  inneren  Reibung,    die  wir 
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der  Vollständigkeit  halber  noch  ableiten  wollen.  Bewegt  sich  näm- 
lich ein  Gas  so  in  einer  Richtung,  dals  einander  parallele  Schichten 
nicht  dieselbe  Geschwindigkeit  u  besitzen,  so  werden  dieselben 
aufeinander  Reibungskräfte  R  ausüben,  welche  der  Berührungs- 
fläche F  uiid  der  Änderung  der  Geschwindigkeit  senkrecht  zur 
Schicht  proportional  sind.  Nennen  wir  diese  Normalrichtung  a:^ 
so  haben  wir  die  Gleichung 

^=^p^ •  •  (1*)' 

worin  q  als  Koeffizient  der  inneren  Reibung  bezeichnet  wird. 
Nach  der  kinetischen  Auffassung  der  Gase  entsieht  diese  Rei- 
bung einfach  dadurch,  dals  durch  die  Fläche  F  fortwährend 
Moleküle  übertreten,  welche,  von  der  rascher  bewegten  Seite 
kommend,  die  langsamer  strömende  beschleunigen  oder  aber,  von 
der  langsamer  fliefsenden  Schicht  kommend,  die  raschere  ver- 
zögern. Beim  Zurücklegen  des  kleinen  Weges  x  =  l  ändert  dem- 
nach ein  Molekül  seine  Bewegungssgröfse  um 


('+m 


w  I  ti  4-  T--  ?  I  —  mu=i  m  >r—  l. 


Nun  beträgt   aber   die  Zahl  der  aus  einer  Schicht  von  der 
Dicke   dx   übertretenden  Moleküle  pro  Zeiteinheit  (siehe  oben) 

— TTT —  =  — Ö7~  ^^  ^^^  folglich  die  Änderung  der  Bewegungs- 

gi'öfse  in  dieser  Zeit 

,^       Fnmw  ^  ^     bu        Fnmwhu   , 
'^^  = -37- ''^^  6^  =  ~3-  b5  "^^^ 

Integiieren  wir  diesen  Ausdruck  von  a;  =  0  bis  x  =  ^,  analog 
der  Gl.  (Ib),  so  folgt  schUefslich  für  die  Reibung 

^       Fnmwl  hu  ,^^^ 

^  =  -Y-^ (15) 

und  für  den  Reibungskoeffizienten  aus  dem  Vergleich  mit  (14) 

nmlw  ,^^. 

(>  =  -3- (16) 

oder  auch  mit  Rücksicht  auf  (5) 

3 
k^-^gcvQ (17). 
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SO  dafs  der  Koeffizient  der  inneren  Reibung  eines 
Gases  dem  Wärmeleitungskoeffizienten  desselben 
direkt  proportional,  mithin  unabhängig  vom  Drucke  und  mit 
der  Wurzel  aus  der  absoluten  Temperatur  veränderlich  sein  wird. 
Dieser  von  Maxwell  entdeckte  Satz  wird  durch  die  Versuche 
von  0.  E.  Meyer  gut  bestätigt,  während  E.  Müller  neuerdings 
eine  raschere  VeränderUchkeit  desReibungskoeffizienten  mit  der 
Temperatur  gefunden  haben  will. 

Da  sich  nun  die  Gasreibung  ohne  Zuhilfenahme  thermischer 
Grölsen  auf  rein  mechanischem  Wege  recht  exakt  messen  lälst. 
so  ist  es  zweifellos  richtiger,  den  Reibungskoeffizienten  q  als 
Ausgangspunkt  für  Schlulsfolgerungen  über  die  mittlere  Weg- 
länge und  die  Gröfse  der  Moleküle  zu  wählen.  Ja  es  scheint, 
als  ob  man  auch  mit  EQlfe  der  Gl.  (17)  aus  q  für  den  Wärme- 
leitungskoeffizienten genauere  Werte  erhalten  würde  als  auf  dem 
direkten  Wege  des  Versuchs. 


§  41.    Das  Wesen  der  Wärmestrahlung. 

Die  Identität  von   Licht-   und  Wärmestrahlung,   das  Emissions-  und 
Absorptionsvermögen.    Der  vollkommene  schwarze,  vollkommen  durch- 
lässige und  vollkommen  spiegelnde  Körper.    Die  Lumineszenz. 

Hängt  man  an  einem  Stativ  dicht  nebeneinander  drei  gleich- 
gebaute Quecksilberthermometer  -4,  J5,  C  auf,  von  denen  die 
Glaskugel  des  ersten  Ä  unverändert  bleibt,  die  des  zweiten  B 
durch  Berulsung  geschwärzt  und  die  des  letzten  C  versilbert  ist, 
so  werden  zunächst  alle  eine  und  dieselbe  Temperatur,  nämlich 
diejenige  der  umgebenden  Luft  anzeigen.  Bringt  man  nun  in 
die  Nähe  der  Thermometer  eine  Wärmequelle,  z.  ß.  eine  ge- 
wöhnliche Gasflamme,  so  beginnen  sofort  die  drei  Thermometer 
zu  steigen.  Dieses  Steigen  erfolgt  indessen  nicht  gleichmäfsig, 
sondern  besonders  rasch  bei  dem  berulsten  Thermometer  J?, 
langsamer  bei  dem  mit  unveränderter  Glaskugel  Ä  und  am 
langsamsten  bei  dem  mit  versilberter  Kugel  C  (Fig.  126).  Nach 
einiger  Zeit  bleiben  alle  drei  Thermometer  bei  ihren  Maximal- 
temperaturen stehen,  um  sofort  nach  Entfernung  der  Wärme- 
quelle zu  sinken,  und  zwar,  was  die  Abkühlungsgeschwindigkeit 
betrifft,   wieder  in   der  Reihenfolge  J5,  A,  C.    Die  Temperatur 
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fällt   anfänglich   sehr   rasch,   um   schliefsKch  sich  asymptotisch 
der  ursprünglichen  Lufttemperatur  zu  nähern,  i) 


Aus  dem  Umstände,  dafs  an  einer  und  derselben  Stelle  die 
drei  Thermometer  unter  denselben  äulseren  Einflüssen  verschiedene 
Temperaturen  anzeigen,  geht  zunächst  hervor,  dals  wir  es  hier 
nicht  mit  einer  Folge  der  Wärmeleitung  in  der  Luft  zu  tun 
haben,  wozu  noch  die  hiermit  unvereinbare  grolse  Geschwindig- 
keit der  Temperatursteigerung  und  Abkühlung  hinzutritt.  Da 
nun  ohne  die  Belege  der  Kugeln  B  und  C  alle  drei  Thermometer 
gleiche  Temperaturen  anzeigen,  so  erkennen  wir,  dafs  nur  infolge 
der    Oberflächenbeschaffenheit    der    Kugeln    die    Thermometer 


Diesen  ebenso  einfachen,  wie  eleganten  Versuch  zur  Einführung 
in  die  Lehre  von  der  Wärmestrahlung  hat  K.  T.Fischer  (München) 
in  der  Zeitschrift  f.  d.  phys.  und  ehem.  Unterricht,  Sept.  1900,  ver- 
öffentlicht. 
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gleichzeitig  verschiedene  Wärmemengen  imter  sonst  gleichen 
Umständen  während  des  Versuchs  aufnehmen  und  abgeben 
konnten. 

Die  von  der  Wärmequelle  ausgehende  Wärme  ist  femeihin 
auf  ihrem  Wege  bis  zu  den  Thermometern  in  der  Luft  nicht 
oder  doch  nur  zum  geringsten  Teile  nachweisbar,  so  dajfe  sie 
mit  dem  Verlassen  der  Wärmequelle  verschwunden  zu  sein  und 
erst  an  der  Oberfläche  der  Thermometerkugeln  wieder  aufzu- 
tauchen scheint.  Diese  Tatsache  ist  aber  mit  dem  Energie- 
prinzip nur  durch  die  Annahme  vereinbar,  dafs  die  Wärme 
selbst  an  der  Oberfläche  der  Wärmequelle  zum  grölsten  Teile 
in  eine  neue  Energieform,  die  wir  als  strahlende  Wärme 
oder  Wärmestrahlung  bezeichnen,  übergeht,  als 
solche  durch  den  leeren  Raum  selbst  gradlinig 
hindurchgeht  und  erst  an  den  Oberflächen  der 
Thermometerkugeln  eine  teilweise  Rückverwand- 
lung erleidet,  während  der  von  diesen  Oberflächen 
nicht  aufgenommene  Rest  einfach  zurückgeworfen 
wird.  Dies  tritt  insbesonders  bei  spiegelnden  Oberflächen  ein, 
weshalb  denn  auch  unser  versilbertes  Thermometer  den  grölsten 
Teil  der  zugestrahlten  Energie  zurückwarf  und  nur  wenig  davon 
in  Form  von  Wärme  aufnahm.  Durch  einen  Versuch  mit 
«infachen  Planspiegeln  überzeugt  man  sich  übrigens  leicht,  dafs 
die  Wärmestrahlen  nach  genau  denselben  Gesetzen  von  Licht- 
strahlen reflektiert  werden.  Sie  lassen  sich  darum  auch  durch 
Hohlspiegel  wieder  sammeln. 

Weiterhin  beobachtet  man,  dafs  verschiedene  Körper,  ins- 
besondere durchsichtige,  auch  für  Wärmestrahlen  in  hohem 
Mafse  durchlässig  sind,  und  dafs  diese  wiederum  ganz  analog 
den  Lichtstrahlen  beim  Übergang  von  einem  Körper  in  den 
andern,  z.  B.  von  Luft  und  Glas,  eine  Brechung  erleiden.  Daraus 
folgt,  dafs  sie  durch  geeignete  Linsen,  ebenso  wie  oben  durch 
Hohlspiegel  konzentriert  werden  können,  eine  in  der  Tat  all- 
gemein bekannte  Erscheinung  (Brennlinse).  Beachten  wir  femer, 
dafs  z.  B.  an  berufsten  Oberflächen  das  Licht  fast  vollständig 
und  mit  derselben  Wirkung  verschluckt  wird  wie  reine  Wärme- 
strahlen, so  haben  wir  insgesamt  zwischen  den  Licht-  und  Wärme- 
strahlen eine  so  weitgehende  Analogie  vor  uns,  dafs  wir  auf  eine 
sehr  nahe  Verwandtschaft  beider  scbliefsen  dürfen.    Nun  muls 
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man  aus  der  Interferenz,  d.  h.  aus  der  abwechselnden  Ver- 
stärkung und  Abschwächung  von  Lichtstrahlen  nach  dem 
Passieren  eines  feinen  Beugungsgitters,  darauf  schlielsen,  dals 
dieselben  auf  Schwingungserscheinungen  des  den 
Raum  erfüllenden  sog.  Äthers  mit  sehr  kleinen,  aus 
der  Interferenz  selbst  aber  doch  recht  genau  bestimmbaren 
Wellenlängen  beruhen.  Nachdem  dann  Knoblauch  (1859) 
und  später  auch  Langley  (1883)  dieselben  Erscheinungen  auch 
an  Wärmestrahlen  mit  voller  Schärfe  festgestellt  und  die  Wellen- 
längen derselben  gemessen  hatten,  unterliegt  es  keinem  Zweifel 
mehr,  dafs  Licht-  und  Wärmestrahlen  qualitativ 
überhaupt  identisch  sind  und  sich  nur  noch  durch  die 
Wellenlängen  unterscheiden,  welche  bei  reinen  Wärmestrahlen 
durchgehends  gröfsere  Werte  als  bei  Lichtstrahlen  besitzen. 

Demgemäls  erscheint  es  zweckmäfsig,  überhaupt  nicht  mehr 
von  Licht-  und  Wärmestrahlung,  sondern  allgemeiner  von 
Energiestrahlung  oder  Strahlung  schlechthin  zu  sprechen 
und  deren  körperlichen  Ursprung,  gleichgültig  ob  derselbe  leuchtet 
oder  nicht,  als  Energiequelle  zu  bezeichnen.  Die  von  ihr 
ausgehende  Energie  besteht  im  allgemeinen  aus  Strahlen  von 
verschiedensten  Wellenlängen,  die  ebenso  nebeneinander  bestehen 
bzw.  sich  übereinander  lagern,  wie  die  Schwingungen  elastischer 
Körper.  Die  in  der  Zeiteinheit  von  einer  Energiequelle  in  die 
Umgebung  ausgestrahlte  Energie  heilst  wohl  auch  die  Gesamt - 
emission  dieser  Quelle.  Da  sie  erfahrungsgemäls  von  deren 
Konfiguration,  d.  h.  von  der  Gröfse  und  Form  der  Oberfläche 
der  Energiequelle  abhängig  ist,  so  rechnet  man  besser  mit  der 
von  der  Flächeneinheit  derselben  in  der  Zeiteinheit  ausgestrahlten 
Energie  und  nennt  diese  das  Emissionsvermögen  des 
strahlenden  Körpers.  Demgegenüber  versteht  man  unter  dem 
Absorptionsvermögen  eines  Körpers  den  Bruchteil 
der  ihn  treffenden  Energiestrahlung,  welcher  an 
seiner  Oberfläche  in  Wärme  verwandelt  und  vom 
Körper  aufgenommen,  also  absorbiert  wird.  Ein 
Körper,  der  die  gesamte  ihn  treffende  Energie  absorbiert,  würde 
demnach  das  Absorptionsvermögen  Eins  besitzen.  Er  mülste, 
falls  diese  Energie  nur  in  Lichtstrahlen  besteht,  von  denen  er 
mithin  keine  reflektiert,  absolut  schwarz  erscheinen,  weshalb 
man    ihn    auch    für    alle    Strahlungsgattungen    als    absolut 
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schwarzen  Körper  bezeichnet.  Es  sei  gleich  hier  bemerkt^ 
dafs  es  in  Wirklichkeit  keinen  solchen  Körper  gibt,  dafs  man 
aber  in  der  Lage  ist,  ihn  mit  sehr  grolser  Annäherung  künstiich 
herzustellen,  worauf  wir  noch  zurückkommen  werden. 

Im  Gegensatz  hierzu  steht  der  vollkommen  durchsichtige 
oder  besser  durchlässige  Körper,  dessen  Absorptionsvermögen 
gleich  Null  zu  setzen  ist  und  der  mithin  auch  durch  Bestrahlung 
seine  Temperatur  nicht  zu  ändern  vermag. 

Mit  der  Emission  eines  Körpers  und  der  Absorption  seiner 
Strahlen  durch  einen  anderen  ist  indessen  die  Wechselwirkung 
zwischen  beiden  noch  nicht  erschöpft,  worauf  zuerst  Prevost 
(1809)  hingewiesen  hat.  Denkt  man  sich  nämüch  einen  festen 
Körper  immer  höher  erwärmt,  so  wird  nach  der  mechanischen 
Auffassung  der  Wärme  die  kinetische  Energie  der  kleinsten 
Teile  (hier  der  Atome)  der  absoluten  Temperatur  proportional 
steigen  und  mit  ihr  deren  mittlere  Geschwindigkeit.  Da  nun  der 
einem  solchen  Atom  zur  Verfügung  stehende  Raum,  wenigstens 
solange  der  Körper  seine  Konfiguration  bewahrt,  nur  in  viel 
geringerem  Mafse  (nämlich  der  meist  kleinen  Ausdehnung  ent- 
sprechend) wächst,  so  werden  die  Atome  viel  häufiger  diesen 
Raum  durcheilen  und  folglich  auch  öfter  ihre  Ruhelagen  pas- 
sieren. Betrachten  wir  dann  die  Strahlung  als  eine  Folge  der 
Atombewegungen  an  der  Körperoberfläche,  so  ist  zu  erwarten,, 
dafs  mit  steigender  Temperatur  die  Schwingungsdauer 
der  Ätherwellen  zu-  und  deren  Wellenlänge  abnimmt. 
Dies  wird  durch  die  Beobachtungen  in  der  Tat  vollkommen 
bestätigt. 

Auf  Grund  dieser  Anschauung^)  mufs  aber  überhaupt  jeder 
Körper  Strahlen  aussenden,  solange  seine  kleinsten  Teile  über- 
haupt nicht  im  Ruhezustande  sind,  d.h.  solange  seine  Temperatur 
über  dem  absoluten  Nullpunkte  Hegt. 

Zwei  mit  einander  in  Wechselwirkung  stehende 
Körper  von  verschiedener  Temperatur  werden  sich 
daher  gegenseitig  Strahlen  zusenden,    welche  teils  von 


*)  Prevost  ging  übrigens  bei  seiner  Darlegung  von  der  sog* 
Emissionstheorie  der  Wärme  aus,  nach  der  jeder  Körper  Warme- 
teilchen  aussandte.  Diese  Theorie  wurde  durch  R.  Mayers  Energie- 
prinzip gesttiret. 
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den  Körpern  absorbiert  teils  jedoch  reflektiert  werden.  Dabei 
gibt  der  höher  temperierte  mehr  Energie  ab  als  er  vom  kälteren 
durch  Strahlung  empfängt,  während  für  diesen  das  Umgekehrte 
zutrifEt.  Infolgedessen  müssen  sich  schlielslich  die  Temperaturen 
beider  Körper  ausgleichen.  Will  man  also  die  Emission  eines 
Körpers  durch  seine  von  einem  andern  absorbierte  Strahlung 
messen,  so  darf  man  nicht  übei*sehen,  dafs  auch  dieser  Strahlen 
aussendet.  Nm*  im  Falle,  dals  die  Temperatur  des  ersten  Körpers 
sehr  hoch  gegenüber  derjenigen  des  zweiten  ist  und  dies  sich 
auch  während  des  Versuches  nicht  wesentlich  ändert,  darf  man 
in  erster  Annäherung  von  der  Rückstrahlung  absehen. 

Sind  die  beiden  miteinander  in  Wechselwirkung  stehenden 
Körper  nach  aulsen  zu  vollkommen  isoliert,  so  kann  nach  dem 
zweiten  Hauptsatze  der  Wärmtheorie  das  einmal  erreichte  Tem- 
peraturgleichgewicht zwischen  ihnen  nur  gestört  werden,  wenn 
in  einem  der  Körper  selbst  Energie',  z.  B.  durch  chemische  Vor- 
gänge frei  wird.  Die  hieraus  hervorgehende,  stets  mit  einer 
Veränderung  der  Natur  des  Körpers  verbundene  Strahlung  be- 
zeichnen wir  als  Lumineszenz  im  Gegensatz  zu  der  bisher 
allein  betrachteten  und  auch  in  der  Folge  für  uns  allein  mafs- 
gebenden  reinen  Temperaturstrahlung,  bei  der  keine 
Änderung  der  Körperkonstitution  eintritt. 

Denken  wir  uns  nun  einen  Körper  ringsum  von  einer  voll- 
kommen spiegelnden  Fläche  umgeben,  so  wird  diese  alle  auf 
sie  fallenden  Strahlen  zurückwerfen.  Ist  vorher  Temperatur- 
gleichgewicht  vorhanden,  so  könnte  eine  Temperaturänderung: 
der  Fläche  nur  durch  Emission  an  derselben  eintreten.  Aus  der 
Unmöglichkeit  einer  solchen  Änderung  bei  reiner  Temperatur- 
strahlung folgt  mithin  sofort,  dafs  das  Emissions  vermögen 
eines  Körpers  mit  vollkommen  spiegelnder  Ober- 
fläche gleich  Null  ist.  Dies  gilt  auch  von  dem  obeni 
im  Gegensatz  zum  absolut  schwarzen  erwähnten  vollkomment 
durchlässigen  Körper,  den  wir  uns  blofs  zwischen  eineni 
beliebigen  Köi'per  und  eine  vollkommen  spiegelnde,  beide  um- 
fassende Fläche  eingeschaltet  zu  denken  brauchen,  um  einzu- 
sehen, dafs  die  Existenz  eines  Emissionsvermögens  bei  mangeln- 
der Absorption  eine  nicht  gerechtfertigte  Temperaturänderung 
hervorrufen  müfste. 

Lorenz,  Techn.  Wärmelehre.  31 
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§  42.    Die  Beziehungen  zwiselien  Emission  und  Absorption. 

Der  Lambertsche  Kosinussatz   der   Strahlungsintensität.      Das   Kirch- 
hofsche  Gesetz.    Der  Einflufs  von  Zwischenmedien  auf  die  Strahlung. 
Das  Reflexionsvermögen    und  die  erborgte  Strahlung.      Der    absolut 
schwarze  Körper  von  Lummer  und  Pringsheim. 

Die  im  vorigen  Paragraphen  gewonnenen  Sätze  sind,  soweit 
sie  sich  nicht  auf  die  Idealfälle  des  absolut  schwarzen,  absolut 
spiegelnden  und  durchlässigen  Körper  bezogen,  im  wesentlichen 
•  ^  qualitativer  Natur.  Um  über  die 
'  quantitativen    Beziehungen    zwischen 

den  beiden,  für  die  Strahlung  wich- 
tigsten Grölsen,  das  Emissions-  und 
das  Absorptionsvermögen,  Aufschluls 
zu  erhalten,  betrachten  wir  zunächst 
die  Ausstrahlung  einer  punktförmi- 
gen Energiequelle  0  (Fig.  127) 
Fig.  127.  mit   einer   Gesamtemission  J,     Diese 

verteilt   sich   gleichmäfsig   nach   allen 
Richtungen  hin,  so  dafs  auf  die  Flächeneinheit  einer  um  0  mit  dem 

Radius  1  konstruierten  Kugel  der  Betrag  von  j—  treffen  würde. 
In  einem  elementaren  Strahlenbündel  von  der  Öffnung  dfl  wird 
mithin  die  Energie  -r—d^  transportiert  und  auf  das  Flächen- 
element dF  übertragen,  welches  in  der  Entfernung  r  von  0 
unter  dem  Winkel  d£i  erscheint.  Ist  (p  der  Neigungswinkel  der 
Normalen  von  dF  gegen  die  Strahlrichtung  r,  so  hat  man  auch 

dF  cos  q>  =  r^düy 

imd  damit  wird  die  auf  das  Flächen  dement  dF  entfallende 
Strahlung 

äL  =  J^^,äF (1). 

Von  der  Richtigkeit  dieses  Ergebnisses,  dafs  die  Inten- 
sität der  Bestrahlung  einer  Fläche  dem  Kosinus 
des  Neigungswinkels  ihrer  Normalen  gegen  die 
Strahlenrichtung  direkt  und  dem  Quadrate  der 
Entfernung    von    der    Energiequelle    indirekt  pro- 
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portional  ist,  kann  man  sich  am  leichtesten  durch  Ver- 
suche mit  Lichtstrahlen  überzeugen,  womit  zugleich  die  Grund- 
lage der  sog.  Photomfetrie  gegeben  ist. 

Handelt  es  sich,  wie  hnmer  in  der  Wirklichkeit,  nicht  um 
eine  punktförmige  Entropiequelle,  sondern  um  einen  Körper, 
der  aus  seiner  Oberfläche  Strahlen  aussendet,  so  lehrt  die  Er- 
fahrung, dals  z.  B.  glühende  Kugeln  dem  Auge  als  gleichförmig 
leuchtende  Scheiben  entgegentreten.  Dies  ist  aber  nur  dadurch 
möglich,  dals  jedes  Strahlenbündel  mit  gleicher  Öffnung  vom 
Auge  des  Beobachters  aus  diesem  dieselbe  Licht-  bzw.  Energie- 
menge zuführt,  unabhängig  von  der  Grölse  des  strahlenden  Ober- 
flächenelements. Da  mm  im  vorliegenden  Falle  die  Ausstrahlung 
gleichmälsig  von  der  ganzen  Oberfläche  F*  ausgeht,  so  fällt  auch 
jedes  Element  derselben  dF'  nur  mit  seiner  Projektion  in  der 
Strahlenrichtung  ins  Gewicht.  Mit  deren  Neigung  qp'  gegen  die 
Flächennormale  (Fig.  128)  sovde  mit  dem  Emissionsvermögen 
E'  (d.  h.  der  pro  Flächeneinheit  in  der  Zeiteinheit  ausge- 
strahlten  Energie)  ergibt  sich  also  für  die  Strahlung  von  dF' 
auf  ein  Element  dF  vai  Abstände  r  mit  der  Normalenneigung 
q)  gegen  die  Strahlenrichtung  analog  (1) 


_  cos  CD  •  cos  Gp' 
dL'  =  E' ^^a       ^  dF  .  dF 


(2) 


Fig.  128. 


Fig.  129. 


Diesen  Ausdruck  bezeichnet  man  wohl  auch  nach  seinem 
Entdecker  als  das  Lambertsche  Gesetz  oder  als  den  Ko- 
flinussatz  der  Strahlungsintensität. 
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Denken  wir  uns  jetzt  das  Element  dF^  einem  Körper  zu- 
gehörig, der  von  einer  Hülle  mit  der  dem  Körper  zugekehrten 
Fläche  F  vollständig  umgeben  ist  (Fig.  129),  so  ist  die  Gesamt- 
emission  des  Körpers  auf  die  Hülle 

U  =  E'^^'^^-^^^äF.dF      .     .     .    (2a> 

und,   wenn  F  das  Emissionsvermögen  der  Hüllenoberfläche  F 
bedeutet,  deren  Gesamtemission  auf  den  inneren  Körper 

Die  Doppelintegrale  haben  in  beiden  Fällen  ein  und  den- 
selben nur  von  der  Konfiguration  des  Systems  abhängigen  Wert 
K,  so  dafs  wir  auch  schreiben  dürfen 


L  =FK  ^ ^^^ 

Bezeichnen  wir  nun  das  Absorptionsvermögen  der  Hülle 
mit  -4,  dasjenige  des  inneren  Körpers  mit  J.',  so  wird  zunächst 
von  der  Gesamtemission  L  der  Hülle  F  vom  Körper  J?"  der  Betrag 
Ä  L  absorbiert  und  (1  —  Ä)  L  reflektiert,  wovon  F  wiederum 
den  Bruchteil  A,  also  insgesamt  (1  —  A')  AL  aufnimmt.  Vom 
Reste  (1  —  J.')  (1  —-4)  L,  der  nach  F'  zurückgestrahlt  wird,  nimmt 
dieses  (1  —  A')  (1  —  A)  A  L  auf  und  gibt  (1  —  A^  (1  —  A)  L 
zurütjk,  wovon  J^  den  Betrag  (1  —  Ay  {1  —  Ä)  AL  wieder  ab- 
sorbiert usw.  Insgesamt  gewinnt  also  F  von  seiner  eigenen 
Ausstrahlung  den  Betrag 

(1  —  A')  AL-^{\  —  AJ  {\  —  Ä)AL -{-,.. 

=^{X-A')AL{\  +  {\-A){X-A^)  +  {l-Af{l-Ay^...\ 

—  l^(l^A){l—A') ^*^ 

wieder  zurück.  Anderseits  behält  F  von  der  Ausstrahlung  X*" 
von  F'  den  Bruchteil  AL',  reflektiert  (1  —  A)  L\  wovon  JP^ 
wieder  (1  —  A)  A!L'  behält  und  (1  —  A)  (1  —  ^0  i,  zurück- 
strahlt. Hiervon  bleibt  (1  —  ^)  (1  —  A')  AL'  bei  F  und 
(1  —  ^)2  (1  —  A')  L  geht  nach  T  zurück.  Mithin  ist  der  Ge- 
winn von  F  durch  die  Gesamtstrahlung  der  Fläche  F 
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AL'  -f  (1  —  ^)  (1  —  4')  AJJ  -^  ... 

=  AL'  (l  +  (l  —  Ä)  (1  —  A!)  +  (1  —  ul)2  (1  —  .4')2  +  . . .} 

^"^  (5) 


Besteht  nun  Temperaturgleichgewicht  im  System, 
welches  aufsen  etwa  dadurch  vollkommen  isoliert  ist,  dals  die 
Aulsenfläche  der  Hülle  durch  einen  vollkommenen  Spiegel  ge- 
bildet wird,  so  muXs  der  durch  Addition  von  (4)  und  (5)  dar- 
gestellte Energiegewinn  der  Hülle  ihrer  Gesamtemission  L  selbst 
gleich  sein,  d.  h.  es  muJb 

1  -  (1  -  ^)  (1  -  ^0  "" 
oder 

ÄL[  =  A'L (6) 

«ein.  Führen  wir  in  diese  Formel,  die  wir  ebenso  auch  durch 
Betrachtung  des  Energiegewinnes  von  F^  hätten  ableiten  können, 
die  Ausdrücke  (3)  ein,  so  fallen  die  von  der  Konfiguration  ab- 
hängigen Oberflächenintegrale  K  heraus  und  es  bleibt 

E       E' 

Ä-Ä^ W 

d.h.  für  eine  und  dieselbe  Temperatur  hat  der  Quo- 
tient aus  dem  Emissions- und  Absorptionsvermögen 
für  alle  Körper  denselben  Wert  (Gesetz  von  G.  Kirch- 
hof 1860).  Da  nun  für  den  absolut  schwarzen  Körper 
das  Absorptionsvermögen  laut  Definition  gleich  1  ist,  so  ergibt 
flieh,  dafs  sein  Emissionsvermögen  Eq  unmittelbar  schon  den 
Wert  des  durch  (7)  gegebenen  Quotienten  für  dieselbe  Tem- 
peratur darstellt.  Wir  dürfen  deshalb  auch  an  Stelle  von  (7) 
ganz  allgemein  schreiben 

E=AEo (7  a), 

worin  sich  E  und  A  auf  einen  beliebigen,  Eq  aber  auf  den 
Absolut  schwarzen  Körper  beziehen,  im  übrigen  aber  alle  mög- 
lichen Strahlengattungen  umfassen.  Diese  unterscheiden  sich 
nun,  wie  wir  schon  im  letzten  Paragraphen  sahen,  nur  durch 
ihre  Wellenlänge  X,  welche  selbst  von  0  bis  oo  anwachsen  kann. 
Man  kann  darum  auch  unter  Einführung  der  sog.  Emission  JS?;i 
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für  die  Wellenlänge  X  die  Energie  aller  Strahlen  zwischen 
den  Wellenlängen  X  und  X-\-  dX  in  der  Form 

,-     .     (8) 


dE  =  Eji^dX 


und  analog  für  den  absolut  schwarzen  Körper 

dEo  =  E^odX (8a) 

schreiben.  Wenn  keine  anderen  Strahlen,  also  solche  von  der 
Wellenlänge  X  bis  >.  +  ^^  vorhanden  sind,  so  mufs  auch  für  die 
Elemente  dE  und  dEo  der  Kirchhoffsche  Satz  (7  a)  gelten,  so 
dafs  wir  unter  Einführung  von  (8)  und  (8  a)  in  dieser  Gleichung 
haben 

■Ei  =  ^A-  •..•....  (7b), 
wobei  natürlich  auch  das  Absorptionsvermögen  Äj^  mit  der  Wellen- 
länge veränderUch  sein  kann. 

Wir  haben  bisher  immer  stillschweigend  vorausgesetzt,  dals 
zwischen  den  beiden  miteinander  in  Wechselwirkung  stehenden 
Körpern  kein  dritter  (also  auch  kein  Gas)  eingeschaltet  ist,  wel- 
cher den  Strahlungsvorgang  voraussichtHch  beeinträchtigen  könnte. 

Um  diesen  Einfluls  wenig- 
stens angenähert  festzu- 
stellen, denken  wir  uns  zwei 
auf  der  Innenseite  vollkom- 
men spiegelnde  Halbkugeln 
nach  Fig.  130  aneinander 
gestofsen,  von  denen  die 
eine  B  ganz  leer,  die  an- 
dere G  mit  einem  für  die 
Strahlen  durchlässigen  Kör- 
per, z.  B.  Luft,  angefüllt  ist. 
An  der  Berührungsstelle  Ä 
der  Kugeln  befindet  sich 
eine  feine  Öffnung,  durch 
welche  zwei  in  den  Kugelmittelpunkten  gedachte  absolut  schwarze 
Flächenelemente  F  und  F^  miteinander  in  Wechselwirkung  treten 
können.  Die  von  F  ausgehenden  Strahlen  werden  bei  Ä  gegen, 
die  Zentrale  gebrochen,  so  dafs,  wenn  n  den  Brechungsindex 
der  Luft  in  C  bedeutet,  wegen  der  IGeinheit  der  Winkel  ß  und  y 
der  Strahlen  gegen  die  Zentrale 


§  42.    Die  Beziehungen  zwischen  Emission  u.  Absorption.     487 
sin  ß        ß 


sm  y        y 
ist.    Ebenso  ist  aber  auch 


(9) 


jr=^=«'^ (9a) 

und  da  im  Temperaturgleichgewicht  die  Gesamtemission  beider 
Elemente  einander  gleich  sein  muls, 

FE  =  F'  E' (9b) 

oder  mit  (9  a) 

E'  =  n'^E     ........     (10) 

d.  h.  die  Emission  eines  absolut  schwarzen  Körpers 
ist  dem  Quadrate  des  Brechungsindex  des  ihn  um- 
gebenden Mediums  proportional.  Auch  diesen  Satz^) 
hat  Kirchhoff  1860  abgeleitet,  worauf  ihn  Quintius  Nilius 
experimentell  soweit  bestätigte,  als  es  die  von  ihm  benutzten 
berufsten  Flächen,  welche  vor  allem  für  die  langwelligen  Wärme- 
strahlen nicht  als  vollkommen  schwarz  angesehen  werden  können, 
gestatteten.  Jedenfalls  ersieht  man  hieraus,  wie  schon  aus  der 
Form  (7  a)  des  Kirchhoffschen  Strahlungsgesetzes,  dafs  die  künst- 
liche Herstellung  eines  absolut  schwarzen  Körpers  von  grölster 
praktischer  Wichtigkeit  für  die  Anwendung  der  Theorie  sein 
muls. 

Zunächst   erkennt   man   aus   (7a)  sofort,    da  stets  das  Ab- 
sorptionsvermögen A  <^\  ist,  dafs  auch 

E<Eo, 
d.  h.  dals  das  Emissionsvermögen  dQs  vollkommen 
absorbierenden  absolut  schwarzen  Körpers  das  denk- 
bar höchste  sein  wird,  verglichen  mit  andern  Kör- 
pern von  derselben  Temperatur.  Nun  ändert  sich  er- 
fahrungsgemäfs  das  Absorptionsvermögen  aller  Körper  nur  wenig 
mit  der  Temperatur,  während  das  Emissionsvermögen  stark  mit 
ihr  steigt,  worauf  wir  noch  näher  einzugehen  haben.  Es  wird 
daher   ein    bei  gewöhnlicher  Temperatur  durchsichtiger  Körper, 


0  E.  Mach,  dessen  >Prinzipien  der  Wärmelel^re«  (Leipzig  1896) 
wir  die  obige  Ableitung  wie  auch  diejenige  des  Satzes  E=  AEq  ent- 
nehmen, schreibt  den  Satz  irrtümlich  C 1  a  u  s  i  u  s  zu,  der  ihn  aber  erst 
später  ausgesprochen  hat. 
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z.  B.  Glas,  bei  kleinem  A  auch  im  glühenden  Zustande  nur  wenig 
ausstrahlen.  Dagegen  wird  ein  dunkler  Körper,  der  bei  Zimmer- 
temperatur die  meisten  Lichtstrahlen  verschluckt,  in  der  Glut 
hell  aufleuchten,  wie  z.  B.  Tinten  striche  auf  glühendem  Platin- 
blech, welche  in  kaltem  Zustande  viel  dunkler  erscheinen  als 
das  Metall.  Diese  letztere  Tatsache,  welche  anscheinend  im 
Widerspruch  zu  unserer  Theorie  steht,  ist  ganz  einfach  in  der 
kräftigen  Reflexwirkung  des  Metalls,  d.  h.  gerade  in  seinem  ge- 
ringen Asorptionsvermögen  für  Lichtstrahlen  begründet.  Be- 
zeichnet man  das  Reflexions  vermögen,  d.h.  den  Bruchteil 
der  auffallenden  Energie,  welcher  von  einem  Körper  zurück- 
geworfen wird,  allgemein  mit  JS,  für  eine  bestimmte  Strahlen- 
gattung von  der  Wellenlänge  X  dagegen  mit  Rx^  so  steht  der- 
selbe mit  dem  Absorptionsvermögen  Äx  in  der  selbstverständlichen 
Beziehung 

Ax  +  Rx  =  l      ...'..,    (II) 

Setzen  wir  dies  in  (7  b)  ein,  so  folgt 

Ex  =  Exo  —  Bx  Exo 
oder 

Exo  =  Ex-]-BxExo (12), 

d.h.  das  Emissionsvermögen  eines  absolut  schwarzen 
Körpers  ist  gleich  demjenigen  eines  beliebigen 
Körpers,  vermehrt  um  den  von  diesem  reflektierten 
Teil  der  Bestrahlung  durch  den  schwarzen  Körper. 
Will  man  also  die  Strahlung  Exq  eines  absolut  schwarzen  Körpers 
reaUsieren,  so  braucht  man  nur  zu  derjenigen  Ex  eines  beliebigen 
Körpers  den  durch  das  zweite  Glied  rechts  in  Gl.  (12)  ange- 
gebenen Betrag,  der  nach  Lummer  die  erborgte  Strahlung 
heilst,  hinzuzufügen.  Denkt  man  sich  nun  ein  Flächenelement 
dF  als  Bestandteil  eines  geschlossenen  Hohlraumes  von 
allseitig  gleicher  Temperatur,  so  wird  dasselbe  die  Ge- 
samtstrahlung ExdF  von  der  Wellenlänge  l  wie  aucH  alle 
übrigen  aussenden  und  wieder  zurückempfangen.  Von  diesem 
zurückkommenden  Betrage  gibt  es  also  vermöge  der  Reflexion 
den  Betrag  Rx  ExdF  aus  und  empfängt  ebensoviel  von  der 
Summe  der  andern  Elemente,  um  davon  wieder  Rx^ExdF  aus- 
zustrahlen usw. 
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Die   Emission   des   Elementes   im    Hohlraum   ist   demnach 
insgesamt 

Ex  (1  +  RX  +  R)? +  ...)  =  y^^ 

•oder  mit  Rücksicht  auf  (11)  und  (7  b) 
Ex  Ex 

d.  h.  in  einem  geschlossenen  gleich  temperierten 
Hohlraum  besitzt  jedes  Flächenelement  die  Strah- 
lung des  absolut  schwarzen  Körpers,  indem  es  sich 
von  den  übrigen  Elementen  den  ihm  fehlenden  Strahlungsrest 

£i  Ex 

BxExo^Bx^^^Bxj::::^ 

«rborgt.  Auf  Grund  dieser  Überlegung  konstruierten  Lummer 
und  Pringsheim  (1895)  ihren  absolut  schwarzen  Körper  als 
Hohlraum  aus  Platinblech,  den  sie  durch  elektrische  Heizung 
auf  einer  sehr  gleichmälsigen  Temperatur  halten  konnten.  Durch 
ein  Loch  in  der  Wandung,  welches  man  anbringen  muls,  um 
die  Strahlung  von  aulsen  zu  beobachten,  wird  natürlich  die 
absolut  schwarze  Strahlung  etwas  gestört,  indessen  kann  dieser 
Fehler  durch  Verengung  der  Öffnung  im  Vergleich  zur  Gröfse 
des  Hohlraumes  nahezu  beliebig  klein  gehalten  werden. 

Das  Material  der  Wände  des  Hohlraumes  ist  für  die  Stra,h- 
lung  der  Öffnung  solange  ganz  gleichgültig,  als  die  Temperatur 
der  Wandung  überall  dieselbe  Höhe  besitzt.  Ist  z.  ß.  die  Metall- 
wand stellenweise  mit  einer 
Oxydschicht  bedeckt,  wie  es 
eingetrocknete  Tinte  dar- 
stellt, FO  wird  das  dicht  an 
die  Öffnung  gebrachte  Auge 
im  glühenden  Innern  diese 
Flecken  nicht  unterschei- 
den. Blendet  man  dagegen  ^^  ^^^ 
die  erborgte  Strahlung  durch 

ein  Rohr  mit  nicht  zu  dünner  VV^andstärke  ab  (Fig.  131),  welches 
nicht  sofort  die  Temperatur  des  Hohlraumes  annimmt,  so  er- 
scheinen sofort  wie  auch  beim  frei  glühenden  Platinbleoh  die 
darauf  befindlichen  Flecke  hell  auf  dunklem  Grunde. 
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Aus  dem  Umstände,  dafs  dieser  Unterschied  hervortritt, 
trotzdem  der  Fleck  und  das  Metall  genau  dieselbe  Temperatur 
besitzen,  zieht  Lummer  mit  Recht  den  Schluls,  da£s  unmöglich 
alle  festen  Körper  bei  gleichen  Temperaturen  zu  leuchten  an- 
fangen können,  wie  D  r  a  p  e  r  aus  Versuchen  mit  erhitzten  Gewehr- 
läufen gefolgert  hatte  i),  auf  deren  Grund  er  die  untersuchten 
Substanzen  brachte.  In  diesem  Falle  verhalten  sich  diese  eben 
nur  nahezu  wie  absolut  schwarze  Körper,  wodurch  sich  der  für 
alle  gleiche  Beginn  des  Leuchtens  bei  denselben  Temperaturen 
zwanglos  erklärt. 

§  43«    Weitere  Strahlungsgesetze« 

Der   Strahlungsdrack.     Das    Stefan  -  Boltzroannsche    Strahlnngsgesetz. 

Die  Wienschen  Verschiebungsgesetze.    Die  Strahlung  und  Temperatur 

von  Lichtquellen. 

Die  im  vorigen  Paragraphen  gewonnenen  Sätze  gründeten 
sich  sämtlich  auf  das  Temperaturgleichgewicht  der  sich  gegen- 
seitig bestrahlenden  Körper  und  können  uns  daher  über  die 
Veränderlichkeit  der  Strahlung  selbst  keine  Auskunft  geben. 
Die  Kenntnis  derselben,  d.  h.  ihre  Abhängigkeit  einerseits  von 
der  Temperatur  T  und  dann  von  der  Wellenlänge,  ist  aber,  wie 
wir  sehen  werden,  von  grölster  Bedeutung  auch  in  praktischer 
Hinsicht.  Wir  fassen  wie  bisher  wieder  einen  absolut  schwarzen 
Körper  ins  Auge,  auf  den  ein  der  x-Achse  paralleles  Stiahlen- 
bündal  vom  Querschnitte  F  auffallen  möge.  Ändert  sich  die 
Temperatur  des  schwarzen  Körpers  durch  diese  Bestrahlung 
nicht,  so  mufs  dieselbe  als  stationär  betrachtet  werden,  d.  h.  es 
geht  durch  jeden  Querschnitt  F  des  Bündels  in  der  Zeiteinheit 
dieselben  Energiemenge  hindurch.  Da  die  Strahlung  hierzu  eine 
endliche  Zeit  gebraucht,  so  enthält  das  Strahlenbündel  selbst  in 
jedem  Augenblicke  eine  bestimmte  Energie,  die  wir,  auf  die 
Volumeinheit  bezogen,  mit  U  bezeichnen  und  uns  in  mechani- 
schem Masse  gemessen  denken  wollen.  Wird  nun  der  schwarze 
Körper  um  dx  in  der  Strahlenrichtung  verschoben,    so    entgeht 


*)  Noch  Drude  hält  in  seinem  von  uns  mehrfach  benutzten  aus- 
gezeichneten >Lehrbuch  der  Optik«,  Leipzig  1900,  S.  458  an  dem 
Draperschen  Gesetz  fest,  welches  Kirchhoff  selbst  ursprünglich 
bestätigt  zu  haben  glaubte. 
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ihm  die  im  Volumelemente  Fdx  enthaltene  Strahlungsenergie- 
TJFdXy  um  deren  Äquivalent  in  ihm  auch  weniger  Wärme  ent- 
wickelt wird  als  im  Ruhezustande.  Unabhängig  hiervon  aber 
ist  der  Energiestrom  durch  die  Fläche  F,  so  dafs  der  Unter- 
schied UFdx  in  Form  von  mechanischer  Arbeit  am  Körper  wieder 
zum  Vorschein  kommen  muls.  Dieser  Arbeit  entspricht  nun 
ein  Flächendruck  p,  also  im  ganzen  ein  Druck  pFm  der  Strahlen- 
richtung, so  zwar,  dafs 

pFdx=  UF '  dx 
oder 

P=U (1> 

wird.  Ein  ebenes  Strahlenbündel  übt  mithin  auf  dio 
Oberflächeneinheit  eines  absolut  schwarzen  Kör- 
pers einen  Strahlungsdruck  aus,  welcher  durch  die 
in  der  Volumeinheit  des  Strahlenbündels  enthal- 
tene Energie  gegeben  ist. 

Die  Energieübertragang  durch  Strahlung  unterscheidet  sich 
hiernach  prinzipiell  nicht  von  derjenigen  auf  mechanischem 
Wege,  z.  B.  durch  eine  Zahnstange  oder  durch  einen  Treibriemen 
zwischen  zwei  Rollen.  Bezeichnet  man  entsprechend  der  Rollen- 
umfangsgeschwindigkeit die  Geschwindigkeit  der  Energiestrahlung 
mit  M,  so  ist  die  in  der  Zeiteinheit  (Sekunde)  auf  die  Flächen- 
einheit übertragene  Energie 

27i  =  27  .  w (2) 

Da  man  nun  in  der  Lage  ist,  die  Grölse  Ui  direkt  zu  messen- 
und  aufserdem  die  Strahlungsgeschwindigkeit  u  bestimmen  kann> 
so  ergibt  sich  hieraus  der  Strahlungsdruck 

P=ü=^       (3) 

So  fand  z.  B.  Langley  für  die  Sonnenstrahlung  normal  zur 
Erdoberfläche  (d.  h.  bei  Zenithstellnng  der  Sonne)  den  Wert  3  Gramm- 
kalorien pro  1  qcm  und  Minute,  wovon  etwa  Vs  durch  die  Erdatmo- 
sphäre absorbiert  wird,  auf  die  feste  Erdoberfläche  also  noch  rd. 
2  Grammkalorien  pro  1  qcm  in  der  Minute  entfallen.  Dies  gibt  im 
mechanischen  Mafse 

2  •  424 

^  ^>^    =  0,85  mkg/qcm  in  der  Minute 
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oder  0,014  mkg/qcm  sekundlich.  Da  nun  die  Strahlungsgeschwindigkeit 
mit  derjenigen  des  Lichtes  identisch  sein-  mufs,  so  haben  wir  zu 
setzen 

w  =  3  .  10^  km/sek  =  3  •  10®  m/sek, 

woraus  sich  schliefslich  der  Strahlungsdruck  zu 


0,014  _,,    ,  -11 


310' 


=  4,7  .  10        kg/qc] 


m 


berechnet.  Für  den  ganzen  Erdball  ergibt  sich  hieraus  eine  vom 
Sonnenabstande  unabhängige  Abstofsung  von   75000  Tonnen,  ein  im 

18 

Vergleich  zur  anziehenden  Schwerkraft  mit  rd.  6  •  10  Tonnen  aller- 
dings verschwindender  Betrag.  Dagegen  ist  es  möglich,  dafs  der  Strah- 
lungsdruck für  sehr  kleine  Körper  die  Gravitation  durch  die  Sonne 
tiberwiegt,  woraus  Lebe  de  w  die  Entstehung  der  stets  von  der  Sonne 
abgerichteten  Kometenschweife  zu  erklären  versucht.  Derselbe  Forscher 
hat  auch  experimentell  den  Strahl ungsdruck  auf  radiometrischem 
Wegd  gemessen  ^),  so  dafs  man  wohl  berechtigt  ist,  auf  dieser  Grund- 
lage weiter  zu  bauen. 

Im  Innern  eines  Hohlraumes  mit  überall  gleich  temperierten 
Wanden,  den  wir  als  absolut  schwarzen  Körper  erkannt  haben, 
wird  nun  jedes  Volumenelement  nach  allen  Richtungen  von 
Strahlen  durchsetzt,  so  dafs  wir  die  Gesamtenergie  U  pro  Volum- 
einheit  ganz  ebenso  wie  in  einem  kinetisch  aufgefafsten  Gase  in 
drei  den  KoordinatenxichtuDgen  entsprechende,  gleich  .berechtigte, 
also  auch  gleich  grofse  Teile  zerlegen  können.  Analog  dem  Gas- 
drucke kommt  hiervon  nur  einer  dieser  Teile  für  den  Strah- 
lungsdruck auf  die  Wandung  in  Betracht,  so  dals  wir  für  die 
beim  Verschieben  der  Fläche  F  um  dx  geleistete  Arbeit  im  ab- 
solut schwarzen  Körper  schreiben  dürfen 

dL  =  ^  UFdx         (4) 

Führen  wir  nun  einem  solchen  zylindrischen  Hohlraum  vom 
unveränderlichen  Querschnitte  F  und  der  Länge  o?,  also  dem 
Energieinhalte  UFXy  die  Wärme  dQ  zu,  so  wird  dieselbe  einer- 
seits zur  Erhöhung  des  Energieinhaltes,  anderseits  zur  Leistung 
der  Arbeit  dL  verwendet.    Mithin  besteht  die  Gleichung 


*)  Lebedew,  Annalen  der  Physik,  VI,  1901,  S.  433;   siehe   auch 
Nichols   und  Hüll,  Astrophys.  Journal  1901. 
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dQ  =  Ä{Fd(Ux)  +  dL} (5), 

wenn  Ä  wie  früher  das  mechanische  Wärmeäquivalent  bedeutet- 
Nach  Einführung  von  (4)  geht  dieselbe  über  in 

dQ=:AFid(üx)  +  ~  Udx\ 

dQ  =  AF(xdU-\-^Udx\      ....     (5a) 
Für  die  Entropiezunahme  erhalten  wir  hieraus 

oder  auch,  da  U  infolge  der  gleichen  Möglichkeit  aller  Strahlen- 
gattungen nur  von  der .  Temperatur  T  abhängen  kann,  so  dafs 
in  dieser  Formel  überhaupt  nur  die  beiden  unabhängigen  Ver- 
änderlichen X  und  T  vorkommen, 

dS       X  dU  ^^  ,   4:  ü  ^ 
ÄF=TdT^^+3T^'' (^^> 

Dieser  Ausdruck  ist  aber  ein  vollständiges  Differential,  mit- 
hin besteht  zwischen  den  Koeffizienten  der  Differentiale  dT 
und  dx  auf  der  rechten  Seite  die  Beziehung 


oder 


bzw. 


ö  Ix  dm 

bx  \T  dTI 

4    b    / 
~  3  dr 

^ 

1  dU 
TdT 

4 
~  3 

1  du       4 
TdT~~  '6 

u 

rp2 

du 

u  ~ 

-4          y                     . 

(6a) 


Die  Integration  dieser  Gleichung  ergibt  aber 

U=cT^       ........     (7) 

ohne  additive  Konstante,  da  für  T  =  0  der  Hohlraum  auch 
keinen  Energieinhalt  besitzen  kann,  also  C/"  =  0  sein  mufs.  Da 
nun    die    Gesaratstrahlung    des    schwarzen    Körpers 
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jedenfalls  nach  (4)  der  Energie  U  selbst  propor- 
tional ist,  so  folgt  aus  (7),  dals  sie  mit  der  vierten 
Potenz  der  absoluten  Temperatur  wächst. 

Den  Nachweis  dieses  wichtigen  Satzes  verdankt  man  Boltz- 
mann  (1884),  nachdem  schon  früher  Stefan  (1879)  ihn  aus 
•dem  vorhandenen  Beobachtungsmaterial  empirisch  abgeleitet,  die 
Notwendigkeit  seiner  Beschränkung  auf  den  absolut  schwarzen 
Körper  aber  nicht  erkannt  hatte.  Bei  der  experimentellen  Prü- 
fung dieses  Stefan-Boltzmannschen  Strahlungsge- 
«etzes  darf  natürlich  nicht  übersehen  werden,  dafs  nicht  blols 
der  zu  prüfende  schwarze  Körper  strahlt,  sondern  auch  die  Meis- 
vorrichtung, z.  B.  ein  Thermoelement,  rückwärts  Strahlen  aius- 
«endet.  Ist  die  Temperatur  desselben  Tq  und  darf  es  angenähert 
•ebenfalls  als  schwarzer  Körper  angesehen  werden,  so  hat  man 
iür  die  von  ihm  aufgenommene  Strahlungsenergie 

E^  =  C^{T^-T^^) (8), 

worin  Ci  eine  Konstante  bedeutet,  deren  Berechnung  im  abso- 
luten MaTse  die  absolute  Messung  von  ^i  voraussetzt.  Eine 
«olche  wurde  von  Kurlbaum  (1898)  auf  elektrischem  Wege 
•durchgeführt  und  ergab  im  Abstände  von  1  cm  für  1  qcm 
Ci  =  0,41  •  10'- 12  Grammkalorien  pro  Sekunde.  In  der  nach- 
stehenden Tabelle,  welche  Versuche  von  Lummer  und  Prings- 
heim  wiedergibt i),  ist  diese  Konstante  direkt  aus  redu- 
zierten Galvanometerauöschlägen  Ei  berechnet,  wenn  das  da- 
mit verbundene  Bolometer  ständig  auf  +17^  (also  ro  =  2900) 
gehalten  wurde.  Die  gute  Übereinstimmung  der  so  erhaltenen 
Werte  von  (7i  liefert  zugleich  die  Bestätigung  des  Strahlungs- 
gesetzes, während  der  Mittelwert  von  Q  rückwärts  eine  Berech- 
nung der  Temperatur  T  ermöglicht,  deren  geringe  Abweichungen 
von  den  beobachteten  Werten  sich  ungezwungen  aus  kleinen 
Ablesungsfehlern  erklären.  Aulserdem  aber  zeigt  die  Tabelle 
deutlich  die  durch  das  Kirchhoffsche  Gesetz  geforderte  Unab- 
hängigkeit der  schwarzen  Strahlung  von  dem  in  der  ersten  Spalte 
angegebenen  Material  des  benutzten  Hohlraumes. 


1)  Lummer:    Die  Ziele  der  Leuchttechnik,  München  1903,  8.  80. 
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Schwarzer  Körper 

beob- 
achtet 

E, 

C,10^^ 

2^0 
berechnet 

JT^ 

öiedetopf     .     .     . 

373,1 

156 

127 

374,6 

-1,5 

Salpeterkessel  . 

492,5 

638 

124 

492,0 

+  0,5 

» 

723,0 

3  320 

124,8 

724,3 

—  1,3 

> 

715 

3  810 

126,6 

749.1 

-4,1 

Chamotteofen  . 

810 

5150 

121,6 

806,5 

+  3,5 

» 

868 

6  910 

123,3 

867,1 

+  0,9 

> 

1378 

44  700 

124,2 

1379 

—  1 

» 

.       1470 

57  400 

123,1 

1468 

+  2 

» 

1497 

60  600 

120,9 

1488 

+  9 

> 

1535 

67  800 

122,3 

1531 

+  4 

Mittelwert  von  C^ 


10^^=  123,8 


Zerlegt  man  nun  die  Gesamtstrahluiig  des  schwarzen  Kör- 
pers, für  die  wir  nach  Gl.  (8)  des  vorigen  Paragraphen  schreiben 
■dürfen 

00 

^Ej^dX=  C^T^ (8a) 

0 

•durch  ein  Prisma,  so  kann  man  auch  die  jeder  einzehien  Wellen- 
länge X  zugehörige  Emission  E^^  experimentell  bestimmen  und 
in  einem  Diagramm  auftragen  (Fig.  132). 

Alsdann  führt  die  wegen  des  asymptotischen  Verlaufes  nur 
näherungsweise  mögliche  Planimetrietung  der  Fläche  wiederum 
auf  die  Beziehung  (8  a),  deren  Bedeutung  hauptsächlich  darin  be- 
ruht, dafs  sie  uns  einen  absoluten  Temperaturmafsstab 
darbietet. 

Für  die  Anwendung  des  Stefan-Boltzmannschen  Gesetzes 
in  der  Technik,  z.  B.  zur  Bestimmung  der  Strahlungsenergie,  ist 
dagegen  zu  beachten,  dafs  es  streng  genommen  nur  für  den 
absoluten  schwarzen  Körper  gilt,  während  es  an  materiellen 
Körpern  durch  deren  Eigenschaften  zweifellos  modifiziert  wird. 
Äo  haben  Lummer  und  Kurlbaum  gefunden,  dals  z.  B.  die 
Gesamtstrahlung  des  reinen  Platins  mit  der  fünften,  diejenige 
Ton  Kohle,  Eisenoxyd  u.  a.  dagegen  mit  einer  zwischen  4  und  5 
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liegenden   Potenz    der    Temperatur  zunimmt.     Für   angenähert 
schwarze  Körper  kann  man  übrigens  auch  schreiben 


Schwarzer  Karfie-r 


heohuMet 
berechnet 


«nun! 


Fig.  182. 
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K=«='-|(4)-(iiF)   ■  •  •  <«H 

worin  E  in  WE,  F  in  qm  und  t  in  Stunden  einzusetzen  sind. 
Die  Frage  der  Energieverteilung  auf  die  verschiedenen 
Wellenlängen  in  unserem  Diagramm,  welches  man  auch  als  ein 
Spektrum  bezeichnen  kann,  ist  theoretisch  noch  nicht  voll- 
kommen geklärt,  obwohl  zuverlässige  Messungen  zwischen  den 
Grenzen  von  X  =  0,0008  bis  0,0060  mm  vorliegen.  Da  nun  die 
für  das  Auge  wahrnehmbaren  Lichtstrahlen  Wellenlängen  zwischen 
X  =  0,0004  bis  0,0008  mm  besitzen,  so  erkennt  man  jedenfalls 
aus  der  Extrapolation  der  unter  allen  Umständen  nach  dem 
Koordinatenanfang  zustrebenden  Energiekurve,  dafs  die  in  den 
Lichtstrahlen  enthaltene  Energie  nur  einen  sehr  kleinen  Bruch- 
teil  der   Gesamtstrahlung   darstellt;    oder    dafs    unsere^  auf 


Flg.  133. 


Temperatur  Strahlung  beruhenden  Lichtquellen  aus- 
nahmslos sehr  unökonomisch  arbeiten.  Eine  Ver- 
besserung ist  nur  durch  Steigerung  der  Temperatur  zu  erreichen. 


Lorenz,  Techn.  Wärmelehre. 
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da  ersichtlich  das  Energiemaximum  Em  der  Kurve  hierbei  dem 
Bereiche  der  Lichtstrahlen  immer  näher  kommt.  Bildet  man 
nämlich  das  Produkt  aus  der  dem  Energiemaximum 
entsprechenden  Wellenlänge  Xm  und  der  Tempera- 
tur nach  den;i  Lummerschen  Diagramm  (siehe  auch 
Fig.  133)  für  den  schwarzen  Körper  (siehe  Tabelle  XXXDI),  so 
ergibt  sich  eine  Konstante,  also 

XmT=C2 (9), 

und  weiterhin  folgt  auch  aus  diesen  Messungen 

jE^T-^  =  Cs (10). 

Diese  beiden  für  die  Verschiebung  des  Energie- 
maximums der  Strahlung  mit  der  Temperatur  mafs- 
gebenden  Sätze  hat  W.  Wiißn  (1893)  noch  vor  ihrer  experimen- 
tellen Feststellung  auf  theoretischem  Wege  abgeleitet.  Sie  er- 
möglichen offenbar  ebenso  wie  das  Stefan-Boltzmannsche  Gesetz 
eine  absolute  Temperaturmessung  und  zeichnen  sich  ebenso  wie 
dieses  durch  grölste  Einfachheit  aus. 


Tabelle  XXXHI. 


T 

beobachtet 

^  =  0,001  mm 

E^ 

^n.T 

^».T""' 

T 

berechnet 

JT 

1646 

1^78 

270,6 

2928 

2246 

1653,5 

+  7,5 

1460,4 

2,04 

145,0 

2979 

2184 

1460 

-0,4 

1259 

2,35 

68,8 

2959 

2176 

1257,5 

-1,5 

1094,5 

2,71 

34,0 

2966 

2164 

1092,3 

-2.2 

998,5 

2,96 

2i,r>o 

2956 

2166 

996.5 

-2,0 

908,5 

3,28 

13,66 

2980  . 

2208 

910,5 

+  1.6 

723 

4,08 

4,28 

2950 

2166 

721.5 

+  1,5 

621,2 

4,53 

2,026 

2814 

2190 

621.3 

+  0,1 

Mittel 

werte 

2940 

2188 

In  die  Tabelle  sind  aufserdem  noch  die  aus  dem  Mittelwerte 
von  C2  =  ImT  berechneten  Temperaturen  eingetragen  worden, 
deren  Abweichungen  von  den  beobachteten  in  der  Tat  sehr 
gering  ausfallen. 

Als  Beispiel  wollen  wir  unter  der  Voraussetzung,  dafs  die  Sonne 
als  absolut  schwarzer  Körper  mit  reiner  Temperaturstrahlung  auf- 
gefalst  werden  kann,  ihre  Temperatur  bestimmen.     Setzen  wir  in  das 
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Stefan-Boltamannsche  Gesetz  mit  der  Kurlbaumschen  Konstante  C^  den 
Langleyschen  Wert  von  3  Grammkalorien  pro  1  qcm  Erdoberfläche  in 
der  Minute  ein,  so  folgt  für  die  Sekunde  3  :  60  =  0,05  Gramm- 
kalorien. Aufserdem  aber  hat  man  hierbei  noch  die  Entfernung  r  der 
Sonne  nach  der  im  vorigen  Paragraphen  abgeleiteten  Formel  (2  b)  von 
Lambert  zu  berUcksichten,  welche  für  senkrechte  Bestrahlung  mit 
(8)  auf 

dL  =  C,^!^^-j^iT*-T,*) (11) 

in  der  Zeiteinheit  führt.  Bedeutet  hierin  dF  ein  Oberflächenelement 
der  Erde,  so  ist  dL  :  dF  =  0,05  zu  setzen,  und  wenn  wir  unter  e  den 
scheinbaren  Durchmesser  der  Sonne  verstehen,  so  folgt 

^■f-'(iF  ■■ ™ 

womit  (11)  übergeht  in 

=  ^i^(ij  (^^-^o*) (IIa) 

Vernachlässigt  man  hierin  die  absolute  Temperatur  Tq  der  Erd- 

31         TT 

Oberfläche,  so  ergibt  sich  mit  «  =  31'  =  ^^  r-^^ 


dF 


oder 


_0,05     10    /( 
—  0,41  *  n    V 


^^'60.180-2 


31.  TT 


T  =  6720<>  absolut. 


Anderseits  kann  man  die  Temperatur  aber  auch  aus  der  Wien- 
schen  Formel  (9)  mit  Hilfe  der  Wellenlänge  Im  bestimmen,  welche 
der  maximalen  Sonnenstrahlung  entspricht  und  ungefähr  0,55 /»  be- 
trägt, unter  fi  =  0,001  mm  die  Einheit  der  Wellenlängen  verstanden. 
Dann  haben  wir  für  die  Sonne  als  absolut  schwarzen  Körper  nach 
der  letzten  Tabelle  zu  setzen  ' 

A«T=2940 
oder 

r=5350^ 

Die  Nichtübereinstimmung  dieses  Wertes  mit  dem  oben  aus  der 
Gesamtbetrachtung  berechneten  rührt  einesteils  davon  her,  dafs  wir 
es  bei  der  Sonne  nicht  mit  reiner  Temperaturstrahlung,  sondern  daneben 
auch  mit  Lumineszenzerscheinungen  zu  tun  haben,  sowie  dals  die 
Sonne  kein  absolut  schwarzer  Körper  ist.  Da  dies  nun  auch  für  alle 
irdischen  Stoffe  zutrifft,  deren  Strahlung  meist  zwischen  der  des 
schwarzen  Körpers  und  derjenigen  von  blankem  Platin  liegt,  so  kann 

32* 
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man  mit  Hilfe  der  für  das  letztere  von  Paaschen  bestimmten  Kon- 
stante C,  =  2630  aus  dem  hierfür  ebenfalls  gültigen  Wienschen  Ver- 
schiebungsgesetz (9)  eine  zweite  Temperatur  Tmin  bestimmen^  welche 
mit  derjenigen  Tmax  für  den  schwarzen  Körper,  für  dieselbe  Wellen- 
länge Xm  die  wahre  Temperatur  einschliefst.  Die  Wellenlängen  Im  selbst 
müssen  natürlich  aus  Spektralbeobachtungen  der  zu  untersuchenden 
Strahlenquellen  bekannt  sein.  Auf  diese  Weise  erhält  man  die  Wert» 
der  nachstehenden  Tabelle,  in  die  wir  des  Vergleiches  halber  die 
Sonne  nochmals  aufgenommen  haben. 

Tabelle  XXXIV. 


Strahlenquelle 

Im 

Tma. 

Tmin 

Sonne    .... 

0,55 

5350 

0 

4790 

Bogenlicht      .     . 

0,70 

4200 

3750 

Nemstlicht     .     . 

1,2 

2450 

2200 

Auerlicht    .     .     . 

1.2 

2450 

2200 

Glühlicht   .     .     . 

1,4 

2100 

1875 

Kerze     .... 

1,5 

1960 

1750 

Argandflamme    . 

1,55 

1900 

1700 

Die  Sonne  steht  hiernach  an  der  Spitze  aller  Lichtquellen,  welche 
in  der  Tat  um  so  ökonomischer  und  für  das  Auge  zweckentsprechender 
wirken,  je  näher  ihre  Strahlung  derjenigen  der  Sonne  kommt. 


Kapitel  YH. 

Abrifs  der  geschichtlichen  Entwicklung  der 
Wärmelehre. 


S  44.    Die  Wärmelehre  vor  der  Entdeckung  des  Energie- 
prinzips. 

Schwierigkeiten  in  der  Entwicklung  der  Wärmelehre.  Das  Altertum.  Die 
Theimometer  und  der  Temperaturhegriff.  Galilei.  BoyTe  and 
Mariotte.  Black.  James  Watt.  DieUntersuchungepvonDalton, 
<jay-Lussac,  Dulong  und  Petit.  Laplace.  Die  Entwicklung  der 
Lehre  von  der  Wärmel eitung.  Lambert.  Fourier.  Die  Wärmestrahlung. 

Während  die  Mechanik  auf  der  Grundlage  nur  weniger  und 
leicht  mit  Sicherheit  festzustellender  Erfahrungstatsachen  unter 
Zuhilfenahme  der  ungefähr  parallel  sich  entwickelnden  Mathe- 
matik rasch  zu  einer  systematischen  Durchbildung  gelangte,  hat 
<iie  Wärmelehre  erst  im  vergangenen  Jahrhundert  dieses  Ziel 
erreicht  und  damit  eine  ausschlaggebende  Bedeutung  in  den 
exakten  Naturwissenschaften  gewonnen.  Angesichts  des  üm- 
fitandes,  dafs  für  die  Wahrnehmung  der  hierher  gehörigen  Er- 
scheinungen zunächst  nur  der  wenig  zuverlässige  Tastsinn  dem 
Menschen  zur  Verfügung  stand,  der  die  Unterordnung  so  ver- 
schiedenartiger Vorgänge,  wie  z.  B.  die  Temperatur-  und  Aggre- 
gatzustandsänderungen  unter  gemeinsame  Gesichtspimkte  jeden- 
falls ungemein  erschwerte,  darf  diese  langsame  Entwicklung 
nicht  wundernehmen.  Sie  erklärt  auch  zwanglos  die  zahl- 
reichen Irrtümer  und  Fehlschlüsse,    welche  den  systematischen 
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Fortschritt  der  Erkenntnis  auf  dem  Gebiete  hemmten  und 
zeitweilig  ganz  unterbunden  haben.  Merkwürdigerweise  waren 
es  gerade  mechanische  Wirkungen  der  Wärme,  welche  im  Alter- 
tum die  Aufmerksamkeit  selbständig  denkender  Köpfe  wie 
Herons  von  Alexandria  (ca.  120  v.  Chr.)  erregten.  Derselbe 
trieb  durch  die  Ausdehnung  erhitzter  Luft  Wasser  aus  einem 
geschlossenen  Gefäls  in  ein  höher  gelegenes  und  liefs  dasselbe 
dann  unter  Arbeitsabgabe  sinken,  worauf  nach  Abstellung  der 
Heizung  das  erste  Gefäls  sich  infolge  Zusammenziehung  der  Luft 
wieder  füllte.  Damit  war  die  erste,  allerdings  ihrer  inter 
mittierenden  Wirkung  wegen  nur  sehr  primitive  Luftmaschine 
geschaffen.  Aulserdem  aber  versetzte  Heron  einen  mit  seitlichen, 
horizontal  abgebogenen  Röhren  versehenen,  drehbaren  Wasser- 
kessel durch  Ausströmen  des  durch  Wärmezufuhr  gebildeten 
Dampfes  in  Rotation  und  konstruierte  so  die  erste  Dampf- 
turbine. Beides  blieb  indessen  für  die  wissenschaftliche  Er- 
kenntnis ebenso  ohne  Folgen,  wie  die  im  Mittelalter  (um  1300) 
erfolgte  Erfindung  des  Schiefspulvers  und  der  sich  hieran 
anschliefsenden  Benützung  'der  Explosionsarbeit  in  Geschützen. 
Insbesondere  war  von  einem  Versuch,  derartige  Vorgänge  messend 
zu  verfolgen,  schon  darum  keine  Rede,  weil  man  den  Begriff 
der  Temperatur  noch  nicht  kannte.  Derselbe  bildete  sich 
vielmehr  erst  langsam  heraus  an  Hand  der  Bestrebungen,  die 
Wärme  selbst  zu  messen,  über  deren  Wesen  naturgemäfs  eben- 
falls ein  vollkommenes  Dunkel  schwebte. 

Die  schon  von  Heron  benutzte  Erfahrungstatsache  der 
Ausdehnung  erhitzter  Luft  griff  Galilei  um  1600  auf,  um  ein 
Thermometer  zu  konstruieren,  welches  im  wesentlichen  aus 
einer  Glaskugel  mit  einer  daran  befindlichen  dünnen  Röhre  be- 
stand, deren  Öffnung  in  ein  Plüssigkeitsbad  tauchte  (Fig.  134). 
Damit  wollte  man  den  »Wärmezustand«  —  ein  vorläufig  noch 
ziemlich  unklarer  Begriff  —  der  Umgebung  der  Kugel  messen, 
bemerkte  aber  bald,  dals  die  Angaben  dieses  rohen  Instrumentes 
von  der  Veränderlichkeit  des  Luftdruckes  störend  beeinflufst 
wurden.  Um  dies  zu  vermeiden,  schlofs  man  auch  an  das  bisher 
offene  Ende  des  Thermometerrohres  eine  Kugel  an  (Fig.  135)  und 
erhielt  so  ein  Instrument,  welches  über  Unterschiede  der  Wärme- 
zustände in  der  Umgebung  der  beiden  Kugeln  einigermafsen  Auf- 
schlufs  gewährte.  Amontons  (um  1700)  entfernte  dann  wieder  die 
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obere   Kugel,    benützte   aber  als  Sperrflüssigkeit  für  die  in  der 
unteren  befindliche   Luft  Quecksilber,    wodurch  er  den  Einfluls 
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Fig.  134. 


Fig.  135. 


der  Schwankungen  des  Atmosphärendruckes  verminderte.  Aulser- 
dem  erkannte  er  schon  die  Zweckmälsigkeit  der  Siedetemperatur 
als  Fixpunkt  des  Thermometers,  ohne  jedoch  einen  zweiten  solchen 
scharf  zu  definieren.  Dagegen  war  er  sich  darüber  klar,  dafs 
bei  seinem  Instnimente  die  »Expansivkraft  der  eingeschlossenen 
Luft« ,  welche  durch  die  Höhe  der  Quecksilbersäule  gemessen 
wurde,  ein  Mals  für  den  Wärmezustand  bildete  und  dafs  der 
Spannkraft  Null  die  denkbar  gröfste  Kälte  entsprechen  mufste.i) 
Damit  war  Amontons  der  Definition  unseres  absoluten  Nullpunktes 
schon  recht  nahe  gekommen,  wohl  im  Anschluls  an  das  Studium 
der  Arbeiten  Mariottes,  der  1676  wie  schon  früher  (1662) 
Boyle  die  umgekehrte  Proportionalität  von  Druck 
und  Volumen  bei  Gasen  mit  »konstantem  Wärme- 
zustand« aus  Versuchen  abgeleitet  hatte.  Lambert  (1779)  ver- 
besserte dann  Amontons  Luftthermometer  durch  Einfügung  des 
Schmelzpunktes  von  Eis  als  zweiten  Fixpunkt  und  gelangte  so 
durch  Gräduierung  zu  einer  Temperaturskala,  welche  in 
dieser  Zeit  wegen  des  veränderlichen  Luftdruckes  verschiebbar 
am  Instrumente  angeordnet  wurde. 

Reine  Flüssigkeitsthermometer,  hauptsächlich  mit 
WeingeistfüUung,  tauchten  seit  Anfang  des  17.  Jahrhunderts  auf 
und  wurden  schon  früh  als  weniger  zuverlässig  mit  dem  Luft- 
thermometer verglichen.    Die   Anwendung   des  Quecksilbers  als 

0  E.  Mach:  Die  Prinzipien  der  Wärmelehre,  historisch-kritisch 
entwickelt.  Leipzig  1896.  Die  auf  gründlichen  Quellenstudien  basierten 
historischen  Angaben  dieses  Werkes  wurden  im  Texte  oben  häufig 
benutzt. 
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thermometa-ißche  Substanz  scheint  von  dem  englischen  Astronomen 
Halley  (1693)  herzurühren,  ein  solches  Thermometer  versah 
1742  der  Schwede  Celsius  mit  der  noch  heute  für  wissen- 
schaftliche und  technische  Zwecke  gebräuchlichen  hundertteiligen 
Skala  zwischen  Eispunkt  und  Siedepunkt,  während  Fahrenheit 
(1714)  und  Reauraur  (1730)  ihre  jetzt  verlassenen  Skalen  noch 
an  Weingeistthermometern  anbrachten. 

Im  Verlaufe  dieser  ganzen  Entwicklung  hatte  sich  aus  dem 
»Wärmezustand«  der  Begriff  der  Temperatur  als  einer 
Körpereigenschaft,  welche  man  durch  die  Volumände- 
rungen der  thermometrischen  Substanz  messen  konnte,  fast 
unmerklich  herausgebildet.  Bei  Newton  (1643 — 1727)  finden 
wir  ihn  jedenfalls  schon  soweit  geklärt,  dafs  dieser  die  Ab- 
kühlungsgeschwindigkeit eines  Körpers,  oder  wie  wir  jetzt  besser 
sagen,  die  Ausgleichsgeschwindigkeit  zweier  Körper  auf  Grund 
einiger  Versuche  der  momentanen  Temperaturdifferenz  pro- 
portional setzte.  Dagegen  verursachte  die  Mannigfaltigkeit  der 
Erscheinungen  des  Temperaturausgleiches,  deren  Studium  durch 
Newton  in  seiner  »Scala  graduum  caloris  et  frigoris«  .  (Philos. 
Transactionsl701)  angeschnitten  wurde,  neue  Unklarheiten,  zu  deren 
Beseitigung  wiederum  fast  ein  Jahrhundert  gebraucht  wurde. 
Der  im  allgemeinen  rascheren  Temperaturänderung  der  Metalle 
einschliefsüch  des  Quecksilbers  gegenüber  den  Flüssigkeiten 
stand  man  zunächst  ganz  ratlos  gegenüber.  Boerhave  half 
sich  in  seinen  »Elementa  chemiae«  1732  dadurch,  dafs  er  die 
thermische  Wirkung  anderer  Körper  mit  derjenigen  von  Wasser 
verglich  und  benutzte  damit,  ohne  ihn  jedoch  exakt  zu  formu- 
lieren, den  uns  jetzt  geläufigen  Begriff  des  Wasser  wertes. 
Am  deutlichsten  tritt  die  Schwierigkeit  in  der  Begriffsbildung 
bei  Richmann  hervor,  der  aus  Mischungsversuchen  verschiedener 
und  ungleich  temperierter  Wassermengen  (1750)  die  bekannte 
Mischungsregel  ableitete,  wobei  er  wohl  erkannte,  dafs  hierbei 
nicht  blols  die  Temperatur  r,  sondern  auch  die  Masse  m  in 
Frage  kam.  Wärme  und  Temperatur  bezeichnet  er  noch  in 
gleicher  Weise  als  »calorc  und  denkt  sich  diese  ursprünglich 
verschieden  auf  die  Bestandteile  m  und  dann  gleichmälsig  auf 
die  Mischung  2m  verteilt. 

Die  so  gewonnene  Regel  Tm  2m  =  2mT  zur  Berechnung 
der  Mischungstemperatur  Xm  hielt  man  längere  Zeit  für  ganz  all- 
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gemein  gültig  und  wandte  sie  auch  auf  andere  ungleichartige 
Körper  an.  Aus  der  Nichtübereinstimmung  mit  sorgfältigen 
Versuchen,  welche  man  wohl  gelegentlich  in  Anlehnung  an  die 
«damals  auftauchende  Vorstellung  eines  Wärmestoffes  durch 
•die  Verteilung  derselben  auf  das  Volumen  zu  erklären  suchte, 
leitete  der  Engländer  Black  (1728—1799)  unter  scharfer 
Trennung  von  Wärme  und  Temperatur  den  Begriff  der  spezi- 
fischen Wärme  ab,  welche  er  als  »Kapazität  für  den  Wärme- 
fitoff« bezeichnet,  i)  Derselbe  geniale  Experimentator  untersuchte 
•danach  die  Wärmebindung  beim  Schmelzen  von  Eis  und  gelangte 
fio  zu  der  »verborgenen«  Schmelzwärme,  die  er  ziemlich 
genau  als  das  77 — 78  fache  derjenigen  Wärme  ermittelte,  welche 
-dieselbe  Wassermenge  zur  Temperaturerhöhung  um  lo  C  be- 
nötigt. Black  benutzte  diese  Erfahrung  auch  sogleich  zur  Be- 
stimmung spezifischer  Wärmen  fester  Körper,  eine  von  Lavoisier 
und  Laplace  (1780)  noch  erheblich  vervollkommnete  und 
fichliefslich  von  Bunsen  zu  hoher  Vollendung  gebrachte  Me- 
thode. Auf  Grund  seiner  Vorstellungen  über  den  Schmelz- 
prozefs  gelangte  Black  weiterhin  zur  Erklärung  der  Temperatur- 
•erniedrigung  bei  der  Auflösung  von  Salzen  (Lösungswärme) 
und  damit  der  Wirkung  der  Kältemischungen.  Auch 
die  Verwandtschaft  solcher  Aggregatzustandsänderungen  mit  der 
Verdampfung  von  Flüssigkeiten  übersah  Black  vollkommen  und 
begegnete  bei  der  Untersuchung  dieses  Vorganges  den  gleich- 
gerichteten Bestrebungen  des  Glasgower  üniversitätsmechanikers 
J.  Watt  (1736—1813),  der  sich  seit  1764  mit  der  Verbesserung 
der  von  Newcomen  erfundenen  Dampfmaschine  durch  Ab- 
trennung der  Kondensation  vom  Arbeitszylinder  beschäftigte. 
Beide  Forscher  bestimmten  unabhängig  voneinander  um  1781 
die  (latente)  Verdampfungswärme  des  Wassers  und  erhielten  sie 


*)  Blacks  zahlreiche  und  durchweg  bahnbrechende  Unter- 
suchungen über  die  Wärme  sind  in  seinen  erst  1803  von  Robiso n 
herausgegebenen  >Lectures  on  the  Elements  of  Chemistryc,  London 
1803  (deutsch  von  Grell,  Hamburg  1804)  zusammengestellt.  Dafs  die 
Wärmelehre,  wie  schon  aus  Boerhaves  Werk  hervorgeht,  damals  zur 
Chemie  gerechnet  wurde,  ist  sehr  bemerkenswert,  ebenso,  dafs  Black 
von  Beruf  nicht  Chemiker,  sondern  Arzt  und  Professor  der  Medizin 
in  Glasgow  war. 
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mit  r  =  528,5  WE  in  unserem  Malse  für  100  o  C  etwas  zu  klein.i) 
Watt  schlofs  insbesondere  aus  seinen  Versuchen,  dafs  die  Ge- 
samtwärme des  gesättigten  Wasserdampfes  X=zq-\-r 
eine  Konstante  sei,  ein  Satz,  der  von  da  ab  die  Grundlage 
der  Dampfmaschinehtheorie  bildete,  bis  die  viel  später  ent- 
wickelte Thermodynamik  seine  üngenauigkeit  erwies.  J.  Watt 
bestimmte  auch  zuerst  die  Spannungskurve  des  Wasser- 
dampfes bis +1330  mit  einer  für  die  damaligen  Hilfsmittel  recht 
befriedigenden  Genauigkeit.  Die  thermischen  Leistungen  Watts 
sind,  ganz  abgesehen  von  ihrer  hohen  wissenschaftlichen  Be- 
deutung, besonders  als  Ergebnisse  einer  bewufst  auf  technische 
Ziele  gerichteten  Tätigkeit  bemerkenswert,  welche  hier 
zum  ersten  Male  mit  grölstem  Erfolg  in  die  Entwicklung  der 
Wissenschaft  selbst  eingreift.  Unzweifelhaft  waren  damit  die 
Landsleute  Newtons  von  neuem  an  die  Spitze  der  Kultumationen 
getreten,  um  sogleich  in  echt  britischer  Weise  alle  praktischen 
Konsequenzen  aus  den  Forschungen  Blacks  und  Watts  zu  ziehen, 
als  deren  Krönung  wir  die  moderne  Dampfmaschine  und  den 
stolzen  Bau  der  Industrie  des  19.  Jahrhunderts  anzusehen  haben. 

Unmittelbar  an  diese  erfolgreichen  Untersuchungen  schlössen 
sich  diejenigen  von  J.  Dalton  (1766 — 1844)  über  das  Verhalten 
von  Gasen  und  Mischungen  derselben  unter  sich  und  mit 
Dämpfen  an.  Er  beobachtete  schon  1801,  was  dann  1802  von  dem 
Franzosen  Gay-Lussac  (1778—1850)  allgemein  und  auf  Grund 
viel  umfassenderer  Versuche  bewiesen  wurde,  dafs  die  Gase 
sämtlich  einen  und  denselben  Ausdehnungskoeffi- 
zienten besitzen,  den  er  zu  0,00375  angab.  In  demselben  Jahre 
fand  er  den  für  die  Gastheorie  grundlegenden  Satz  der  Partial- 
drücke  in  Gas-  und  Dampfgemischen,  nachdem  schon 
1739  der  Schweizer  Saussure  die  alleinige  Abhängigkeit  des 
maximalen  Dampfgehaltes  der  Luft  von  der  Temperatur  aus 
meteorologischen  Beobachtungen  gefolgert  hatte. 

Über  das  von  ihm  gleichfalls  untersuchte  kalorische  Ver- 
halten der  Gase  gelangte  Dalton  dagegen   nicht  zu  abschliefsen- 

*)  Über  Watts  Arbeiten,  die  bei  Mach  a.  a.  0.  nur  flüchtig  ge- 
streift werden,  siehe  u.  a.  das  Werk  Robisons,  eines  Schülers  von 
Black  und  Watt:  »Mechanical  Philosophy«,  1822  sowie  Ernst: 
>James  Watt  und  die  Grundlagen  des  modernen  Dampfmaschinen- 
baues«.     Zeitschr.  d.  V.  d.  Ing.  1896. 
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den  Ergebnissen,  ja  er  war  mit  vielen  seiner  Zeitgenossen  ge- 
neigt, dem  leeren  Raum  eine  eigene  spezifische  Wärme  zuzu- 
schreiben. Erfolgreicher  war  hier  zunächst  wieder  G a y  - Lu  s  s  a  c , 
der  mit  Laplace  und  Berthollet  1807  durch  einen  Über- 
strömversuch  ins  Vakuum  die  Unabhängigkeit  der  spezifischen 
Wärme  vom  Volumen  nachwies.  Delaroche  und  B^rard 
bestimmten  dann  1813  in  einem  stationär  durchströmten  Kalori- 
meter die  spezifische  Wärme  bei  konstantem  Druck 
für  verschiedene  Gase  (Luft,  0,  H,  N  und  COg),  ohne  indessen 
deren  Unabhängigkeit  vom  Drucke  zu  erkennen.  Die  Unter- 
scheidung dieser  Gröfse  von  der  spezifischen  Wärme  bei  kon- 
stantem Volumen  finden  wir  zuerst  1816  in  einer  Abhandlung 
von  Laplace  über  die  Schallgeschwindigkeit,  welche 
man  nach  der  schon  von  Newton  in  seinen  Prinzipien  (1687) 
angegebenen  Formel  a^  =^  gpv  unter  Zuhilfenahme  der  für  Luft 
bekannten  Daten  berechnet  und  gegenüber  der  Erfahrung  zu 
klein  gefunden  hatte.  Laplace  zeigte  nun  durch  eine  theoretische 
Überlegung,  welche  schon  einen  ziemlich  ausgeprägten  thermo- 
dynamischen  Charakter  trägt,  daXs  man  die  rechte  Seite  der 
Newtonschen  Formel  wegen  der  Unmöglichkeit  des  Wärme- 
ausgleiches mit  dem  Verhältnis  x  =  Cp  :  Cv  zu  multiplizieren  habe 
und  bemerkt  weiter,  dals  alsdann  die  Beobachtung  der  Schall- 
geschwindigkeit ein  bequemes  Mittel  zur  Bestimmmng  der  Gröfse  k 
darstellt.  Er  selbst  nahm  diesen  Wert  allerdings  noch  unrichtig 
zu  1,5  nach  den  Versuchen  von  Delaroche  und  B^rard  an  und 
gelangte  so  ebenfalls  noch  zu  keiner  befriedigenden  Überein- 
stimmung der  beobachteten  und  berechneten  Schallgeschwindig- 
keit. Auch  die  Versuche,  welche  Clement  und  Desormea 
(1819)  über  die  beiden  spezifischen  Wärmen  der  Luft  sowie 
Gay-Lussac  und  Welter  (1822)  nach  derselben  Methode  an- 
stellten, ergaben  mit  x  =  1,375  noch  nicht  den  richtigen  Wert,, 
so  dals  Poisson,  welcher  1823  unter  der  Annahme  der  Konstanz 
von  X  die  Adiabatengleichung  pv^  =  G  abgeleitet  hatte*),. 


*)  Poisson  setzt  den  Wärmeinhalt  der  Masseneinheit  Q  =f  (p,  v} 
und  definiert  die  spezifischen  Wärmen  durch  die  Gleichungen 

,_fd«\       /dQWd»\.    ^_(dQ\_(dQ\  (dp] 

"'  -  Wt)-  [j^i,  [dfj;  "•  ~  \ d  TJ-  iTj^j.  wfh' 
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ivie  schon  Laplace  auf  die  Notwendigkeit  der  Bestimmung  des 
Exponenten  x  aus  der  Schallgeschwindigkeit  nachdrücklich  hin- 
wies. Diese  Aufgabe  löste  Dulong  1829  in  musterhafter  Weise 
-durch  akustische  Versuche  an  Pfeifen,  welche  mit  den  zu  unter- 
suchenden Gasen  gefüllt  waren  und  beseitigte  damit  die  noch 
vorhandenen  Widersprüche.  Mit  Petit  zusammen  hatte  dieser 
ausgezeichnete  Experimentator  übrigens  schon  früher  (1819)  die 
spezifische  Wärme  einer  Anzahl  fester  Körper  bestimmt  und 
deren  Veränderlichkeit  mit  der  Temperatur  festgestellt. 
Das  Hauptergebnis  dieser  Untersuchungen  war  allerdings  das 
<3esetz  von  der  Konstanz  der  Atomwärmen,  welches  später 
C.  Neumann  auf  analog  zusammengesetzte  Verbindungen  aus- 
dehnte. 

Es  mag  vielleicht  auffallen,  dafs  sich  Deutschland  an  der 
hier  dargestellten  empirischen  Entwicklung  der  Wärmelehre'  nicht 
beteiligt  hatte;  ein  BHck  auf  die  politische  und  wirtschaftliche 
Hilflosigkeit  der  zahlreichen  Einzelstaaten  im  Vergleich  mit  den 
längst  geeinten  Grofsmächten  Frankreich  und  England  genügt 
indessen  vollkommen  zur  Erklärung  einer  naturwissenschaftlichen 
Rückständigkeit,  die  angesichts  der  mehr  abstrakten  Geistes- 
richtung und  mangels  einer  nennenswerten  Industrie  nicht  ein- 
mal als  solche  empfunden  wurde.  So  knüpfte  Lambert  (1728 
bis  1777),  der  einzige  Deutsche,  der  im  18.  Jahrhundert  auf 
unserem  Gebiete  genannt  zu  werden  verdient,  bei  seinen  Unter- 
«uchungen  über  die  Bewegung  der  Wärme  gern  an  frühere 
Formulierungen  z.  ß.  den  Newtonschen  Satz  von  der  Erkaltungs- 
geschwindigkeit an,  mit  dessen  Hilfe  er  in  seiner  »Pyrometrie« 
(1778)  die  stationäre  Wärmeleitung  untersuchte.  Dieses  Problem 
wurde  1804  durch  ßiot  noch  strenger  gelöst  und  das  Resultat, 


AUS  denen  die  Differentialquotienten  1^-^)  und  ( -r^)  nait  Hilfe  der 
Gasgleichung  eliminiert  werden.    Durch  die  Beziehung 

«rgibt  sich  dann  schliefslich  mit  dQ=0  die  Differentialgleichung  der 
Adiabate.  Man  erkennt,  dafs  in  dieser  ganzen  Entwicklung  die 
Wärmezufuhr  und  der  Wärmeinhalt  eines  Körpers  verwechselt  und 
nur  zufällig  ein  richtiges  Ergebnis  erhalten  wird. 
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was  schon  Lambert  bezweckte ,  mit  Erfolg  zur  Bestimmung  von 
Schmelztemperaturen  an  Metallen  verwendet.  Die  Ausbildung^ 
einer  allgemeineren  und  noch  heute  malsgebenden  Theorie 
der  Wärmeleitung  in  festen  Körpern  war  indessen  dem 
grolsen  französischen  Mathematiker  Fourier  (1768 — 1830)  vor- 
behalten, der  dieselbe  in  den  Jahren  1807 — 1822  vollendete 
und  in  seiner  »Theorie  analytique  de  la  Chaleur«  darstellte. 
Ihm  verdankt  man  die  Einführung  der  Begriffe  des  Wärme- 
flusses,  des  Temperaturgefälles,  der  Innern  und 
äufsern  Leitfähigkeit  sowie  die  Aufstellung  und  Diskussion 
der  für  die  Wärmeleitung  sowie  für  zahlreiche  andere  Aufgaben 
der  theoretischen  Physik  gültigen  Differentialgleichung^ 
zweiter  Ordnung,  die  er  unter  Zuhilfenahme  periodischer, 
nach  ihm  benannter  Reihen  für  eine  grölsere  Zahl  von  Fällen 
integriei-te.  Die  Bedeutung  dieser  Leistung  beruht  —  abgesehen 
von  ihrer  Wichtigkeit  für  den  Fortschritt  der  reinen  Mathe- 
matik —  hauptsächlich  darin,  dafs  sie  zum  ersten  Male  alle 
Erscheinungen  eines  physikalischen,  nicht  der  Mechanik  zu- 
geordneten Gebietes  systematisch  auf  der  Grundlage  nur  weniger,, 
aber  scharf  definierter  Erfahrungstatsachen  zu  verfolgen  gestattete. 
Diese  Erfahrungsgrundlagen  können  nach  Mach  in  dem  ein- 
fachen Satz  zusammengefafst  werden,  dafs  »jeder  materielle  Punkt 
dem  Temperaturmittel  seiner  Umgebung  zustrebt« ;  seine 
Formulierung  bildet  den  Inhalt  der  Fourierschen  Theorie.  Von 
diesem  Standpunkte  aus  erscheint  es  nicht  mehr  verwunderlich,, 
dafs  gerade  die  Wärmeleitung  zuerst  eine  theoretische  Aus- 
bildung erfuhr,  hinter  der  die  anderen  Teile  der  Wärmelehre 
auch  nach  Feststellung  der  Grundbegriffe  noch  weit  zurück- 
blieben. 

Dies  gilt  besonders  von  der  Wärmestrahlung,  die  al» 
besondere  Erscheinung  schon  von  dem  schwedischen  Chemiker 
Scheele  erkannt  wurde,  von  dem  auch  der  Name  »strahlende 
Wärme«  herrührt.  Von  der  Auffassung  ihrer  Verwandtschaft 
mit  dem  Licht,  die  er  durch  die  Bezeichnung  »dunkle  Wärme« 
andeutet,  ausgehend,  wendet  dann  Lambert  die  Sätze  über  die 
Fortpflanzung  und  Reflexion  des  Lichtes  auf  Wärmestrahlen 
an  und  gelangt  so  in  seiner  »Photometrie«,  1760,  zu  seinem 
Kosinusgesetz  der  Strahlung.  Der  Einflufs  der  Oberflächen- 
beschaffenheit  der   bestrahlten  Körper  auf  die  Wärmeaufnahme 
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wurde  unabhängig  voneinander  von  Lealie  (1804)  und  Rumford 
{1805)  experimentell  festgestellt;  letzterer  kam  u.  a.  zu  der 
wichtigen  Erkenntnis,  dafs  alle  Körper  bei  jeder  Temperatm- 
ausstrahlen,  ersterer  übersah  schon,  dals  eine  starke  Reflexion 
«ine  schwache  Emission  und  umgekehrt  zur  Folge  hat.  Für 
die  theoretische  Entwicklung  der  Strahlungserscheinungen,  welche 
allerdings  viel  später  einsetzt,  erwies  sich  dann  der  von  Prevost 
in  seinem  Werke  »Du  Calorique  rayonnantc,  1809,  vielleicht  aus 
den  Rumf ordschen  Beobachtungen  gezogene  Schluls  als  äufserst 
wichtig,  dafs  nämlich  jeder  Strahlungsvorgang  zwischen 
zwei  Körpern  sich  aus  zwei  entgegengesetzt  gerichteten 
Strahlungen  zusammensetzt.  Dafs  Prevost  die  Wärme  noch 
stofflich  auffafst  und  damit  an  der  Emissionstheorie  festhält, 
während  Rumford  der  ündulationstheorie  zuneigt,  ist  für  die 
weitere,  auf  längere  Zeit  hinaus  rein  experimentelle  Entwicklung 
der  Wärmestrahlung  vorläufig  noch  ohne  weseptliche  Bedeutung. 
Für  die  allgemeine  Wärmelehre  erwies  sich  die  mit  der  Emissions- 
theorie eng  zusammenhängende  Hypothese  des  Wärmestoffes 
allerdings  als  so  hinderlich,  dafs  erst  nach  ihrer  Beseitigung  an 
eine  umfassende  theoretische  Verknüpfung  der  mannigfaltigen 
Erfahrungstatsachen  gedacht  werden  konnte. 

§  45.    Die  klassische  und  technische  Thermodynamik. 

Die  Eotwicklung  des  Begriffs  vom  umkehrbaren  Kreisprozefs.  Carnot. 
Olapeyron.  Die  EntdeckuD^  der  Äquivalenz  von  Wärme  und  Arbeit. 
Robert  Mayer.  Joule.  Helmholtz.  Die  klassische  Thermo- 
dynamik. W.  Thomson.  Clausius.  Kankine.  Die  Entwicklung 
der  technischen  Thermodynamik.  Hirn.  Zeuner.  Begnault. 
Grashof.  Linde.  Die  Thermochemie  und  der  Gasmotorenprozels. 
Hefe.     Guldberg  und  Waage.    Van't  Hoff.    Stodola. 

Die  bis  zum  Anfang  des  19.  Jahrhunderts  ziemlich  allgemein 
verbreitete  Anschauung  von  der  stofflichen  Natur  der  Wärme 
hatte  nichtsdestoweniger  schon  früh  beachtenswerte  Anfechtungen 
erfahren,  welche  in  der  Hauptsache  der  atomistischen  Theorie 
der  Schule  Demokrits  entsprangen.  Am  klarsten  spricht  sich 
unter  den  älteren  Physikern  R.  H  o  o  k  e ,  der  Zeitgenosse  Newtons, 
dahin  aus,  dafs  die  Wärme  nichts  als  eine  sehr  lebhafte  Be- 
wegung der  Körpermoleküle  sei.  Daniel  BernouUi  ging  in 
seiner  »Hydrodynamica«  1738  insofern  noch  weiter,   als  er  die 
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auf  Molekularbewegungen  zurückgeführte  Wärme  ausdrücklich  als 
Energie  bezeichnet,  ein  erst  kurz  vorher  (1717)  von  seinem  Vater 
Johann  Bernoulli  in  die  Mechanik  eingeführter  Begriff.  In- 
dessen verfiel  D.  Bernoulli  bei  der  Untersuchung  des  Stolses  doch 
wieder  auf  die  Stofftheorie,  indem  er  die  hierbei  vernichtete  kineti- 
sche Energie  als  »materia  subtilis«  auf  die  Körper  übergegangen 
dachte.i)  Lavoisier  und  L a p  1  a c e  diskutieren  sogar  1780  ganz 
unbefangen  die  beiden  Vorstellungen  von  der  Natur  der  Wärme, 
ohne  sich  indessen  für  eine  derselben  klar  zu  entscheiden.  Dafs 
die  Entstehung  der  Wärme  durch  Reibung  der  energetischen 
Auffassung  günstig  war,  hatten  sie  besonders  hervorgehoben, 
und  gerade  diesen  Vorgang  benutzte  der  in  bayerischen  Diensten 
stehende  Engländer  Graf  Rumford  (1753—1814)  zur  experimen- 
tellen Prüfung  der  Streitfrage.  Er  gewann  aus  seinen  Bohrversuchen 
in  den  Münchener  Artilleriewerkstätten  die  Überzeugung,  dals  die 
in  unbegrenzter  Menge  bei  fortgesetzter  Reibung  ohne  Änderung 
der  physikalischen  Natur  der  reibenden  Körper  zum  Vorschein 
kommende  Wärme  eine  stoffliche  Erklärung  vollkommen  aus- 
schliefst (1798),  und  verteidigte  diesen  Standpunkt  mit  entschie- 
denem Glück  gegen  zahlreiche,  namentlich  chemische  Oppo- 
nenten. Obwohl  sich  u.  a.  der  bedeutende  Chemiker  H.  D  a  v  y 
auf  Rumfords  Seite  stellte  und  seine  Folgerung  durch  Reibung 
von  Eisstücken  aneinander  bestätigte,  blieben  dieselben  auf  die 
theoretische  Ausgestaltung  der  Wärmelehre  vorerst  ohne  merk- 
baren Einfluls. 

D^agegen  deckte  der  junge  Ingenieur  Sadi  Carnot  (1796 
bis  1832)  in  seiner  genial  angelegten  kleinen  Abhandlung  »Re- 
flektions  sur  la  puisaance  motrice  du  feu«  1824  eine  neue,  in 
ihrer  vollen  Bedeutung  allerdings  erst  viel  später  gewürdigte 
Beziehung  zwischen  Wärme  und  mechanischer  Arbeit  auf.  Er 
zeigte  am  Beispiel  der  Dampfmaschine,  dafs  Arbeitsleistun- 
gen durchwärme  nur  beimÜbergang  derselben  von 

^)  Die  Ansichten  zahlreicher  anderer  Philosophen  und  Natur- 
forscher über  die  Natur  der  Wärme  sind  im  historischen  Anhange  zu 
Rühlmanns  »Handbuch  der  mechanischen  Wärmetheorie«,  II.  Bd., 
Braunschweig  1885,  dargestellt.  Dieses  Werk  ist  neben  demjenigen 
von  Mach  und  den  Diskussionen  über  mechanische  Wärmetheorie 
in  dem  Lehrbuch  von  Olausius  häufig  vom  Verfasser  böi  der  Ab- 
iafsung  des  vorstehenden  Abschnittes  zu  Rate  gezogen  worden. 
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einem  höher  temperierten  Körper  auf  einen  solchen 
von  niederer  Temperatur  erreichbar,  d.  h.  an  das  Vor^ 
handensein  einer  Temperaturdifferenz  gebunden  sind  und  durch 
das  Bestreben  nach  einem  Temperaturausgleich  hervorgerufen 
werden.  Carnot  bewies  ferner,  dals  bei  konstant  gehaltenen 
Temperaturen  r^  und  T2  der  beiden  Körper,  zwischen  denen  der 
Wärmeübergang  Q  stattfindet,  das  Maximum  der  Arbeits- 
leistung nur  eine  Funktion  dieser  beiden  Tempera- 
turen sein  könne,  da  andernfalls  durch  Umkehr ung  des- 
Vorgangs dem  höher  temperierten  Körper  mehr  Wärme  zu- 
geführt werde,  als  er  vorher  abgegeben  habe  und  der  Überschuls^ 
beider  wieder  Arbeit  zu  leisten  imstande  sei,  was  auf  ein  Per- 
petuum mobile  hinauslief.  Damit  war  der  die  Arbeitsleistung^ 
vollziehende  Stoff  eliminiert  und  gleichzeitig  der  Begriff  de» 
umkehrbaren  Kreisprozesses  aufgestellt,  der  sich  in  der 
Folge  so  überaus  fruchtbar  erweisen  sollte.  Obwohl  Carnot 
einen  solchen,  nach  ihm  später  benannten  Kreisprozefs  genau 
beschrieb  und  auch  die  Arbeitsweise  einer  denselben  mit  Gas 
vollziehenden  Maschine  schilderte,  gelang  es  ihm  doch  nicht,, 
die  Gestalt  der  die  Maximalarbeit  L  bestimmenden  Funktion 

X=/(QtiT2)       (1> 

anzugeben,  da  er  noch  immer  an  der  Unveränderlichkeit  der 
Wärmemenge  Q  selbst  während  des  Übergangs  festhielt.  Auch 
Clapeyron,  welcher  den  ungewohnten  Gedankengang  Carnot» 
durch  graphische  Darstellungen  und  analytische  Transformationen 
1834,  also  nach  dessen  Tode,  seinen  Zeitgenossen  näher  zu 
bringen  suchte,  gelangte  von  derselben  Vorstellung  über  Q  aus- 
gehend  noch  nicht  ganz  ans  Ziel.  Seine  Arbeit  war  darum  doch 
nicht  vergeblich,  da  er  eine  Hauptschwierigkeit  des  Problems,, 
welche  in  der  Abhängigkeit  der  Maximalarbeit  von  zwei  Tem- 
peraturen besteht,  durch  Betrachtung  eines  Elementarkreis-^ 
Prozesses  zwischen  r  und  r  ^  dr  geschickt  umging.  In- 
einem  solchen  erscheint  die  Arbeit  stets  als  Differential  gegen- 
über dem  endlichen  Wärmeübergang  oder  bei  unendlich  kleiner 
Volumänderung  sogar  als  Differential  zweiter  Ordnung  gegen- 
über dem  Wärmelement  erster  Ordnung.  Bildet  man  dann  das- 
Verhältnis  beider,  so  kommt  die  etwaige  Veränderung  der  Wärme^ 
beim  Übergang  nicht  weiter  in  Betracht.    Auf  diese  Weise  ge-> 
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wann  Clapeyron  unter  Anwendung  des  Boyle-Gay-Lussacschen 
Gasgeeetzes  an  Stelle  von  (1)  die  Gleichung 

dL       dr  ,  , 

-^  =  -C       ........    (2), 

worin  C  eine  für  alle  Körper  gleiche  Funktion  der  Temperatur  t 
sein  mufste,  welche  er  die  Carnotsche  Funktion  nannte. 
Durch  Anwendung  auf  den  Verdampfungsprozels  erhielt  Cla- 
peyron sodann  die  nach  ihm  benannte  Formel  für  die  latente 
Wärme 

r  =  C(i/'-t/)||      ......     (3), 

worin  v"  —  t/  den  Volumzuwachs  bei  der  Verdampfung  bedeutet 
und  dp  :  dr  der  Spannungskurve  zu  entnehmen  war.  Clapeyron 
benutzte  seine  GL  (3)  sofort  zur  Berechnung  der  Funktion  C 
für  die  Siedetemperaturen  von  Äther,  Alkohol,  Waaser  und  Ter- 
pentinöl und  fand 

für  35,50       78,80      ioqo      156,8  o 

1:0=  1,365       1,208       1,115       1,076. 

Der  Zusammenhang  von  C  mit  der  absoluten  Temperatur, 
nämlich  C  =  AT  blieb  Clapeyron  dagegen  schon  aus  Unkennt- 
nis des  Wärmeäquivalentes  Ä  verborgen.  Carnot  selbst  hatte  sich, 
wie  aus  seinen  hinterlassenen  Papieren  hervorgeht,  zweifellos  zu 
dieser  Erkenntnis  kurz  vor  seinem  Tode  hindurchgerungen,  wagte 
aber  noch  nicht,  seine  Gedanken  zu  veröffentlichen.  Wie  ge- 
rechtfertigt seine  Scheu  war,  zeigte  deutlich  die  absolute  Ver- 
ständnislosigkeit,  mit  der  die  Physiker  von  Fach  der  ersten 
Publikation  des  Satzes  von  der  Äquivalenz  von  Wärme 
und  Arbeit  durch  den  Heilbronner  Arzt  Robert  Mayer 
(1814 — 1878)  begegneten.  Seiner  Abhandlung  »Bemerkungen  über 
die  Kräfte  der  unbelebten  Natur c  wurde  von  Poggendorf  die 
Aufnahme  in  die  »Annalen  der  Physik«  verweigert,  obwohl  sie 
eine  durchaus  exakte  Berechnung  des  Wärmeäquiva- 
lents selbst  aus  den  beiden  spezifischen  Wärmen 
der  Luft  enthielt,  deren  Ergebnis  nämlich  1  WE  =  365  mkg 
nur  durch  die  üngenauigkeit  der  damals  vorliegenden  Gaskon- 
stanten beeinflulst  war.  Es  spricht  entschieden  für  den  weiten 
Blick  Liebigs,   dafs   er  als  Nichtf achmann  diese  bedeutsame 
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Arbeit  in  seinen  »Annalen  der  Chemie  und  Pharmacie«  1842  ab- 
druckte, wo  sie  allerdings  von  den  Physikern  so  gut  wie  unbe- 
achtet blieb.  Mayer  liels  sich  davon  jedoch  nicht  abschrecken, 
verarbeitete  ruhig  seine  durch  eine  Reise  in  die  Tropen  ver- 
mehrten Beobachtungen  und  gelangte  bald  zur  Erweiterung  seines 
Äquivalentsatzes  zum  Energieprinzip  als  allgemeines  Natur- 
gesetz, welches  er  1845  in  einer  Broschüre  veröffentlichte. 

Inzwischen  waren  auch,  andere,  z.  B.  der  Däne  Colding 
und  der  Franzose  Seguin,  auf  die  Äquivalenz  von  Wärme  und 
Arbeit  unabhängig  von  Mayer  gefühi-t  worden,  so  dals  man  wohl 
—  ohne  das  grolse  Verdienst  und  die  unbedingte  Priorität  der- 
selben zu  schmälern  —  sagen  kann,  dafs  nunmehr  die  Physik 
für  ein  so  allgemeines,  in  den  verschiedensten  Köpfen  gereiftes 
Prinzip  aufnahmefähig  geworden  war.  Den  für  seine  Anerken- 
nung notwendigen  experimentellen  Beweis  des  neuen  Satzes  an 
den  verschiedensten  Vorgängen  erbrachte  schon  1843  der  Eng- 
länder J.  P.  Joule  in  mustergültiger  Weise,  ebenfalls  ohne  von 
Mayers  Arbeiten  etwas  zu  wissen.  Dasselbe  gilt  auch  von  Holtz- 
mann,  welcher  1845  in  einer  Broschüre  »Über  die  Wärme  und 
Elastizität  der  Gase  und  Dämpfe  c  die  Arbeiten  von  Carnot  und 
Clapeyron  den  deutschen  Physikern  zugänglich  machte  und 
gleichzeitig  den  linearen  Zusammenhang  der  Carnot- 
schen  Funktion  mit  der  Temperatur  nachwies. 

Alle  diese  Forscher  waren  jedoch  noch  weit  entfernt  von 
Mayers  grolsartiger  Auffassung  der  Universalität  des  Energie- 
prinzips. Es  ist  darum  sicherHch  kein  Zufall,  wenn  dieser  Ge- 
danke zum  zweiten  Male  wiederum  bei  einem  Physiologen  zum 
Durchbruch  gelangt,  der  allerdings,  im  Gegensatz  zu  Mayer,  über 
das  ganze  Rüstzeug  der  exakten  Wissenschaften,  wenn  auch  nur 
als  Autodidakt,  virtuos  verfügte.  Helmholtz'  (1821-— 1894) 
geniale  Abhandlung  »Über  die  Erhaltung  der  Kraft«,  in  der  das 
Energieprinzip  unter  kurzer  Zusammenfassung  der  bekannten 
Erfahrungstatsachen  auf  das  ganze  Gebiet  der  Physik  ausgedehnt 
und  rechnerisch  verwertet  wurde,  mulste  sich  daher,  wie  schon 
Mayers  erster  Aufsatz,  die  Zurückweisung  Poggendorfs,  der  dem 
Gedankenfluge  des  werdenden  Meisters .  nicht  zu  folgen  ver- 
mochte, gefallen  lassen  und  erschien  1847  als  Broschüre.  Wie 
schon  Camot,  so  geht  auch  Helmholtz  von  der  Unmöglichkeit 
eines  Perpetuum  mobile  aus,  welche  für  die  Mechanik  allerdings 
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schon  seit  langem  allgemein  anerkannt  war.  Mit  seiner  Bezeich- 
nung der  Energie  als  »Kraft«  lehnt  er  sich  ebenfalls  unmittelbar 
a.n  die  Mechanik  an,  welche  damals  lebendige  und  Spannkräfte 
unterschied;  die  heutigen  Beziehungen  der  kinetischen  und  po- 
tentiellen Energie  wurden  erst  später  von  dem  Engländer  M.  Ran- 
kine eingeführt.  Bei  der  Diskussion  der  Holtzmannschen  Er- 
gebnisse  zeigt  Helmholtz  u.  a.,    dals   die   Carnotsche   Funktion 

durch 

C=Co(l  +  «T) (3), 

durch  «  den  Ausdehnungskoeffizienten  der  Gase  some  unter  Co 
eine  Konstante  verstanden,  dargestellt  werden  kann,  ohne  doch 
das  Wort  absolute  Temperatur  zu  gebrauchen. 

Nachdem  der  Äquivalentsatz  hauptsächlich  durch  die  Jouleschen 
Experimente  den  Physikern  geläufig  geworden  war,  versuchte 
man  ihn  mit  dem  Camotschen  Gedankengange  ins  Einvernehmen 
zu  bringen.  Dies  bereitete  indessen  noch  mannigfache  1849  von 
W.  Thomson  (später  Lord  Kelvin,  geb.  1824)  eingehend  hervor- 
gehobene Schwierigkeiten,  da  Carnot  ja  noch  an  der  ünveränder- 
lichkeit  der  unter  Arbeitsleistung  übertretenden  Wärme  fest- 
gehalten hatte.  Den  hierin  hegenden  scheinbaren  Widerspruch 
beseitigte  R.  Clausius  (1822 — 1888),  indem  er  in  seiner  1850 
in  Poggendorfs  Annalen  gedruckten  Abhandlung  »Über  die  be- 
wegende Kraft  der  Wärmec  lediglich  durch  mathematische  Ana- 
lyse  nachwies,  dals  der  Gedankengang  Carnots  von  der  Unver- 
änderlichkeit  der  übertretenden  Wärme  ganz  unabhängig  sei  und 
daher  ein  dem  Energieprinzip  koordiniertes  Gesetz  enthalte, 
welches  er  im  Gegensatz  zu  dem  ersten  Hauptsatz  der 
Äquivalenz  von  Wärme  und  Arbeit  als  den  zweiten  Haupt- 
satz der  mechanischen  Wärmetheorie  bezeichnete.  Da- 
mit war  die  Bahn  für  die  theoretische  Entwicklung  der.  Thermo- 
dynamik endlich  ganz  frei,  so  dals  diese  nunmehr  unter  den 
Händen  von  Clausius  und  W.  Thomson,  zu  denen  sich  auch 
noch  Rankine  gesellte,  aulserordentlich  rasch  von  statten  ging. 
Dabei  ist  es  fast  unmöglich,  die  Priorität  der  Entdeckung  der 
einzelnen  Ergebnisse,  die  uns  heute  geläufig  sind,  genau  fest- 
zustellen, da  in  den  verschiedenen  nahezu  gleichzeitig  und  rasch 
hintereinander  publizierten  Abhandlungen  ein  und  derselbe 
Gegenstand  von  Clausius  und  Thomson,  doch  von  verschiedenen 
Gesichtspunkten  aus,  angegriffen  und   beleuchtet   wurde.     Ganz 
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zweifellos  gebührt  Thomson  das  Verdienst  der  Aufstellung  der 
absoluten  Temperaturskala  (1854)  in  Anlehnung  an 
Camot,  während  Clausius  den  Begriff  der  Entropie  (1865)  formu- 
lierte und  seine  allgemeine  Bedeutung  erkannte.  Von  ihm  rührt 
auch  die  für  die  Technik  wichtige  Fassung  des  zweiten  Haupt- 
satzes her,  dafs  die  Wärme  nicht  ohne  Kompensation 
vom  kälteren  Körper  auf  den  wärmeren  übergehe, 
während  Thomson  hieraus  schon  früh  (1852)  die  Neigung  der 
Energie  zur  Zerstreuung  (Dissipation  of  mechanical  en- 
ergie)  ableitete.  Gleich  in  seiner  ersten  Abhandlung  hatte  Clau- 
sius scharf  die  äufsere  Wärmezufuhr  Q  von  der  Änderung  der 
inneren  oder  Körperenergie  ü  unterschieden  und  festgelegt,  dafs 
das  Differential  der  ersteren  kein  vollständiges  war.  Erst  durch 
Division  der  ersten  Hauptgleichung  mit  der  absoluten  Tempe- 
ratur gewinnt  man  ein  solches  und  damit  eine  Definition  der 
Entropie 

dO 
dS=-f (5), 

die  im  übrigen  der  Anschaulichkeit  sehr  entbehrt.  Darin  liegt 
wohl  auch  der  Grund,  dals  dieser  Begriff  noch  lange  Zeit  sowohl 
den  Physikern  wie  auch  den  Mathematikern  grolse  Schwierig- 
keiten bereitete  und  zu  mancherlei  Mifsverständnissen  Anlals 
bot.  Am  deutlichsten  mulsten  dies  Männer  empfinden,  welche 
wie  Zeuner  (geb.  1828)  sich  die  Aufgabe  gestellt  hatten,  die 
Thermodynamik  auf  technische  Probleme  anzuwenden  bzw.  ihre 
Lehren  den  künftigen  Ingenieuren  vorzutragen.  Zeuner  knüpfte 
darum  an  den  Gedankengang  Carnots  an,  der  den  Wärmeüber- 
gang vom  hohen  zum  niederen  Temperaturniveau  mit  dem  Herab- 
sinken eines  Gewichtes,  z.  B.  einer  Wassermenge  im  Wasserrad,, 
verglichen  hatte  und  bezeichnete  den  für  den  Camotschen  Ideal- 
prozels  zwischen  den  Temperaturen  Ti  und  T^  konstanten  Wert 

Qi_Q2 

als  das  Wärmegewicht,  während  die  Temperaturdifferenz 
Ti  —  ^2  die  Fallhöhe  vertrat.  Der  Arbeitsgewinn  war  hiemach 
in  Wärmeeinheiten 


ti-t:      .       •    •        .       .    (6) 
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«o  dafs  die  Zeunersche  Analogie  sich  in  der  Tat  als  ein  treffen- 
des Bild  des  umkehrbaren  Vorgangs  erwies. 

Für  die  Entwicklung  der  Hauptsätze  der  Thermodynamik 
war  die  Kenntnis  spezieller  Körpereigenschaften  ohne  wesent- 
liche Bedeutung;  dieselbe  wurde  erst  dringend,  als  man  die  aus 
den  allgemeinen  Sätzen  gezogenen  Schlulsfolgerungen  experi- 
mentell zu  prüfen  begann.  Dals  die  Genauigkeit  der  älteren, 
im  §  44  kurz  erwähnten  Versuchsresultate  hierfür  nicht  aus- 
reichte, hatte  schon  Camot  empfunden,  ohne  sich  jedoch  davon 
beirren  zu  lassen.  Vor  allem  waren  die  Eigenschaften  der  Gase, 
deren  Zustandsgieichung  pv  =  BT  in  der  Thermodynamik  eine 
grolse  Rolle  spielt,  zu  kontrollieren,  wozu  sich  W.  Thomson 
mit  dem  Experimentator  Joule  verband.  Beide  stellten  durch 
sorgfältige  Versuche  zunächst  fest,  dals  deren  Energieinhalt  mit 
grolser  Annäherung  sich  durch  die  Formel  ÄdU  =  CvdT  dar- 
stellen läTst,  bemerkten  aber  bald  die  nur  angenäherte  Gül- 
tigkeit des  Gasgesetzes  überhaupt,  dessen  Abweichungen  in 
«iner  Temperaturerniedrigung  bei  adiabatischem  Durchströmen 
durch  Wattepropfen  hervortraten.  Ältere  Strömungs-  und  Aus- 
fluls versuche  von  de  St.  Venant  und  Wantzel  (1839) 
bheben  ziemlich  unbeachtet,  zumal  Poncelet  (1845)  die  von 
denselben  beim  Überschreiten  bestimmter  Gefälsüberdrucke  ge- 
iundene  Konstanz  der  Ausflufsmenge  —  wie  sich  später  heraus- 
stellte, mit  Unrecht  —  bezweifelte.  Eine  systematische  Durch- 
forschung des  ganzen  Stoffgebietes  im  Sinne  der  Thermodynamik 
unternahm  unmittelbar  nach  dem  Auftauchen  ihrer  Grund- 
gedanken der  Franzose  Regnault  (1810—1878),  der  seine  Gase 
und  Dämpfe  der  verschiedensten  Art  mit  gleicher  Sorgfalt  um- 
fassenden Experimentaluntersuchungen  in  seiner  »Relation  des 
«xperiences  pour  d^terminer  les  principales  lois  et  les  donn^es 
numeriques  qui  entrent  dann  le  calcul  des  maschines  ä  vapeur« 
niederlegte  (Bd.  I  1847,  Bd.  II  1862,  Bd.  III  1870)  und  sich 
damit  ein  unschätzbares  Verdienst  um  die  Wissenschaft  und 
ihre  Anwendungen  erwarb.  Erst  an  der  Hand  der  Regnaultschen, 
durch  ihre  Anzahl,  wie  ihre  Zuverlässigkeit  gleich  erstaunlichen 
physikalischen  Daten  war  es  möglich,  die  beiden  Hauptsätze 
«rfahrungsgemäfs  voll  zu  bestätigen,  und  weitere  Forschungen 
daran  anzuknüpfen. 
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Den  grölsten  Nutzen  zog  aus  all  diesen  Ergebnissen  zunächst 
die   Technik.     Schon  1850  veröffentlichte   Rank  ine  eine    Ab' 
handlung   »On  the  mechanical  actio  n  of  heat«  mit  einer  kurzen 
Dampfmaschinentheorie   unter   der  allerdings  ungenauen 
Annahme,    dals   sich  der  gesättigte  Dampf  wie  ein   ideales  Gas^ 
verhält.     1854  verbesserte   er    seine   Theorie   und   erschlols   ihr 
Verständnis  den  Ingenieuren  durch  Beigabe  sehr  zweckmäfsiger,. 
seitdem  allgemein  eingeführter  Diagramme,  um  sie  1860  in  dem 
Buche  »On   steam  engine  and   other  prime  movers«  auch  auf 
Luftmaschinen  auszudehnen.    Wie  Rankine,  so  hatte  auch  C lau  ■ 
sius  die  Unvereinbarkeit  des  Wattschen  Satzes,  dafs  gesättigter 
Wasserdampf    bei  adiabatischer  Expansion   trocken   bleibt,  mit 
der  Thermodynamik    erkannt    imd   1856  auf   der   nun   gewon- 
nenen   Grundlage  eine  für   Naisdampfm aschinen    erschöpfende 
Theorie  »Anwendung  der  mechanischen  Wärmetheorie  auf  die 
Dampfmaschine«    veröffentlicht.      Den    Einflufs    der    Zylinder- 
wandungen beleuchtete  schon  1855  und  später  1857  der  Elsässer 
Hirn  (1815—1890)   auf  Grund   eigener,  für   die  Folge   muster- 
gültig gewordener   Untersuchungen  an  Betriebsdampfmaschinen 
und  betonte  zuerst  den  Vorteil  der  Dampfüberhitzung,  die  frei- 
lich infolge  von  Materialschwierigkeiten   erst  viel  später  in  der 
Praxis   zu   allgemeinerer  Geltung  gekommen  ist.     Weitere  Fort- 
schritte knüpften  an  das   von  Zeuner   1860  unter  dem  Titel 
»Grundzüge    der   mechanischen  Wärmetheorie«   herausgegebene 
erste  Lehrbuch  des  neuen  Gebietes  an,  welches  vermöge  seiner 
klaren  Darstellungsweise   sich   rasch   bei  Physikern   und   Tech- 
nikern einbürgerte  und  in  späteren  Auflagen  zu  der  klassischen 
»Technischen  Thermodynamik«    entwickelte  (4.  Aufl.  1900  und 
1901).     Gleichzeitig  griff  Zeuner  mit  Erfolg  technische  Spezial- 
Probleme   an,  so   u.  a.  die   Theorie  des  Giffardschen  Injektors 
(1860)  und  den  Ausfluls  von  Gasen  und  Dämpfen   in  seinem 
»Lokomotivenblasrohr«    1863,  worin   er   die   hydrodynamischen 
Gleichungen  mit   denen  der  Thermodynamik  aufs  glücklichste 
verschmolz.    Besonders  wei*tvoll  für  die  Technik  erwiesen  sich 
die  von  Zeuner  nach  Regnaults  Ergebnissen  berechneten  Dampf- 
tabellen verschiedener  Körper,  deren  Anordnung  von   allen  spä- 
teren Bearbeitern  dieses  Gebietes  mit  Recht  beibehalten  worden 
ist.      Bezüglich    der    Wirkung    des    Wasserdanjpfes   in   Dampf- 
zylindern vertrat  Zeuner  im  Gegensatze  zu  Hirn  den  Standpunkt, 
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dals  dieselbe  einerseits  durch  Bewegungserscheinungen  innerhalb 
der  Dampfmasse  und  vor  allem  durch  den  Einfluls  des  an  den 
Wandungen  haftenden  Wasserniederschlages  modifiziert  werde, 
mithin  die  Expansion  in  der  Dampfmaschine  keinen  umkehr- 
baren Vorgang  darstelle.  Daraus  zog  Grashof  den  sehr  rich- 
tigen, in  der  Folge  nicht  immer  genügend  von  den  Ingenieuren 
beachteten  Schlufs,  die  Indikatordiagramme  nur  mit  grölster  Vor- 
sicht bei  kalorimetrischen  Untersuchungen  zu  benutzen.  Zeuner 
arbeitete  auch  experimentell  über  den  Ausflufs  von  Luft  und 
konnte  hierbei  die  Versuchsergebnisse  von  de  St.  Venant  und 
Wantzel  bestätigen.  Nachdem  schon  1861  Holtzmann  das  Ein- 
treten der  Schallgeschwindigkeit  in  der  Ausflulsmündung  be- 
merkt hatte,  wies  Zeuner  noch  1900  diese  Erscheinung  in  der 
Mündung  zylindrischer  Rohre  mit  erheblichen  Bewegungswider- 
ständen nach,  und  schlofs,  dals  in  divergenten  Rohren  diese 
Geschwindigkeit  überschritten  werden  könnte.  Dies  wurde  von 
Fliegner  auf  Grund  eigener  Versuche  sowie  von  R.  und 
P.  E  m  d  e  n  lebhaft  bestritten,  während  S  t  o  d  o  1  a  und  E.  Le wicki 
(1903)  auf  experimentellem  Wege  Zeuners  Ansicht  stützten^ 
deren  Richtigkeit  sich,  auch,  wie  Lorenz  schlielslich  zeigte, 
aus  den  allgemeinen  Strömungsgleichimgen  nachweisen  hefs. 

unter  Zeuners  zahlreichen  Schülern  ragt  besonders  Linde 
hervor,  der  1872  aus  der  ümkehrung  des  Dampfmaschinen- 
prozesses die  Möglichkeit  ökonomisch  arbeitender  Kühl- 
maschinen  ableitete  und  dieses  theoretische  Ergebnis  mit 
grofsem  Erfolg  durch  seine  Ammoniak-Kompressionsmaschinen 
praktisch  verwertete.  Er  geriet  dabei  mit  dem  Genfer  Bietet, 
welcher  erst  die  schweflige  Säure,  dann  aber  eine  Mischung  von 
dieser  mit  Kohlensäure  als  günstiger  hinstellte,  in  eine  lebhafte 
Diskussion,  welche  durch  die  dabei  mitspielenden  wirtschaft- 
lichen Gesichtspunkte  eine  wesentliche  Verschärfung  erfuhr. 
Ein  allgemeineres  Interesse  gewann  der  besonders  in  den  80  er 
Jahren  des  vergangenen  Jahrhunderts  heftige  Streit  durch  die 
Behauptung  Pictets,  dafs  seine  Maschine  wegen  des  eigenartigen 
Verhaltens  des  in  ihr  arbeitenden  Gemisches  (dessen  Spannungs- 
kurve unterhalb  derjenigen  reiner  Schwefligsäure  verlaufen  sollte) 
einen  geringeren  Arbeitsaufwand  erfordert  als  dies  nach  dem 
zweiten  Hauptsatz  der  Thermodynamik  möglich  war.  Wenn 
sich   auch  die  Pictetschen  Schlüsse   sowohl,    was   das  physika- 
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lische  Verhalten  seines  Gemisches  als  auch  die  Vorzüge  seiner 
Maschine  betraf,  bei  gewissenhafter  experimenteller  Nachprüfung 
als  unhaltbar  erwiesen,  so  blieb  doch  noch  eine  gewisse  Unklar- 
heit über  den  idealen  Vergleichsprozels  für  Kühlmaschinen  be- 
stehen. Diese  wurde  erst  durch  die  Abhandlung  von  Lorenz: 
»Beiträge  zur  Beurteilung  von  Kühlmaschinen«  (Zeitschrift  des 
V.  d.  Ing.  1894)  beseitigt,  in  welcher  der  Nachweis  geführt 
wurde,  dals  hierfür  der  Carnotprozels  nicht  ausreiche,  sondern 
durch  einen  die  Anfangs  und  Endtemperaturen  der  beiden 
Körper,  zwischen  denen  der  Wärmeübergang  stattfindet,  berück- 
sichtigenden sog.  polytropischen  Kreislauf  ersetzt  werden 
müfste.  Demselben  Verfasser  gelang  1897  auch  die  Erklärung 
der  überraschenden  Beobachtung,  dafs  Kühlmaschinen  mit  stark 
überhitzten  Dämpfen  am  Ende  der  Kompression  günstiger 
arbeiten  als  solche  mit  nassen  Dämpfen  bei  demselben  Drucke, 
was  dem  zweiten  Hauptsatze,  nach  welchem  der  Arbeitsaufwand 
dem  Temperaturgefälle  proportional  sein  müfste,  zu  widersprechen 
schien.  Lorenz  schlofs  aus  dem  Vergleiche  von  Indikator- 
diagrammen nafs  und  trocken  arbeitender  Kompressoren,  welche 
dieselbe  Verdichtungslinie  zeigten,  dafs  dieser  Vorgang  ebenso- 
wenig umkehrbar  verlaufe,  wie  die  Expansion  in  Dampfmaschinen, 
und  dafs  insbesondere  im  wesentlichen  nur  der  dampf- 
förmige Teil  der  Zustandsänderung  unterworfen 
sei,  sich  also  unter  allen  umständen  überhitzen  müsse,  während 
die  Flüssigkeit  fast  wirkungslos  blofs  mitgeschleppt  wurde.  Die 
rechnerische  Verfolgung  dieses  anfänglich  bestrittenen,  später 
aber  allgemein  angenommenen  Gedankenganges  ergab  sodann 
die  Übereinstimmung  der  Theorie  mit  der  Erfahrung.  Ungefähr 
zu  gleicher  Zeit  konnte  Mollier  (1895  und  1896)  das  bis  dahin 
rätselhafte  Verhalten  der  Kohlensäurekühlmaschinen, 
in  denen  gelegentlich  der  kritische  Zustand  der  Kohlensäure  über- 
schritten wird,  durch  eine  scharfsinnige  Analyse  neuerer  Beob- 
achtungen des  Fi'anzosen  Amagat,  welcher  die  Regnaultschen 
wünschenswert  ergänzte,  erklären  und  eine  brauchbare,  neuer- 
dings durch  Dieterici  gut  bestätigte  Dampftabelle  für  diesen 
Körper  berechnen.  Neben  Amagat  haben  sich  besonders  seine 
Landsleute  Cailletet  und  Mathias  um  die  experimen- 
telle Erforschung  der  Kohlensäure  sowie  der  schwefligen  Säure 
verdient  gemacht,  zu  denen  sich  auf  deutscher  Seite  dann  noch 
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Dieterici  mit  seinen  erst  vor  kurzem  abgeschlossenen  Unter- 
suchungen über  Ammoniakdämpfe  gesellt.  Jedenfalls  ist  durch 
die  gemeinsame  Arbeit  der  vorgenannten  Ingenieure  und  Phy- 
siker die  Theorie  der  Kompressionskühlmaschinen  zu  einer 
solchen  Übereinstimmung  mit  der  Erfahrung  erhoben  worden, 
wie  sie  auf  keinem  anderen  Gebiet  bisher  erreicht  worden  ist. 
Wenn  wir  mit  der  Verfolgung  der  Vorgänge  in  Maschinen  mit 
abnorm  tiefen  Temperaturen,  wie  sie  z.  B.  von  Linde  1894 
unter  genialer  Benutzung  der  Thomson-Jouleschen  Abkühlung 
abgedrosselter  Gase  zur  Luftverflüssigung  konstruiert 
wurden,  noch  nicht  ganz  so  weit  gelangt  sind,  so  liegt  das  nur 
noch  an  unserer  unvollkommenen  Kenntnis  der  Eigenschaft  der 
Körper  bei  sehr  niederen  Temperaturen,  welche  augenblicklich 
Gegenstand  zahlreicher  und  viel  versprechender  Experimental- 
untersuchungen  sind. 

Ganz  besonders  ist  die  ausführende  Praxis  auf  dem  Grebiete 
der  ungefähr  mit  den  Kühlmaschinen  in  paralleler  Entwicklung 
stehenden  Verbrennungsmotoren  der  Theorie  vorangeeilt. 
Die  Versuche,  einfach  die  früher  von  Rankine,  Zeuner  und 
dessen  Schüler  Schröter  für  die  jetzt  fast  ganz  verlassenen  Luf  t- 
maschinen  gewonnen  Sätze  hierauf  wieder  anzuwenden,  können 
jetzt  angesichts  der  völligen  Irreversibilität  des  Verbrennungs- 
vorgangs als  endgültig  gescheitert  betrachtet  und  die  Notwendig- 
keit nicht  mehr  von  der  Hand  gewiesen  werden,  die  Theorie 
auf  thermochemischer  Grundlage  neu  aufzubauen.  In  dieses 
seit  der  Mitte  des  vorigen  Jahrhunderts  in  Angriff  genommene 
Grenzgebiet  zwischen  Physik  bzw.  Thermodynamik  einerseits 
und  Chemie  anderseits  fällt  das  Studium  des  Verlaufes  che- 
mischer Vorgänge  und  ihrer  von  Hels  1840  zuerst  gemessenen 
thermischen  Begleiterscheinungen,  während  die  reine  Chemie 
sich  nur  mit  deren  analytischen  oder  synthetischen  Ergebnissen 
beschäftigt.  Am  ehesten  zugänglich  erwiesen  sich  dabei  die 
umkehrbaren  Vorgänge  im  Zustande  des  chemischen  Gleich- 
gewichts, deren  Existenzbedingung,  das  sog.  Massenwirkungs- 
gesetz schon  1867  von  den  Norwegern  Guldberg  und  Waage 
aufgestellt  und  später  von  Van't  Hoff  thermodynamisch  be- 
gründet wurde.  Für  die  Theorie  der  Verbrennung  ist  dasselbe 
insofern  bedeutungsvoll,  als  es  sowohl  die  Entropieänderung  bei 
diesem  Vorgang  zu  bestimmen  gestattet,  wie  auch  die  Konstruk- 


522     Kap.  Vn.  Abrifs  d.  geschichtl.  Entwicklung  d.  Wännelehre. 

tion  eines  für  die  Beurteilung  von  Verbrennungsmaschinen  mals- 
gebenden  Idealprozesses  ermöglicht.  Leider  ist  trotz  intensivster 
Forscherarbeit  das  verfügbare  Zahlenmaterial  hierzu  vor  der 
Hand  noch  unzureichend,  wozu  noch  die  Schwierigkeit  kommt, 
dafs  wir  es  in  der  Maschinentechnik  fast  niemals  mit  chemisch 
wohl  definierten  Körpern,  sondern  z.  B.  in  der  Kohle  mit  einer 
Mischung  sehr  komplizierter  Bestandteile  zu  tun  haben,  die  sich 
dann  auch  in  der  Zusammensetzung  der  Verbrennungsprodukte 
wiederspiegelt.  Ein  anderes  dem  Vergleich  der  Theorie  mit 
der  Erfahrung  lange  entgegenstehendes  Hindernis,  nämlich  die 
Unsicherheit  über  die  Änderung  der  spezifischen  Wärmen  der 
Verbrennungsgase  mit  der  Temperatur  darf  nach  den  Unter- 
suchungen von  Mallard  und  Lechatelier  (1883)  sowie  von 
Langen  (1903)  jetzt  als  beseitigt  gelten.  Die  vollständige 
Durchrechnung  bzw.  Vorausbestimmung  des  wirklichen  Vorgangs 
im  Arbeitszylinder  scheitert  allerdings,  wie  schon  bei  der  Dampf- 
maschine, an  dem  EinfluTs  der  bei  Verbrennungsmotoren  stete 
gekühlten  Wandungen.  Die  technische  Praxis  hat  sich  in  beiden 
Fällen  durch  tunlichst  exakte  kalorimetrische  Versuche,  deren 
Ergebnisse  für  Neukonstruktionen  mafsgebend  waren,  über  diese 
Schwierigkeit  hinweggesetzt  und  ist  damit  in  der  Tat  Verhältnis- 
mälsig  rasch  vorwärts  gekommen.  Um  die  Ausbildung  der  Ver- 
suchsmethoden haben  sich  besonders  der  Franzose  Witz  und 
die  Deutschen  Slaby,  Schöttler  und  E.  Meyer  verdient 
gemacht.  Auch  die  eingehende  Diskussion  des  Verbrennungs- 
verlaufes im  Arbeitszylinder,*  zu  der  ein  langwieriger  Prozels  über 
die  Tragweite  des  Patentes  von  Otto,  des  Konstrukteurs  der 
ersten  brauchbaren  Viertaktmotoren,  Anlafs  bot,  wirkte  durch 
Beseitigung  mancher  Vorurteile  ungemein  fördernd  auf  die 
weitere  Entwicklung.  Erst  nachdem  dieselbe  zu  einem  gewissen 
Abschlufs  gediehen  war,  suchte  man  sich  über  das  Erreichte 
auch  vom  Standpunkte  der  Theorie  Rechenschaft  zu  geben  und 
knüpfte  dabei  nach  alter  Gewohnheit  zunächst  an  den  Camot- 
prozels  als  Idealvorgang  an,  obwohl  schon  aus  der  beachtens- 
werten Studie  von  O.Köhler  »Theorie  der  Gasmotoren«  (1887) 
<iie  Unzulänglichkeit  desselben  für  die  Verbrennungsmotoren 
hervorging.  So  kam  es,  dafs  1893  Diesel  einen  neuen  Ver- 
brennungsmotor mit  grofsem  Luftüberschufs  vorschlug,  dessen 
Arbeitsprozefs    sich    mit    isothermischer   Verbrennung  tunlichst 
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dem  Carnotschen  anpassen  sollte,  im  Verlaufe  seiner  praktischen 
Ausgestaltung  dagegen  immer  mehr  davon  entfernte,  wobei  der 
thermische  und  wirtschaftliche  Wirkungsgrad  ersichtlich  zunahm. 
Daraufhin  wurden  von  verschiedenen  Seiten  Versuche  zur  Auf- 
stellung eines  für  alle  Verbrennungsmotoren  passenden  Ideal- 
prozesses unternommen,  bis  1898  Stodola  in  seiner  Abhand- 
lung »Die  Kreisprozesse  der  Gasmaschine«  (Zeitschr.  d.  V.  d. 
Ingenieure)  darauf  hinwies,  dafs  ein  solcher  Vorgang  auf  den 
Ausgleich  der  Entropiezunahme  bei  der  Verbrennung  durch 
äufsere  Wärmeentziehung  hinauslaufen  müfste  und  so  zu  einer 
theoretischen  Maximalarbeit  gelangt,  welche  mit  der  Änderung 
der  schon  von  Helmholtz  (1882)  eingeführten  freien  Energie 
identisch  war.  Wenn  auch  die  praktische  Ausbeutung  dieses 
Ergebnisses  infolge  der  oben  geschilderten  Umstände  noch  zu 
wünschen  übrig  lälst,  so  erkennen  wir  doch  daraus,  wie  über- 
haupt aus  dem  ganzen  Entwicklungsgange  der  Thermodynamik 
die  Fruchtbarkeit  des  Zusammenwirkens  der  Vertreter  der  Physik 
und  der  wissenschaftlichen  Technik,  welche  für  zukünftige  Fort- 
schritte auf  beiden  Gebieten  untrennbar  aufeinander  angewiesen 
sind  und  darum  alle  Ursache  haben,  sich  gegenseitig  die  Hände 
zu  reichen. 

§  46.    Die  kinetische  Hypothese. 

Die  Entstehung  der  kinetischen  Wärmetheorie.  D.  Bernoulli. 
Claus  ins.  Maxwell  und  sein  Verteilungsgesetz.  Boltzmann. 
0.  E.  Meyer.  Van  der  Waals  und  die  Zustandsgieichung  der 
unvollkommenen  Gase.  Planck.  Die  Versuche  einer  kinetischen 
Begründung  des  2.  Hauptsatzes.  Die  Angriffe  auf  die  kinetische 
Wärmetheorie.     Ostwald.     Die  Entwicklung   der   Strahl ungsgesetze. 

Wenn  auch  die  beiden  Hauptsätze,  das  Energie-  und  das 
Entropieprinzip,  im  Verein  mit  den  auf  empirischem  Wege  ge- 
fundenen Zustandsgieichungen  der  Körper^  den  lückenlosen  Auf-, 
bau  des  gesamten  Lehrgebietes  der  klassischen  Thermodynamik 
gestatteten,  so  befriedigte  dieses  System  noch  nicht  dasjenige  Be- 
dürfnis des  menschlichen  Geistes,  welches  eine  möglichst  ein- 
fache Erklärung  der  wirklichen  Vorgänge  verlangt.  Hierunter 
versteht  man  in  den  Kreisen  der  Naturforscher  schlechthin  die 
Zurückführung  auf  Bewegungserscheinungen,  deren  genaue  Be- 
schreibung  und    Vorherbestimmung     unter   vorgelegten   Bedin- 
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gangen  das  Ziel  der  Mechanik  bildet.  Inwieweit  ein  solches 
Verfahren  berechtigt  ist,  lälst  sich  von  vornherein  nicht  aus- 
sagen; hierüber  entscheidet  allein  der  Erfolg,  d.  h.  die  Prüfung 
der  aus  diesen  hypothetischen  Bewegungen  mit  den  Methoden 
der  Mechanik  abgeleiteten  Sätze  an  der  Erfahrung  selbst.  Dabei 
ist  es  auch  gleichgültig,  ob  man  z.  B.  für  die  Wärme  die  Be- 
wegung der  kleinsten  selbständigen  Körperteile,  welche  an  und 
für  sich  ja  schon  hypothetisch  sind,  als  wirklich  vorhanden  be- 
trachtet oder  diese  kinetische  Auffassung  blols  als  eine  mecha- 
nische Analogie  bzw.  als  ein  mehr  oder  weniger  getreues 
Bild  der  Naturerscheinung  bezeichnet.  Jedenfalls  haben  hierüber 
die  Begründer  der  kinetischen  Wärmetheorie,  welche, 
wie  wir  schon  im  Eingang  des  letzten  Paragraphen  sahen,  bis 
auf  D.  Bernoulli  (1717)  zurückgeht,  keine  weittragenden  Über- 
legungen angestellt,  sondern  dieselben  unserem,  nicht  mit  Un- 
recht viel  kritischeren  Zeitalter  überlassen. 

Den  Ausgangspunkt  der  kinetischen  Theorie  bildet  bei  allen 
Autoren  der  Druck  oder  die  Expansivkraft  der  Gase, 
durch  welche  dieselben  befähigt  sind,  jeden  beliebigen  Raum  zu 
erfüllen  (horror  vacui).  Aus  diesen  schon  von  D.  Bernoulli 
durch  die  Stöfse  der  in  fortschreitender  Bewegung  begriffenen 
Gasmoleküle  erklärten  Druck  berechneten  unmittelbar  tiach  der 
Entdeckung  des  Energieprinzipes  Joule  (1851)  und  Kroenig 
(1856)  die  Molekulargeschwindigkeit  selbst.  Kurz  darauf  erschien 
die  Abhandlung  von  Clausius  »Über  die  Art  der  Bewegung, 
welche  wir  Wärme  nennen c  (Poggendorfs  Annalen  der  Physik 
1857),  in  der  die  kinetische  Auffassung  zum  Aufbau  einer  voll- 
ständigen Theorie  der  Gase  auf  mathematischem  Wege  ver- 
wendet wurde,  welche  in  dieser  Form  rasch  allgemeine  An- 
erkennung fand.  Clausius  entwickelt  in  dieser  epochemachenden 
Arbeit  nicht  nur  exakte  Ausdrücke  für  die  mittlere  Geschwin- 
digkeit der  Moleküle,  sondern  dringt  auch  insofern  tiefer  in  diesen 
Gegenstand  ein,  als  er  die  gesamte  kinetische  Energie  der  Mole- 
küle von  dem  auf  die .  fortschreitende  Bewegung  allein  ent- 
fallenden Betrag  scharf  unterschied  und  den  Zusammenhang  des 
Verhältnisses  beider  Werte  mit  demjenigen  x  der  spezifischen 
Wärme  für  konstanten  Druck  und  konstantes  Volumen  auf- 
deckte. Weiter  dehnt  Clausius  die  Theorie  auch  auf  den  festen 
und  flüssigen  Zustand  aus,  bei  dem  er  die  Moleküle  im  Gegen- 
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satze  zu  den  Gasen  im  Bereiche  ihrer  gegenseitigen  Anziehungen, 
oder  —  wie  man  jetzt  exakter  sich  ausdrückt  —  Wirkungsphären 
voraussetzt.  Im  Anschluls  an  diese  Vorstellung  erkennt  Clausius 
auch  schon,  dafs  das  Gasgesetz  pv  =  BT  nur  eine  Grenzbedin- 
gung darstellt,  welche  von  den  wirklichen  Gasen  mit  gröfserer 
oder  geringerer  Genauigkeit  erfüllt  wird.  Den  Verdampfungs- 
prozels  erklärte  er  dann  durch  Trennung  einzelner  Moleküle 
von  der  Flüssigkeitsoberfläche,  die  dem  Dampfe  gegenüber 
eine  Abschlufswand  bildet,  an  welcher  der  Druck  wieder  durch  den 
Stols  der  Dampf  moleküle  hervorgebracht  wird.  Gegenüber  einer 
festen  Wand  besteht  hier  nur  der  unterschied,  dals  die  Flüssig- 
keitsoberfläche nicht  allein  besonders  heftig  bewegte  Moleküle 
abschleudert,  sondern  auch  aus  dem  Dampfraum  an  sie  pral- 
lende zurückbehält.  Das  thermische  Gleichgewicht  zwischen 
Flüssigkeit  und  Dampf  ist  danach  kein  statisches,  sondern  be- 
sagt nur,  dals  die  Zahl  der  zurückbehaltenen  und  weggeschleu- 
derten Moleküle  in  derselben  Zeit  sich  gerade  ausgleicht.  Aulser- 
ordentlich  wichtig  für  die  Verbreitung  der  kinetischen  Gastheorie 
war  femer  der  Umstand,  dafs  sie  nicht  nur  das  Daltonsche 
Gesetz  der  Partialdrucke  in  Gasgemischen  bestätigte, 
sondern  auch  der  damals  fast  vergessenen  Hypothese  von 
Avogadro  (1811)  der  gleichen  Molekülzahl  in  der  Volum- 
einheit bei  demselben  Druck  und  derselben  Tempera- 
tur für  alle  vollkommenen  Gase  eine  theoretische  Grund- 
lage verlieh.  In  einer  zweiten  Abhandlung  vom  Jahre  1858 
definiert  und  bestimmt  Clausius  die  mittlere  Weglänge  der 
Moleküle,  deren  Kenntnis  für  die  kinetische  Theorie  der  inneren 
Reibung,  der  Wärmeleitung  und  Diffusion  der  Gase  notwendig 
war.  Mit  der  Theorie  der  Wärmeleitung  beschäftigte  sich  Clau- 
sius dann  in  einer  dritten  1862  erschienenen  Abhandlung. 

Inzwischen  war  der  Engländer  James  Clark  Maxwell 
(1831 — 1879)  mit  einer  Arbeit  »lUustrations  of  the  dynamical 
theory  of  gases«,  Phil.  Magazine  1860,  hervorgetreten,  welche 
von  ganz  neuen  Gesichtspunkten  ausging.  Maxwell  stellte  sich 
nämlich  die  Aufgabe,  die  Verteilung  der  sehr  verschiedenen 
Geschwindigkeiten  -auf  die  in  ungeordneter  Weise  sich  be- 
wegenden Gasmoleküle  festzustellen.  Bei  der  grofsen  Wichtig- 
keit dieser  auf  Wahrscheinlichkeitsbetrachtungen  gegründeten  Ent- 
wicklung auch  für  andere  Teile  der  Physik  wollen  wir  sie  in  aller 
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Kürze  wiedergeben.  Wir  denken  uns  mit  Maxwell  n  Moleküle 
in  der  Volomeinheit,  von  denen  jedes  offenbar  eine  andere 
Geschwindigkeit  mit  einer  anderen  Bew^;mig8richtang  besitzt 
Von  dieser  Gesamtzahl  wird  nun  ein  Brachteil  / '?)  dz  eine  Ge- 
schwindigkeit in  der  c- Richtung  besitzen,  deren  Wert  zwischen 
^  und  z  -\-  dz  Me^.  Die  Zahl  der  Moleküle,  welche  anÜBerdem 
noch  in  der  i^-Richtung  Geschwindigkeiten  zwischen  r^  nnd  r^-^dri 
besitzen,  wird  demnach  nf(^z)d'^f{r^  dr^  sein,  da  keine  der  beiden 
Richtungen  einen  Vorzug  vor  der  andern  haben  kann.  SchlieÜB- 
Hch  wird  dann  die  Molekülzahl  mit  den  Greschwindigkeitskoor- 
dinaten  zwischen  ^,  17,  t,  und  g  -\-  dz,  jy  +  dr,,  ^  +  ^C  durch 
das  Produkt  n/(§)f(7j)f{^d^drfd^  da^estellt,  worin  /  eine 
Funktion  darstellt,  von  der  wir  nur  wissen,  dab  die  Summe  der 
Bruchteile  /  (g)  d^  über  alle  Werte  von  ?  erstreckt  die  Einheit 
ergeben  muHs,  also  daüs 

J/(^-;rf5=]7w^^  =  l7(0^5  =  l  .     .     .     .     (1) 

—  00  — 00  — 00 

ist  Denken  wir  uns  nun  die  Geschwindigkeiten  aller  n  Mole- 
küle von  einem  Anfangspunkte  0  aus  als  Vektoren  aufgetragen, 
so  bilden  die  drei  Richtungen  '^  tj  ^  ein  ganz  beliebig  um  0  ge- 
legenes Koordinatensystem,  in  welchem  d^  dr^  dt,  =  dV  ein  Vo- 
lumelement bezeichnet  und  die  Geschwindigkeit  q  eines  Mole- 
küls durch  ^ 

(^2  =  ^2+^2+^2 (2) 

gegeben  ist  Legen  wir  nun  durch  den  Anfang  0  ein  neues 
System,  dessen  eine  Achse  mit  der  willkürlich  herausgegriffenen 
Geschwindigkeit  q  zusammenfällt,  so  ist  in  demselben  das  oben 
gewonnene  Produkt  nf(Q)f(ß)  '/(O)  dV,  da  die  beiden  anderen 
Koordinaten  (aufser  q)  des  Volumelements  dV  gleich  Null  sind 
und  keine  Richtung  bevorzugt  werden  darf.  Mithin  erhalten 
wir  für  die  Bestimmung  der  Funktion  /  mit  (2)  auch  die  Be- 
dingungsgleichung 

/©/W/(C)=/(/F+^+T2)/(0)2  .   .   .  (3) 

Daraus  folgt  aber  iüi  '^  =  r^  =  ^ 

fCif=f{OfMfl)    ......    (3a) 

und  für  f  =  0  und  |  =  ?/ 

/(§)2=/(o)/(gy^) ......  (3b) 
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Logarithmiert  man  diese  Formeln  und  differenziert  zweimal, 
so  folgt 

^lgn/(g)  _  d2ign/(g/3)  _  (f21gn/(g/2) 

was  nur  möglich  ist,  wenn  diese  Ausdrücke  unabhängig  von  5 
selbst,  also  einer  und  derselben  Konstanten  gleich  sind.  Wir  er- 
halten dann  durch  Integration 

und  finden  nach  Einsetzen  in  (3),  daTs  &  =  0  sein  muls.  Be- 
achten wir  dann  noch,  dafs  die  Funktion  für  wachsende  g  ab- 
nehmen raufs,  so  dürfen  wir  auch  schreiben 

/©  =  C^-| (4), 

worin  G  und  c^  die  beiden  Integrationskonstanten  bedeuten, 
welche  in  einem  gewissen  Zusammenhang  stehen.  Um  denselben 
zu  finden,  substituieren  wir  g  =  ca?,  wodurch  wir  mit  (1)  erhalten 

—  00  —00 

oder,  da  daa  letzte  Integral  den  Wert  fn  besitzt  i) 

^=-4=- (5) 


*)  Dies  ergibt  sich  am  einfachsten  auf  folgende  Weise:  Es  ist 
Zunächst  das  Doppelintegral 

+  00  +00  4-OD  +OD 

—00  — 00  — 00  — 00 

Betrachten  wir  dann  x  und  y  als  ebene,  rechtwinklige  Koordi- 
naten, so  haben  wir  beim  Übergang  zu  Polarkoordinaten  a?»-|-y*  =  r' 
und  rdrd(p  an  Stelle  des  Flächenelementes  dxdy  zu  setzen  sowie  die 
Integration  über  <p  von  0  bis  2  71,  diejenige  über  r  von  0  bis  +°°  zu 
erstrecken.    Auf  diese  Weise  ergibt  sich 

+00  +00  2n  +OD 

(  U"^''^'^'^'^  dxdy  =  (      {c~*'Vrfrrfy  =  7r  (c"''"rf  (r«)  =  tt, 
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Damit  aber  folgt  für  die  Molekülzahl  mit  Geschwindigkeits- 
komponenten zwischen  giy  ?  und  '^ -\-  d^,   t]  -{-  drj,    f  -f-  ^C»   ^ 

oder  auch  mit  (2),  sowie  unter  Einführung  des  Flächenelements 
dio  der  Einheitskugel  um  den  Anfang  0,  d.  h.  mit  dV=Q^dQdü> 


C^ni 


e        Q^dg  '  d(o 


Integrieren  wir  diesen  Ausdruck  über  o)^  d.  h.  zwischen  den 
Grenzen  0  und  4  7r,  so  eliminieren  wir  den  Einfluls  der  ver- 
schiedenen Geschwindigkeitsrichtungen  und  erhalten  für  die 
Zahl  der  Moleküle  mit  absoluten  Geschwindigkeiten 
zwischen  q  und  g  -\-  dg 


dn  = 


4«     -^ 

e    ^*Q^dg 


cs^ 


(6> 


Flg.  136. 


Diesen  Ausdruck  bezeichnet 
man  als  das  Maxwellsche 
Verteilungsgesetz;  es  ist 
identisch  mit  demjenigen  für  die 
wahrscheinliche  Verteilung  der 
Fehler  bei  einer  s^r  grolsen 
Zahl    von    Beobachtungen    und 

ergibt  graphisch  dargestellt  die  Fig.  136  mit  einem  Maximum^ 

für  welches 

j|^(,-$^)=.-S(.-5)=o, 

mithin  q  =  c  wird.  Die  Konstante  c  ist  demnach  eine  solche^ 
Geschwindigkeit,  von  der  diejenigen  der  meisten 
Moleküle  nur  wenig  abweichen.   Multiplizieren  wir  weiter- 


und  Bchliefslich  darch  Vergleich  mit  der  ersten  Transformation 

+  00  +00 

\e       dx  =^  fn    oder  \e       dx  =  ~- 


. 2  nm  C 
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hin   den  Ausdruck  (6)   mit   der  kinetischen  Energie  ^    q^    des 

einzelnen  Moleküls  und  integrieren  über  q  von  0  bis  co,  so  er- 
gibt sich  die  gesamte  kinetische  Energie  des  Systems  [zu 

CO 

-£!    .  ,         nm  .  ._  .     • 

/-  ,  .     c«  Q^dQ  =  -^  [uß]         ...     (7), 

'        0 

worin  [w^j  (jag  mittlere  Geschwindigkeitsquadrat  be- 
deutet.   Durch  Ausführung  der  Integration  ^)  ergibt  sich  schlielslich 

K]  =  |c=' (8), 

so  dals  die  Konstante  c^  mit  [uß]  der  absoluten  Tempe- 
ratur (siehe  §  2)  proportional  ist.  Maxwell  zeigte  ferner, 
dals  sein  ohne  jede  Voraussetzung  über  die  Natur 
der  Moleküle  oder  über  die  zwischen  ihnen  wirken- 
den Kräfte  abgeleitetes  Verteilungsgesetz  auch  für  Gasgemische 
gültig  bleibt,  während  es  in  dem  Falle,  dals  das  Gas  äufseren 
Kräften  ausgesetzt  ist,   Modifikationen  erleidet.    Die  Herleitung 


*)  Mit  der  Substitution  x  =  az  geht 

+  00  -foo 


fe-^'  dx^^  über  in   ^-«•^iz  =  g. 

0  0 

Differenziert  man  diesen  Ausdruck  beiderseitig  nach  dem  Para 
meter  a,  so  folgt 

+  CO 


0 

und  naen  abermaliger  Differentation 

+  00 

Bin 


!■ 


e-«'^%*d^  = 


8a*  ■ 


Setzt  man  hierin  z  =  ^  und  a  =  — ,  so  folgt  schliefslich 


+  « 
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des  Gesetzes,  welches  sich  auf  die  Annahme  der  Unabhängigkeit 
der  Verteilung  in  drei  zueinander  senkrechten  Richtungen  stützt 
und  damit  einen  hypothetischen  Charakter  trägt,  wurde  später 
von  Boltzmann  (1868)  bedeutend  verschärft. 

In  seiner  grundlegenden  Abhandlung  entwickelte  Maxwell 
auch, noch,  die  Theorie  der  inneren  Gasreibung  und 
zeigte  deren  Unabhängigkeit  von  der  Dichte,  die  später  von 
0.  E.  Meyer  (1866)  experimentell  bestätigt  wurde.  Die  eben- 
falls von  Maxwell  theoretisch  aufgestellte  Proportionalität  des 
Reibungskoeffizienten  mit  der  Wurzel  aus  der  absoluten  Tem- 
peratur stimmte  dagegen  mit  den  Versuchsergebnissen  weniger 
befriedigend  überein,  was  Maxwell  zu  der  weiteren  Hypothese 
führte,  dafs  die  Gasmoleküle  sich  umgekehrt  proportional  der 
fünften  Potenz  ihrer  Entfernungen  abstolsen  sollten.  Da  diese 
Annahme  mit  der  Thomson-Jouleschen  Abkühlung  beim  Durch- 
strömen von  Diaphragmen  nicht  wohl  vereinbar  ist,  so  konnte 
sie  sich  nicht  einbürgern,  obwohl  Boltzmann  auf  ihre  Diskussion 
viel  Scharfsinn  verwandte.  Den  innigen  Zusammenhang  zwischen 
der  Gasreibung  und  der  Wärmeleitung  deckte  dann  Clau- 
sius  (1862)  in  seiner  schon  genannten  Abhandlung  auf,  während 
die  Diffusion  im  Anschluls  an  Maxwells  Abhandlungen  vor- 
wiegend von  Stefan  (1872)  studiert  wurde.  Loschmidt 
gelang  es  1865,  aus  den  Formeln  über  die  Gasreibung  einige 
sehr  einfache  Beziehungen  abzuleiten,  welche  die  Berechnung 
der  Dimensionen  und  mittleren  Abstände  der  Mole- 
küle ermöglichten,  Untersuchungen,  welche  später  von  W.  Thom- 
son, Maxwell  selbst,  0.  E.  Meyer  und  Boltzmann  mit  Erfolg 
fortgesezt  und  verfeinert  wurden. 

Diese  Fragen  gewannen  eine  grolse  Bedeutung  durch  die 
Experimente  von  Andrews  (1869)  über  das  Verhalten  der 
Kohlensäure  und  die  Entdeckung  des  kritischen  Punktes. 
Aus  dem  Umstände,  dals  die  Andrewsschen  Isothermen  dieses 
Körpers  aulserhalb  des  Sättigungsgebietes  zwei  Wendepunkte 
besalsen,  folgerte  schon  James  Thomson  (1871)  einen  ana- 
logen stetigen  Verlauf  innerhalb  der  Grenzkurve,  ohne  dies 
indessen  weiter  theoretisch  zu  untersuchen.  Die  bis  dahin  be- 
kannten, das  Verhalten  wirklicher  Gase  annähernd  umfassenden 
Zustandsgieichungen  von  Rankine,  Thomson  und  Joule  sowie 
von   Recknagel    (1872)    deckten   sich  mit  den  Andrewsschen 
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Beobachtungen  nicht  vollständig,  während  die  von  Hirn  schon 
1865  vorgeschlagene  Formel 

(p  +  r)  {v^yj)^RT (9) 

worin  yj  »la  somme  des  volumes  des  atomes«,  r  »la  somme 
des  actions  internes«  oder  »la  pression  interne«  ganz  im  Sinne 
der  Molekulartheorie  bedeuten  sollte,  wegen  der  Unbestimmtheit 
des  Zusammenhangs  von  r  mit  dem  Volumen  zum  Vergleich 
mit  der  Erfahrung  offenbar  noch  nicht  reif  war.  Erst  Van 
der  Waals  erkannte,  dals  die  von  ihm  —  wahrscheinlich  un- 
abhängig von  Hirn  —  auf  kinetischer  Grundlage  abgeleitete 
Zustandsgieichung  den  Verlauf  der  Isothermen  von  Andrews 
und  J.  Thomson  wiedergäbe ,  wenn  r  =  a\v^  gesetzt  würde. 
Bemerkenswert  ist  auch  die  Ableitung  der  Gl.  (9)  von  Van 
der  Waals  in  seiner  Schrift  »Over  de  continuiteit  van  den  gas- 
en vloeistoftoestand«  1873  mit  Hilfe  des  von  Clausius  kurz 
vorher  (1870)  entwickelten  Virialsatzes  für  ein  System  dis- 
kreter Massenpunkte.  Clausius  selbst  erweiterte  daraufhin  1880 
die  Zustandsgieichung,  nachdem  sich  herausgestellt  hatte,  dafs 
die  Übereinstimmung  der  Van  der  Waalsschen  Form  mit  der 
Wirklichkeit  noch  nicht  befriedigend  war,  und  bestimmte,  wie 
schon  1875  vor  ihm  Maxwell,  durch  blofse  Anwendung  des 
Energiesatzes  die  Lage  der  tatsächlichen  Verdampfungs- 
isotherme innerhalb  des  Sättigungsgebietes  im  Diagramm  von 
Andrews  und  J.  Thomson.  Damit  war  auch  die  Möglichkeit 
gegeben,  die  Dampfspannungskurve,  welche  bisher  jeder 
Theorie  getrotzt  hatte,  analytisch  festzulegen,  was  durch 
Van  der  Waals  und  Planck  (1881)  geschah,  wenn  auch  die 
hierfür  aufgestellten  Formeln  für  den  praktischen  Gebrauch  recht 
unbequem  waren.  Das  wichtigste  Ergebnis  dieser  Forschungen, 
welche  seitdem  vielfach  auf  spezielle  Körper  angewendet  wurden, 
ist  wohl  die  Begründung  des  Gesetzes  der  korrespondieren- 
den Zustände,  wonach  die  Zustandsgieichung  aller  Körper 
dann  identisch  wird,  wenn  man  an  Stelle  der  Variabein  Druck, 
Volumen  und  Temperatur  die  Bruchteile  der  zugehörigen  kritischen 
Werte  einführt. 

Um  den  mathematischen  Ausbau  der  Gastheorie  nach  den 
verschiedensten  Richtungen  hin  hat  sich  besonders  Boltzmann 
grofse  Verdienste  erworben.    Er  verschärfte  nicht  nur,  wie  schon 
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erwähnt,  die  Grundlagen  und  die  Herleitung  des  Maxwellschen 
Verteilungsgesetzes,  sondern  zog  auch  die  mannigfaltige  Zu- 
sammensetzung und  Form  der  Moleküle  in  das  Bereich  seiner 
stets  äulserst  eleganten  Untersuchungen,  worüber  seine  in  den 
Jahren  1896  und  1898  erschienenen  klassischen  »Vorlesungen 
über  Gastheorie«,  erschöpfenden  Aufschluls  gewähren.  Von 
Boltzmann  rührt  auch  die  sehr  beachtenswerte  Deutung  der 
Entropie  als  Mals  der  Unordnung  der  Bewegungen 
in  einem  System  von  Massenpunkten  her,  wodurch  auf 
diesen  dem  Verständnis  vermöge  seiner. Unanschaulichkeit  so 
schwer  zugänglichen  Begriff  ein  helles  Licht  geworfen  wurde. 
Die  hiermit  eng  zusammenhängende  kinetische  Begründung  des 
zweiten  Hauptsatzes  lediglich  auf  Grund  der  Prinzipien  der 
Mechanik  1),  um  die  sich  B(jltzmann  neben  andern  ebenfalls 
bemüht  hat,  kann  allerdings  noch  nicht  als  abgeschlossen  gelten^ 
so  dafs  der  kinetischen  Wärmetheorie  noch  eine  umfassende 
Entwicklung  bevorsteht.  Demgegenüber  darf  nicht  aulser  acht 
gelassen  werden,  dafs  sie  gerade  jetzt  mit  grundsätzlichen  Gegnern 
zu  kämpfen  hat,  von  denen  der  Physiko-Chemiker  Ostwald 
wohl  der  hervorragendste  ist.  Derselbe  betonte,  obwohl  er  in 
früheren  Schriften,  z.  B.  in  seinen  mit  Recht  verbreiteten  »Grund- 
zügen der  allgemeinen  Chemie«,  mit  molekulartheoretischen 
Schlüssen  operiert  hatte,  in  einem  Vortrage  auf  der  Natur- 
forscherversammlung zu  Lübeck  1893  die  Notwendigkeit  einer 
hypothesenfreien  Entwicklung  der  Naturwissenschaft,  welche  sich 
lediglich  auf  die  Erfahrung  zu  stützen  habe.  Der  kinetischen 
Theorie  warf  er  insbesondere  vor,  dafs  sie  zu  wenig  positive 
Resultate  gezeitigt  habe  und  daher  als  entbehrUch  auszuschalten 
sei.  In  der  Tat  hat  sich  ja  die  klassische  Thermodynamik  ganz: 
unabhängig  von  jeder  mechanischen  Annahme  über  die  Natur 
der  Wärme  entwickelt  j  was  niemand  deutlicher  als  Clausius 
selbst  im  ersten  Band  seiner  »Mechanischen  Wärmetheorie«  (1876) 
durch  Weglassung  jeder  Hypothese  zum  Ausdruck  gebracht  hat. 


^)  Eine  Zusammenstellung  derartiger  Versuche  ündet  sich  in  dem. 
Artikel  von  Bryan  über  > Thermodynamik c  der  >Enzyklopädie  der 
mathematischen  Wissenschaften c.  Bd.  V.  Das  Studium  derselben  hat 
mich  indessen  so  wenig  befriedigt,  dafs  ich  von  einer  Wiedergabe 
derselben  im  Texte  glaubte  absehen  zu  können. 
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Fragt  man  jedoch  —  was  dem  Chemiker  allerdings  ferner  liegt  — 
nach  dem  inneren  Zusammenhang  zwischen  den  empirisch  ge- 
ftmdenen  Sätzen  über  die  spezifischen  Wärmen,  die  Atom-  und 
Molekulargewichte,  .die  Gasreibung,  Wärmeleitung  imd  Diffusion 
und  forscht  schHelslich  nach  der  Ursache  dieser  Erscheinungen 
sowie  der  Expansivkraft  der  vollkommenen  und  wirklichen  Gase, 
so  gibt  die  klassische  Thermodynamik  allein  keine  Antwort. 
Ein  Verzicht  auf  die  kinetische  oder  überhaupt  jede  andere 
Hypothese  über  die  Natur  der  Wärme  erscheint  demnach  nicht 
eher  gerechtfertigt,  als  bis  die  klassische  Thermodjoiamik  die- 
selben in  der  Behandlung  von  Spezialproblemen  wirklich  zu 
ersetzen  vermag.  Auch  die  tiefgehenden  Untersuchungen  von 
Helmholtz  über  »zyklische  Systeme«  (1884),  welche  auf  eine 
Begründung  des  zweiten  Hauptsatzes  abzielen,  knüpfen  un- 
mittelbar wieder  an  kinetische  Vorstellungen  an,  welche  jeden- 
falls nicht  weniger  spezialisiert  sind,  als  die  Grundlagen  der 
Gastheorie  1)  Dieser  hat  übrigens  Helmholtz  in  seinen  »Vor- 
lesungen über  Theorie  der  Wärme«  (1903  herausgegeben  von 
Kicharz)  ebenso  einen  Platz  eingeräumt,  wie  schon  vor  ihm 
Kirchhoff  (Vorlesungen  über  die  Theorie  der  Wärme,  1894 
herausgegeben  von  Planck),  natürlich  nicht  ohne  den  hypo- 
thetischen Charakter  derselben  hervorzuheben. 

In  neuester  Zeit  hat  die  kinetische  Auffassung  auch  auf 
dem  Gebiete  der  Physik  des  Äthers,  von  der  uns  hier  nur  die 
Wärmestrahlung  interessiert,  beachtenswerte  Erfolge  errungen. 
Dieses  Gebiet  war  nach  Kirchhoffs  Entdeckung  der  Beziehung 
zwischen  den  Absorptions-  und  Emissionsvermögen  (1860)  theo- 
retisch stehen  geblieben,  bis  es  1884  Boltzmann  gelang,  wieder 
auf  molekulartheoretischer  Grundlage  die  schon  von  Stefan  em- 
pirisch gefundene  Abhängigkeit  der  Gesamtstrahlung  von  der 
Temperatur  abzuleiten  und  gleichzeitig  auf  den  absolut  schwarzen 
Körper  zu  beschränken.  Nachdem  L u m m er  und  Pringsheini 
1895  diesen  Körper  durch  gleichmäfsig  temperierte  Hohlräume 
aus  beliebigem  Material  zu  konstruieren  gelehrt  hatten,  konnte 
dieses  Gesetz  und  der  1893  von  W.  Wien  ebenfalls  theoretisch 


^)  Die  oben  nur  kurz  angeschnittenen  Fragen  finden  eine  er- 
schöpfende Darstellung  in  dem  Buche  von  G.  Helm:  »Die  Energetik 
nach  ihrer  geschichtlichen  Entwicklung«.    Leipzig  1898. 
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gewonnene  Satz  über  die  Verschiebung  des  Energie- 
maximums der  Strahlung  mit  der  Temperatur  mit 
grolser  Schärfe  experimentell  geprüft  werden.  Ein  weiterer 
Schritt  ist  die  Bestimmung  der  Energieverteilung  im  Spektrum 
selbst,  wofür  unter  Zuhilfenahme  molekular  theoretischer  Voraus- 
setzimgen  schon  Paschen  und  Planck  Formeln  abgeleitet 
haben,  welche  derjeiügen  für  das  Maxwellsche  Verteilungsgeseta 
sehr  ähnlich  gebaut  sind.  Von  einer  Wiedergabe  derselben  haben 
wir  jedoch  abgesehen,  da  sowohl  gegen  ihre  Herleitung,  wie 
auch  gegen  ihre  Übereinstimmung  mit  der  Erfahrung  begründete 
Zweifel  erhoben  wurden,  welche  diese  sog.  Spectralgleichungen 
noch  nicht  als  gesicherte  Forschungsergebnisse  erscheinen  lassen. 
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M.  16. — • 


Verlag  von  B.  Oldenbourg  in  Münctien  und  Berlin. 


Ankündigung. 

Die  grofse  Ausdehnung  und  die  Fortschritte,  welche  die 
Elektrotechnik  in  Wissenschaft  und  Praxis  bis  heute  gewonnen 
hat,  haben  die  Anforderungen  an  das  Wissen  und  Können 
in  diesem  Berufe  aufserordentlicli  gesteigert.  Gleichzeitig 
damit  entstand  aber  auch,  wie  in  demselben  Grade  auf  keinem 
anderen  Gebiete  der  Technik,  eine  überreiche  Fachliteratur, 
in  der  wohl  fast  jede  Frage  der  Elektrotechnik  eine  mehr 
oder  weniger  ausführliche  Beantwortung  und  Bearbeitung  ge- 
funden hat.  Anderseits  wuchs  in  gleichem  Schritt  mit  der 
zunehmenden  Ausdehnung  der  Literatur  die  Schwierigkeit,  sie 
für  die  Beantwortung  einzelner  Fragen  zu  verwerten;  denn 
es  erfordert  eine  ganz  seltene  Literaturkenntnis,  um  bei  Be- 
darf das  zweckdienliche,  meist  verstreut  vorhandene  Material 
überhaupt  zu  finden,  oder  nötigt  zum  mindesten  jeweils  zu 
einem  sehr  zeitraubenden,  oft  einem  Nachstudium  der  be- 
treffenden Werke  gleichkommenden  Suchen. 

Diese  Erwägungen  veranlafsten  den  unten  gen  ahnten 
Verfasser  und  uns,  mit  dem  Anfang  Juni  1904  zum  erstenmal 
erscheinenden  : 

Elektrotechnischen  Auskunftsbuch 

herausgegeben  von  S.  Herzog^  Ingenieur 

ein  Werk  zu  schaffen,  dessen  Ziel  es  ist,  dem  Ingenieur  über 
Jede  in  das  Gebiet  der  Elektrotechnik  zu  zählende  Materie, 
durch  alphabetische  Anordnung  zuverlässiger  Angaben  augren- 
blieklieh  ohne  Torhergrehendes  Suchen  genügend  zu  unter- 
richten. Das  Werk  soll  daher  nicht  ein  Literatur-Quellen- 
nachweis sein,  sondern  in  selbständigen,  möglichst  knapp 
gehaltenen,  jedoch  erschöpfenden  Erläuterungen  die  ven^^ie- 
denen  elektrotechnischen  Begriffe  kennzeichnen,  und  gleich- 
zeitig über  die  besonders  für  die  Praxis  so  auf  serordentlich 
wichtigen  Preise  der  zahlreichen  elektroteelin.  Artikel,  über  die 
Erstellungrs-  und  Betriebskosten  ganzer  Anlagren  oder  Teile 
derselben  und  wo  nötig  über  die  Behandlungrsarten  der  ein- 
zelnen Materien  etc.  umfassende,  objektiv  gehaltene  Auskunft 
geben.  Das  Entgegenkommen  der  für  die  elektrotechnische 
Branche  mafsgebenden  Firmen  kam  dem  Verfasser  hierbei 
sehr  zustatten  und  ermöglichte  es,  die  derzeit  geltenden 
Marktpreise  aller  elektrotechnischen  Artikel  genau  und  ein- 
wandfrei zu  verzeichnen. 

Wir  hoffen,  mit  unserem  Elektrotechnischen  Auskunfts- 
buch für  alle  elektrotechnischen  Interessentenkreise,  also 
Konstrukteure  wie  Kalkulations-Ingrenieore  oder  Betriebs- 
leiter sowie  insbesondere  auch  für  erst  in  die  Praxis  tretende 
jüngere  Ingenieure,  ein  Werk  zu  liefern,  das  sich  als  eine 
reichhaltigre,  täglicli  verwertbare  Fundgrube  und  folglich 
als  eines  der  unentbehrlichsten  Hilfsmittel  fttr  den  Elektro- 
techniker erweisen  dürfte. 


Verlag  von  B.  Oldenbourg  in  Münohen  und  Berlin. 

EleMrisch  betriebene  StraTsenbabnen. 

Taschenbuch  for  deren 

Berechnung,  Konstruktion,  Montage,  Lieferungsaus- 

schreibung,  Projektiemng  und  Betrieb. 

Herausgegeben  von 
S«    Herzog^   Ingenieur. 

VI  und  475  Seiten.    Mit  377  Figuren  im  Text  und  4  Tafeln. 
Preis  eleg,  in  Leder  geb.  M.  8. — . 

Die  Verwendang  des  Drehstroms, 
insbesondere  des  hochgespannten  Drehstroms 

für  den 

Betrieb  elektrischer  Bahnen. 

Betrachtungen  und  Versuche  von 

Dr.-Ing.  W.  Reiehel, 

Oberingenieur  der  Firma  Siemens  &  Halske,  A.-G. 

10  Bogen  gr.  S^  mit  zahlreichen  Abbild,  und  7  Tafeln. 

Preis  geb.  M.  7.50. 

Moderne  Gesichtspunkte 

für  den 


von  Dr.  F.  Niethammer, 

Professor  an  der  Technischen  Hochschule  zu  Brunn. 


IV  und  192  Seiten  gr.  8^    Mit  237  Abbildungen. 
Preis  eleg.  geb.  M.  8. — . 

Taschenbuch  für  Monteure 
elektrischer  Beleuchtungs  -Anlagen 

unter  Mitwirkung  von 

0.  Görling  und  Dr.  Michalke 

bearbeitet  und  herausgegeben  von 

S.  Frhr.  von  Gaisberg. 

27.  Auflage.    —    Preis  gebunden  M.  2.50. 

.  Das  Werkohen  ist  in  folgende  Sprachen  übersetzt:  Französisch  —  Hollän- 
disch —  Russisch  —  Schwedisch  —  Spanisch. 


Verlag  von  B.  Oldenbourg  in  München  und  Berlin. 


Deutscher  Kalender  für  Elektrotechniker. 

Herausgegeben  von  F.  Uppenbom,  Stadtbaurat  in  München. 
Einundzwanzigster  Jahrgang.  2  Teile,  wovon  der  1.  Teil  in 
Brieftaschenform  (Leder)  geb.  M.  5. — . 

Österreichischer  Kalender  fttr  Elektro- 

tPOhflilrPr  unter  Mitwirkung  hervorragender  Fach- 
ICUliUlJiCi  ■    leute,  herausgegeben  von  F,  Uppenbom, 

Stadtbaurat.    Preis  K.  6.—. 

Schweizerischer  Kalender  für  Elektro- 

tOOlmilrPr  unter  Mitwirkung  von  Ingen  ieurS.Herzog, 
iCUlllllJiCl  ■     Zürich,  herausgegeben  von  F.  Uppenborn, 

Stadtbaurat.     Preis  Frs.  6.50. 

Schaars  Kalender  fttr  das  Gas-  and 

WuCCPrfilPh  ^^^^  Gebrauche  für  Dirigenten  und 
ff  aOOCi  iaUlii  techn.  Beamte  der  Gas-  und  Wasser- 
werke, sowie  für  Gas-  und  Wasserinstallateure  bearbeitet 
von  Dr.  E.  8ehilliiigr,  Ingenieur,  und  O.  Anklam,  Ingenieur 
u.  Betriebsdirigent  der  Berliner  Wasserwerke  zu  Friedrichs- 
hagen. Siebenundzwanzigster  Jahrg.  In  Brief taschenform 
(Leder)  geb.  M.  4.50. 

Kalender  ffir  Cfesundheits-Techniker. 

Taschenbuch  für  die  Anlage  von  Lüftungs-,  Zentralheizungs- 
und Bade-Einrichtungen.  Herausgegeben  von  Herrn.  Beck- 
nagißl,  Ingenieur.    In  Brief  taschenform  (Leder)  geb.  M.  4. — . 


Kalender  fttr  Seemaschinisten,  ^er»: 

kung  von  E.  Ludwig  u.  E.  Lindner,  Ingenieure  für  Schiffs- 
maschinenbau ,  und  mit  einem  Anhang  über  Seewesen 
von  Prof.  P.  VogeL  Herausgegeben  von  Dr.  G.  Baner, 
Oberingenieur  der  Stettiner  Maschinenbau  A  .-G.  » Vulkan « . 
Preis  geb.  M  6. — . 
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